
应用数学和力煞 第11 卷第比期 (19 9 。年 12月) 应用数学和力学编委会编
A Pp lie d M a theln a tie s a n d M e e h a n ie s 重 庆 出 版 %k 出 版

弹性拱振动失稳的突变模型
’

沈茂山 魏德敏

(太原工业大学
,

19 8 9年 1明 9 日收到)

摘
’

要

本文是将突变理论应用于工程结构的动力稳定性的一个尝试
.

作 者不仅得到弹性拱振动失稳

的突变模型
,

而且给出发生失稳的条件
。
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T ho m 创立的突变理论是关于奇异点的理论
.

突变理论提供了一个普遍 适 用的
,

研

究各种突变和不连续现象的方法
.

由于 自然界广泛存在着 由量变到质变
,
‘渐变到突变的现

象
,

因此来变论引起各领域专家和学者的兴趣
.

国内力学界也开始出现了一些介绍性和应用

性的文献。
“们

.

本文研究弹性扁拱振动失稳问题的突变理论
. -

结构的动力稳定性是工程界具有实际 意义的重要课题
.

、

目前
,

虽有不少研究工作
,

但急

待解决的问题仍然不少
.

本文试图将突变理论应用于振动失稳问题
.

我们知道
,

有些结构的

失稳是在平衡状态下突然发生的
,

而这正是突变现象的特点
.

为了了解失稳发生 的 临 界 状

态
,

我们经过简单的数学变换
,

’

可以得到弹性扁拱振动失稳的尖点突变模型
,

从而不仅可以

给出振动失稳的临界点
,
而且可以经过进一步分析得出发生失稳的条件

.

二
、

基 本 关 系 式
·

考虑受竖向振动荷载作用的拱
,

其平衡方程为
:

a犷/ a男 = 一试气 t)+ p 必
·
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口M / 口劣= 犷一H 口。/ 口二 (2
.
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其中
,

或, ,
t) 为单位长度拱上的垂直荷载 , p 为拱的线密度 , H

,
犷和M分别 为横截面上的

水平内力
,

竖向内力和弯矩 , , 为拱挠度
。

对于扁拱
,

根据 E叭er 一Ber n o u n i假设
,

并考虑线性阻尼
,

可得
:
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其中
,

E 为弹性模量
,

A 和I分别为截面面积和惯性矩
,

L为拱的跨度
, c。为阻尼系数

,
并且

c 。> o
,

w0 为拱的初始位形
. “ ·

”

表示对时间t求导
, “ 尹”

表示对劣求导
。

下面考虑工程中最常用的二次抛物线拱(画拱推导完全类似、 其拱轴线方程为
:
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式中
,

H
。

为拱的矢高
.

两端铰支的边界条件为
:

切(o
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, t)三 。
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荷载为
:
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g (气 才)= F e o s幻ts in (二留/ L )

我们可以假定
‘ ·

。(x
, t)二f(t )

sin (二二/ L )

并将上式代入(2
.

3 )式
,

整理得到
:
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当气
,

a’ 0 均很小时
,

弱非线性方程式(2
.

幻的解接近其线性方程的解
,

故可设(2
.

5)

式之解为
:

f(t) 二B co s( 口t一砂) (2
.
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将f
,

f和了代入(2
.

5) 式
,

忽略高阶小量和cO : 3众项
,

‘

整理后得到
:
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(2. 12 )式表示的是以孑为状态变量
, 。 和 。 为控制变量的尖点突变

.

图 1 所示为 该尖点

突变的平衡曲面卫和控制平面刀
.

由(2
.

1 2 )式不难求出两个尖点G1
,

仇的位置为

(a
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对于我们的具体问题a》 o ,

以下进行详细的讨论
.

三
、

振动失稳模型的讨论

1
.

对于无限长杆

去” OO
,

则“一 “
,

从而得到平衡曲面刃的截蜂方程为
:

,

宁(4。
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从图 2 可以看出
,

一个。只 与一个尸对应
,

而且所得截线是一条关于严轴对称的正则曲

线
.

厂

因此
, 。的连续变化只会引起孑的光滑变化

.
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若取a = 4吞忿/ 3F、 得到平衡曲面刀的徽线方程为
:
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·

日2 。二 。时平衡曲面丽的. 堆

由图 3 显然可以看出
,

所得截线仍是一条正则曲线
.

。的连续变化不会引起B
Z

的突然变

化
。

3
.

a > 32扩百k孟/ 2 7F
,

若取
a = 4 k : / F

Z ,

则得到平衡曲面君的截线方程为
:

。 = (3掩:刀
‘
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,
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显然
, 。与孑不是一一对应的

.

图 4 表示的是这条非正则 曲线
.

当。由小逐渐增大到 1
.

5

k。附近
,

尸会突然有限减小 , 而。由大逐渐减小到 1
.

2k
。附近

,

尸又会突然有限增大
.

在尖点突变的模式图 1 上
,

设想控制变量
a 和 。在控制平面上沿某一路径从 左向右穿越
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时平衡曲面厉的很窗
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时平衡曲面厉的截面

阴影区域
.

在未进入该区域时
,

控制平面上的一点即一个控制态
,

对应唯一的一个振幅 孑
;

进入该区域后
,

则一个控制态对应二至三个振幅
,

可结构实际上保持一个振幅 , 但当控制变

量在穿出区域边界的那一瞬间
,

微小的控制变量变化会引起结构振幅的突然有限减小
.

出了

阴影区域
,

结构又只有唯一的一个振幅
。

反之
,

当控制变量由右向左穿越阴影区域时
,

1

会发生类似现 象
.

只是当控制变量穿出边

界的瞬时发生的跳跃是振幅B “

的突然有限增大
.

另外
,

从图 4 中可以看出
,

以上两种穿越方式发生突跳的位置并不相同
,

这在突变理论

中称为
“

滞后”
现象

.

而且
,

上述两个突跳之间的振幅尸相应的状态是实际上不可能达到的

( 用虚线表示 )
,

这称为
“

不可达性
” .

四
、

结 论

由以上讨论可以得出以下两点结论
:
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2 ,

不会发生振动的突变失稳
. 。> 32 斌百k : / 27 F “,

才 有可能

发生振动突变失稳
.

而尖点 G :
芷是发生突变失稳的临界点

.

2
.

振幅孑的跳跃现象只发生在阴影区域的边 界线 上
.

该边界线就是尖点 突变的分歧点

集
,

满足方程
:

r Z + ‘8
= 0

其中
:
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我们把方程(4
.

1) 作为发生失稳的条件
.

作者对杨桂通教授的直接指导和武际可教授提出的宝贵意见表示深切的感谢
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