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摘 要

本文提出构造有限单元的新方法—
精确有限元法

.

它可以求解在任意边界条件下任 意 变系

数正定或非正定偏微分方程
.

文中给出它的收敛性证明和计算偏微分方程的一般格式
.

用精确元法
所得到的单元是一个非协调元

,

单元之间的相容条件容易处理
.

与相同自由度普通有限元
一

相比
,

由楷确元法所得到的解的高阶导数具有较高的收敛精度
.

文末给出数值算例
,

所得到的结 果 均收

敛于精确解
,

并有较好的数值精度
.

关. 润 精确有限元 偏微分方程 热传导 薄板

己t 侣绪
J 皿 仁习

工程和 自然科学许多实际问题可归结为求解带有边值或初值问题的偏 微 分 方 程
.

一 般

地
,

有限元求解偏微分方程是以变分法为基础的
「” ,

需要偏微分方程是正定的
.

并且在单元

之间需要满足一 些必要的相容条件
.

例如
,

对 2掩阶方程
,

掩一 1 阶法向导数须在单元之 间 连

续
.

当k> 2时
,

找到满足 于相容条件的形函数是很困难的
.

.

在〔2 〕中
,

利用力学概念给出阶梯折算法
,

用以求解非均匀弹性力学
,

〔3 〕中给出散度

型变系数微分方程矩阵迁移方法
.

〔4 〕中提出精确解析法理论
,

用以求解任意变系数常微分

方程
.

文中给出的解析解可一致收致于精确解
.

本文在〔2一 4〕的基袖上
,
提出精确有 限 元

法
,

用于求解任意变系数偏微分方程
. 一 ‘

精确元法不需用一般变分原理
,

单元的刚度矩阵可直接从偏微分方程推出
,

因此可用于

求解任意变系数非正定偏微分方程
.

单元的插值函数仅需满足一个带有常系 数 的 偏 徽分方

程
,

利用这一条件可减少单元的 自由度
.

相容条件仅需待求的参数在单元之间 的节 点 上连

续
,

因此容易满足
.

与相同自由度普通有限元法相 比
,

由精确有限元法所求得的解的高阶导

数具有较高的精度
.

此外这一方法不需在单元域内进行数值积分
,

节点载荷在工程中具有明

显的物理意义
。

文末给出三个数值算例
,

序解导到的结果均收敛于精确解
,

并有较好的数值精度r 证明了

本定理论的正确性
.
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精确元的基本理论

一个掩阶任意变系数线性偏微分方程可归结为一般形式

A 。 二 艺 DU
,

(p
。。

(x )D 姗, (二))。f (x ) (x 〔。) (2
.

1 )
周 . 0

o‘ l封 , t + l口。 l‘今

劣表示向量 (戈
: ,

⋯
,

x 。

)
,

口表示 ”维空间
, “。是一个多重指标表示为

u 。二 (
u 、. ,

。: . ,

⋯
,
。。。 )

;

, u ; . + u : 。 + ⋯ + u 。。

中子模式其算

。l“。 , a l妹 l

口劣贾悠⋯口x : ,
刀

U 市

掀犷
,二

⋯口劣厂
。 ,

舀....r
.

..

几价

伏傀翻U丫I

此外
,

我们定义
u

, 毋盯 (!“
, })

, v 二m a不(!
。。 !) (m 二 o

,

l
,

⋯
,

吞)

并假定
k 二 u + u

利用精确元法
,

把空间口分成N 个单元
, 设第 ‘个单元的空间为口

‘.

在第 ‘个单 元上如

果口(二)的
。
阶偏导数及尸、(戈)别

, tD (x )的“一 1阶偏 导数连续
,

则方程(2
.

1) 可以转化为常 系数

偏微分方程

.百弓盛平!
又‘功(x )= 乙 D

时,

(p
。。

(, ‘
)D

v ”, )== f (二) (二印
‘
)

二
0

o ‘ ! “. 1 + ! 口帆 I‘含

(2
.

2 )

式中 , ‘为单元的形心坐标
.

因为(2
.

1) 和(2
.

2 )是线性方程
,

因此内积

0劣吕即

‘

1
了

(,
,

A 。一 , 。)一伽
,

A 幼一 E 名‘功

式中尹是家伯列夫空间牙奋
“ ,

(口)中的一个任意元素
.

为横述简单起见
,

我们仅考虑。是一个二维辛间
,

所示
.

利用分部积分
,

由(2
.

3 )我们可得

(2
.

3 )

, (工
: ,
劣:

)
,

单元的网格划分如图1

b ,

习 E
价 . 0 ‘. 1

g ‘甲D
“’

(p 一(‘) D
口

”(“)一p
。。

(, ‘
)D 、功(x ))d x

, (A 勺
,

叨一必 ) + 艺 (一 1 )
’“ , ’

习 (p 。。

(劣)一尸
‘.

(至,, ))侧勺 D 口二

(。(二)一。(二))dx

‘‘ , . +ttt

SSS ---

口口七
. ‘‘

N “ ,
.

汉
。

出 4
.

洲 , = 沛

日 1 二推空姆电单完目格划劳

骼
(F ‘。‘X

, 一’“(二 , , d ‘

刃

月

击丫
.

习洲
H
艺问

+



精 确 有 限 元 法 9 3扩

刀 一 , 一 1 N
a

+ E E 刀 兄 (F {。(“
·

)一p {讼(x ‘·))
口, 一 1甲

‘一 1 才一 1 忿一 l : . 1

手
。。‘

。二 盖‘l’. 俪尸
‘

+ 艺 艺
‘. 1 , . 1

a , 一 r

口n 了一厂(田(劣)一。 (戈 ))F {. 甲(x )d :

万 . , 一 N
a , ; _ ,

亏, ~ , , 一 , 亏一 , 下- , O 碑 一 , I
‘

、 ~ , 、 、 r,
J 二 了 、

+ 斗获 乙
.

级而下
i习而

~

夏二f L, Lx ‘· ) 一 , 、“
名 )

川
·

叭二. : )

二
二 J . l J . ‘ 吕 . ‘ . 一

(2
.

4 )

式中F !
,

户}和F {
签

(l‘ 1
,
二、j) 是由

一

分部积分得到的微分算子
,

在工程和 自然科学中
,

它们可

具有明显的物理意义
.
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,
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向导数
,

为
:

是第 ‘个单元上第
二
个角点的坐标

,

N
。

是单个单元的角点数
.

合并同类项
,

我

们可以得到
·

了

怪t勺
,

万 “ J一 1 刀 。

习 习艺 名丈万抽(为
二

)一户l, (x ‘:

))
口了一 2 甲

‘. t , . 1 召. 1 : ‘ 1

, 夕一 1 万 声

二习 习名 (彩(, 理,
)一左}(, , ‘

))
1 . 1 忿. 1 心一 1

万 口

E 乞
‘一 1 1 一 I

子带
一
里少

一

二

忆拭
口川

一 ‘一 ‘

口礼

: : 一(tD (价
,
)~ 苗(二舌

,
))

一

F毛
. 中(二‘、)

才一 i N 日

艺 艺
一

飞

巡止于干
口川

一 ‘一 ‘

口劣玄
一 ‘

(切(二
, .

)一 。(x g ‘
))R 畜

补
(二奋

‘
) (2

.

5 )
落一 1 t . 几

.

艺洲
一一

式中
‘

N , 是。上单元公共角点的个数
,

“ 是第 疚个公共角点的坐棣
·

如果在任意相邻单元的边界
s : 和死上有

lim {
,

豁啊
劝ds 一

戚
5 2

豁
烈。)ds (j‘ 1

,

⋯
,

的
份一卜。O

; ;m
〔

_

万
.

叫卜。。 J 百1器
。(‘ , ‘, ,‘。)ds 一

)Lmoo
「 护砂

_ ,
一

_ _
、 。

‘二 , 一 、 , -

J
: 2

~

百蔽了叨气‘ 少
‘

护 ; 一 , 、, , a ;

(i = 1
.

⋯
, 。

) (2
.

6 )

在边界胡上

lim
N 晌争 C。

。。

缘脾2”“
’ )山 -

11血
N ee ) ‘劝

{
。。

糯华
尹灿(·)“

曝}。(劣)已知时
)

/:moo I
。。

焉黔 )“‘城秘
一

恶 {
a ‘一 i功(二)
口”卜 l F 号铃甲(二)d x

(i= 1
,

⋯
, 秒 , 当口‘

一’, (劣)/口”
‘一 ’已知时 ) (2

.

7 )

以及在角点上

左}(二
, .

)二 R ; (二
, ‘

) (i = 1
,

N , 兮
‘

当R }(二
。,

)已知粉 )



.粗 叶 并 洗 纪
、

振 义

a , 一 1必
, 、

口卜 l to

玩
了不呱尸L劣“ ) , 网不万可万

t劣 , ‘)

/
. 、 , ‘ . _

浏
一 要田

, 、

_ _
_

,

、

U = 1 , ” ’ ,
‘v ‘

,

当日刃万习丽卜
一
‘勺

‘) 匕知叼 (2
.

8 )

从方程(2
.

4 )可以得到

li m (A勺
, 脚一。 )= 0

万洲卜 口〕

这里已假定在口上F : 朴卯(二)和F {, (二)(‘= 1
.

⋯
, v ,

j二 1
,

⋯
,

幻 连续
,

的共扼边界条件等于零
.

(2
.

9 )

并让未知边界条件对应

根据H il be r t一伴随算子逆定理
,

当滩在给定的边界条件下有逆算子月
一 ‘
时

,

在零共扼边界条件下也存在
.

特别 地
,

当

A勺二班一。

时有唯一解甲印奋”(口)
,
使F : . 甲(x )在口上连续

.

因此我们有

lim 皿切一。皿
: : (动 = 0

逆算子 (A .) : ’

万 ~ ) O ,

在子空间口一口
。

中
,

利用 (2
.

1 0)
,

连续条件(2
.

6 )
, 已知边界条件(2

.

7) ~ (2
.

幻

边界条件对应的零共扼边界条件
,

可得

(2
.

1 0 )

和未知

lim {
。 _ 。

.

,

(Aw
一 ;

、一 /Lmao 盯
‘

.

(卖豁J 一 .

(F l。(劣)一护l功(二)
万 - ) 口 , )

+ 习
‘一 1箭

(二(二卜
‘(, , , F ,”“ , , ds

+

全(户蓉(F , ““ , 一”咖 .)) 命群粉
i
一

+

户彭裁笋赫
厂‘’“

‘’

, 一 , “一, ,
·

F ,、(二一) )]
一。

(2
.

1 1)

这里
e
是口中的任一个单元

,

由 F毛
肠甲

a卜 1 甲
,

an , 一 1

, a , 一2甲 泊厅‘协
租而F 面而F了”征息让

, 我们可得

恶l
‘

.

,

gmoo 】
。。

,

豁
, , ‘(

‘ ,山 一

{‘
.

器粤
尸 ,。(二)d ; 一

‘, 一 ,
,

一
“,

口‘
一 :

口n ‘一 1

。(二)
·

F :
·, (二)ds 一

l
‘

,

箭
切(二)

·

F :
·, (二)ds

(2
‘

1 2 )

lim
万

翻
食以,

户悠功(x 。 :

)二F、, (二
e :

)

(i 二 1
,

⋯
, ”)

(j= 1
,

⋯
, 。, l《j一 1 )

口卜名

, {票而于不硕可万 . L二
. ‘

口卜 名

== 而F不万溉
二f
叭

劣 · ,
)

(i == 1
,

⋯
, 。; l《i一1 ) (2

.

1 3 )
由(2

.

1 2 )式不难得到

lim
万 ~ 卜 们比,箭

。(二

卜箭
, (‘) “一‘

,

一
,

l



精 确 有 限 元 法 狂 f

,少‘..,了

li m 户{。(二)= F {叨(劝 (j= 1
,

⋯
, 。
在 a口

。

上
)

(2
.

1 4 )
万 ‘》 ‘斌,

对于。上的一个任意闭子空间给
。 ,

我们也可获得(2
.

13 )和 (2
.

14 )
.

因此可得到在一固定点
,

对任意的法线单位矢量n, (2
.

13) 和(2
.

14 )式仍成立
.

利用这个结论
,

我们从(2
.

14 ) 中的第

一式可以得到功(二)的第 i 阶偏导数D ‘动(二)收敛于精确解刀物(i二 1
,

⋯
,

v)
,

从(2
.

14 )中的第

二式可以求出精确解
。+ j一 1阶偏导数D 一 , 一 ‘切(x )的值 (j 二 1

,

⋯
, 。

)
. ’

三
、

精确元法的一般格式

现在
,

我们利用精确元法求解方程(2
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.
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,
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.
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.
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结为求解一组线性代数方程
,
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_
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,

由角点A 和G 点确定的线段不『
,
它的单位

法线矢里和 n 相同
.

对四边形单元
,

·

在G 点的 n则 和万顶厂的单位法线矢盆相同
.

在图 2 (b)

中
,

应使
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,

A , B
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算例 1 求解变系数非正定偏微分方程
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‘和听分别为边界外法线与二和y轴的方向余弦
.

(4
.

1) 有精确解

功 = In 劣+ In g

利用本文的方法
,
在第 ‘个单元上方程(4

.

1) 可转化为常系数方程
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这里男
. 和如是单元形心坐标

.

我们构造一个三角形单元如图 3 所示
.
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当
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时
, 。满足方程(4
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用3 x 3网格进行计 算
,

如图3茄示
.

在表 1 中给出精确

元法所得到的解
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并和精确解作了比较
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算例 2 求解热传导方程
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我们利用精确元法构造一个矩形单元

,
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式中A x 和 △t分别是单元沿 x 和 t轴的边长

,
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.
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6 x 9和 1 8 x 27 三种网格进行计算
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表 2 给出
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,
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算例3 一个带有任意边界条件和载荷的非均匀薄板弯曲问题
.

它的弹性定理为
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式中 。为板的挠度
; O

。

和O ,
为横向剪力

; M
二 ,

M , 和 M
. ,
为弯矩和扭矩分量

; D (x
,

刃
.

和

v( 二
,

y )为弯曲刚度和泊松比
.

把 ( 4
.

7 )代入 (4
.

8 )
,

我们可以得到一个关于。的四阶偏微分方程
.

利用精确元法
,

在第‘个

单元上
,

带有变系数D ( 二
,

刃和v( 二
,

y) 的偏微分方程 (4
.

5) 可以变为
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我们构造一个三角形单元如图 5 所示
,

在单元节点上的法向弯矩
,

力可以表示为
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扭矩和在角点的集中
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它是一个正定矩阵
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,

如图 6 所示
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以上三个算例表明
,

精确元法可用于非正定偏微分算子
,

并可获得满意的结果
.
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