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摘 要

本文引出 广义� � � 映象的概念
,

其包含著名的 � � � 映象为特例
�

借助于这一映象
,

我

们给出著名的 � � � 定理和 � � � � � 极大极小不等式以一种新的推广形式
�

作为应用
,

我 们

考虑了变分不等式解的存在性问题
�

本文结果是引文〔�� �」中相应结果的改进和发展
�

关� 润 广义 � � � 映象 上半连续 � 一对角拟凸 鞍点

一
、

引言及预备知识

著名的 � � � � �� � 一 � 往� � �� 砚���
一

� � �  � ��� � �� � 定理 �简称 � � � 定理 � 和 � � � � 了

极大极小不等式是非线性分析的两个基本定理
,
它们在工程

、

力学
、

经济数学
、

对策论
、

控

制论
、

微分方程和变分不等式理论中起到极为重要的作用
�

近年来
,

许多作者对这两个定理

给出多种形式的推广和多方面的应用 �见 , 〔�、 �〕�
�

本文的目的是引出广义 � � � 映象的概念
,

借助于这一概念得到了 � � � 定理和 � � �

� � 极大极小不等式的一种新的推广形式
�

作为应用
,

我们讨论 了拟变分不等式解的存在性

问题
�

本文结果改进和发展了引文乒、们中
�

的相应结果
�

为叙述方便
,
先给出如下定义

�

定义 � 设 � 是线性空间
,

� 是� 的子集
�

�
�

� , � 召称为广义 � � � 映象 , 如果对任

意的有限集枷
� , …

, 二 。

�� �
,

存在与之相应 的有限集��
� , …

,
�
。

卜�� �
,

使得对任意的子

集王抓
,

…
, � 一。��� 勿

� , …
,
�价有

� � �� ‘
, ,

…
, � ‘。 ��� � � �二‘

,
� ��

,

��

称�
�

� , �’为 � � � 映象
,

� � �戈 � ,

夕一 �

如果对任意的有限集招
� , …

, 劣�

�� �
,

有

, 二 ,

��� � � �二
‘
� ��

�

��

由上面的定义易知
,

如果口
�

� , �� 是 � � � 映象
,

则� 必是 � , � 皿的广义 � � � 映

象
�

事实上
,

对任给的有限集 �劣
� , 一

, 二�

�� �
,

取�
‘� 二� �‘� �

,
…

,

�� 于是由� 的 � � �

� ��� 。年�明 �� 日收到
�
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�
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性
,

对任意的子集 �梦
, ,

…
,
梦、 �� 勿

, ,

…
,

如�
,

��
,

�� 式成立
�

下面我们举例说明广 义 � � � 映象的概念是 � � � 映象的真推广
�

例 设� � �一��
,
� 。 �

,

� � 〔一 �
, �〕

,

设 �
�

� , �刀
,

由下式定义
�

�� 卜卜了乒扮
,

了否不百歹�
因 � �� 

, 一卜汀
一

呈一了到
,

故当‘�
一 �

,

一

之音�
。�之言

��〔� �
�

, �

」
时

, 二。� �二�
,

因而� 不 是

� , �� 的 � � � 映象
�

下证 � 是� , �盆的广义 � � � 映象
�

事实上
,

对任意的有限集��
, ,
…

, 二 。

�� �
,

取

�夕�
,

于是对任意的子集通协
, ,

”
‘
, “

·

’�
卜九一却

�
门� �二�

�

…
, 夕‘。�二 �夕

� ,
…

, � 。

�有
� 。 �。‘

� , 二
, ,

。、�二一谧�
� ,

…
,

, 。

���卜了�
,

川�〕

� 门 � �二���
、

� � �二‘
,
�

�

� 〔� � 一 �

故� 是� , �’的广义 � � � 映象
�

定义 �
汇� , 设� 是一线性空间

,

� 是� 中的凸子集
,
� � �一。

,
� �� �

,

开� � � 王� 、 �
,

和 �
� � � 命左

�

�� � 试二 ,

功称为关于 � 为对 角拟凸 �凹�
,

如果对任意的有 限 集勿
, ,

…
, � � ��� �

及任州夕
。〔� � �� � , …

, � 。

�都有

甲�夕
。 , � 。�《 � � � 中�夕

。, 夕‘� �甲�,
。, � 。�笋� �� 甲�,

。, � ‘��
�

�“‘ 口 二“
‘ �

��� � 甲�二
, , �称为关于 , 是 � 一对角拟凸 �凹�

,

�〔左
,

如 果对任意的有限集切
� ,

…
, , ,

�

�� � 及任意的 � �〔� � �� � , …
, 夕,

�有

, � � � � 甲��
。, � ‘�

�“
‘ 枯

�护气兜
甲��

。,

���� � 对任给的 劣〔�
, 甲沙

,

�� 称为关于夕是拟凸

� ‘〕
,

� ‘��
�

�凹 � 的
,

如 果对任 意 的 几� �一��
,

�, 〔�
� 甲��

, � �《几� ���〔�
� 甲�二

, 夕�� 几��

是凸集
�

这里我们需要指出
�

� �� 容易证明
,

对给定 的 二〔� ,

城二 ,

刃关于夕是拟凸 �凹 � 的
,

当而且仅 当对任意

的有限集��
� , …

, 梦。

��� � 和任意的�
。
〔� � 勿

, ,

…
, 夕。

�有

甲�劣
, 夕。�簇�

� � 甲�二
, � ‘� �� 二〔� �

�“
‘ �

�中��
, � ��气怒

护�‘
, “‘� � � ‘以 ��

·

因而拟凸 �凹 � 必对角拟凸 (凹)
,

但是逆结论不必成立
.

( 2 ) 如果甲(二
, , ) 关于y 是对角拟凹的

, 则必存在?〔左
,

使得甲(二
,

刃关于 , 是, 一

对角

拟凹的
,

例如
,

可以取夕一畏黔俩
‘
).
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二
、

主 要 结 果

关 于广义 K K M 映象的特性可由下面的定理表征
.

定理 1 设 E 是 H a us d
orff 线性拓朴空间

,

X 是 E 中的非空凸子集
.
设 认 X , 2’ 是具

非空值的集值映象
,

且对每一二〔X
,

G
( x) 是有限闭的 (即对E 中任一有限维子空间 L

,

‘(
二
)

n L 按L 中的欧氏拓朴是闭的)
.
则集族 {G (二)

: x 〔X }具有限交性质的充分必要条件是G 为X

, 2’的广义 K K M 映象
.

证 必要性
.
设 笼G (x )

: 二〔X }具有限交性质
,

于是对任意的 有 限 集笼‘
: , 凡

,

…
,

‘}

C= X
,

几G (x
‘
) 斗小

.
取 二 , 〔 n G (“)

,

并令v
‘
= ‘,

( ‘= 1
,
…

, n

)

.

于是对任意的勿‘:
,

…
,

9 1 ‘
} C= { v

l ,
…

,
g

,

} 有

eo {v‘
: ,

…
,

夕,、 } = {
x ,

} c 门
·

G
(

二‘
) c= U

G
(
x ‘,

)

.

此即G 是X o 2’的广义 K K M 映象
.

充分性
.
设 G

:
X , 2万是广义的 K K M 映象

,

若{G (二)
: x 〔X }不具有限交性质

, 即存

在某一有限集佃
, ,

…
,
x

,

} c X

,

使得

n G (
二‘

) = 小 (2
.
1)

而且对给定的你
:, …

,
x

.

}

,

存在与之相应的{y
:, …

,

y
。

} C E

,

使得对任 意的 {gi’
,

…
, , “

C= 玉,
; ,
…

,
v
。

} 有 eo勿
‘; , … , g ‘。 } c U

G (
x ‘,

)

.

特别有

eo 笼y , , …
,

y
,

} c= U
G

(

二 ,
) (

2
.

2 )

令 C 二 e o 弋夕;
,
… 犷梦

。

}

,
L =

s
p

a n
{

v
: , …

,
卜

夕. }
.

则C c L
.
因对每一x〔X

,
G

( x) 是有限闭的
,

故G (二
‘
) 门L是 闭集

.

距离 , 易知

d( x
,

L 门G (x
‘
) ) >

o 岭二> 二去L n G (x
‘
) (

i = i
,

现定义连续映象兄
: C , 〔O

,

oo ) 如 下
:

设 d (
· , ·

) 表 L 上的欧氏

n
) (2

.
3)

几(
c
) = 乙d(

c,

L 门G (二
‘
) ) (

c

莎)
.

由(2
.
1)和 (2

.
3 )知

,

对任一
c〔C ,

几(
c
) > 0

.
再令

F (
。
) 一立旦‘叮睽业

, (‘c) (2
.4)

则F 是C ”c 的连续映象
.
而C 是有限维空间L 中的有界闭凸集

,

由热知的 BrO 阵, er 不动点
定理知

,

存在勺弓C= L
,
使得勺二尸(吟)

.
因而有
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(2
.
5)

记

因而对每一泥I
,

I = {
‘〔诬1

吞 d(c.
,

L 门G (“) )
_.

节台
一- -

一
流吞百)一

-

一
“‘

一
, n

}

:
d

(
c . ,

L 门G (戈
‘
) ) > o } (

2
.

6 )

气戍G (二
。
) n L

.

因c ,以
,

故 c , 戌G (x
‘
) ( V i以)

.
于是有

c,
戌 U G (劣

.
) ( 2

.
7 )

由(2
.
5)和 (2

.
6)有

c , 一
E

一

亘妙, ,

‘〔 I

L 门G (劣
.
) )

几(
c一

)

一
y
‘〔eo硬y ‘

:
i〔I }

.

但因G 是X , 2. 的广义 K K M 映象
,

故又有

e, 〔eo {y 。
:

i〔I }C U G (
戈‘

) ( 2
.
8 )

上式与(2
.
7 )相矛盾

.
因而得证 {‘(x)

: x 〔X }具有限交性质
.

Q
,

E

.

D

.

定理2 设 E 是 H a us d or ff 线性拓朴空间
,

X c E 是一非空凸子集
.
设G

:
X , 2’是具

非空闭值的集值映象
·

再设存在g0 〔X
, 使得G (玩)是E 中的紧集

·

则
.
几G(

‘
) ‘小的 充 分必

要条件是 G 为X , 2 君的广义 K K M 映象
.

证 必要性
.
由假设

,

对每一x 〔X
,

G
(
二
)是非空闭集

,
故G (x)是非空的有限闭集

.
另

因
,

几G(
‘
)钟

,

故
{G(

‘
)
: ‘

以}必具有限交性质
·

故结论由定理 ‘得知
·

充分性
.
设 G

:
X 、2 ‘是广义 K K M 映象

,

由定理 1 知义G (x)
: 二〔X }具有限交性质

,

故 {口(二) n G ( x
。

)

: 二〔X }也具有限交性质
.
但因 {G (x ) n G (x

。
)

, 二〔X }是G (构)中 的 紧 集

族
。

于是 由紧集的性质知
:

具G(
“
) 一 G(

x
代几G(

x)一 二

甲G(
x)nG( ‘

0)}
今中 Q

.
E
.
D
.

定理 3 设E 是一 H aus d or ff 线性拓朴空间
,

X 是E 中的非空闭凸集
.
设 甲 ,

价
:
X x X

, 左满足条件
:

( i ) 对每一y〔X
, 甲(

x ,

妇关于二是下半连续的;

( ii ) 价(x
,

y
) 关于g是卜对角拟凹的,

( 11 1 )
甲(

二 , , ) 《功(二
, 梦) (

v (
二 ,

g
)
〔尤 x X ) ,

( iv ) 存在某一g0 〔X
,

使得集合G 臼
。
) = {

x 〔X
: 切(

x ,
y
。
) ( 价是X 中的非空紧集

.

则存在工〔X
,

使得

樱
甲
仇 刃铆

·

(

2

.

的

为了证明定理3
,

我们先证 明下面的结果
.

命题 1 设E 是 H a哪dor ff 拓朴线性空间
,

X 是E 中之一非空闭凸集
.
设甲

:
X x X , 左

,

而且假定切( x
,

刃关于夕是仆对角拟凹的
.
则映象G

:

G (v ) = 通二〔X
: 切(

劣 ,
v

) 《夕} (v 〔X ) (2
.
10)

是X , Zx的具非空值的广义 K K M 映象
.

证 (l) 先证对每一夕〔尤
,

G
( y)

斗小
.
事实上

, 当, = + oo 时结论显然
.
当 , < + OO 时

,

若存在某一枷〔尤
,
使得G (协) = 中

,

于是由(2
.
10) 知

.,
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中(
x ,

g
。
) >

, ( 丫劣〔万)( 丫

但因
‘

中(
二. 刃关于y是 卜对角拟凹的

,

于是特别对单元 集攫协 }C X
,
有 甲勿

。,

(
2

.

1
1) 相矛盾

.

(2
.
11)

协)( 下
.
这 与

( 2 ) 下证口
:
X , 2x 是广义 K K M 映象

.

事实上
,

若存在某一限集{y
:,
…

,
y

,

} C X
,
使得对任意的有限集体

:, …
,

x
。

} 叮X 都

存在某一有限子集
,

笼二f’1
,

…
, 二. } C {

二:, …
, 二.

}
,

使得

eo王戈‘i ,

, 劣‘。卜

二“卜件 U G (
y‘,

) (
2

.

1 2 )

因而存在某一肠(
c
o{ x ‘

, ,
… 使得 9

.
在 U G (,

‘,
)

.

子是有

、,产、、产
.

13

1

14
D2.2.E

产
‘、J‘
、

:

Q

J
一皿

甲( y
。, 夕s, ) >

, ( j 二 1
,

…
,

k
)

但因甲( x
,

y
) 关于, 是 , 一

对角拟凹的
,

于是有

幻以In
1喊了‘ 今

甲(,
。,

v i ,
) (

?

上式与(2
.
13)相矛盾

.

定理 3 的证明

定义映象F
,

G
:

X , Zx如下
:

F (g) = 王男〔X
:
吵(戈

, , ) 《护}
,

G (
夕) = 笼正X

: 甲(二 ,
g

) 《 , }
.

由条件(i i) 及命题 1
,

F
( 的

,
y

“
,

是 非 空 值 的
.
另 由 条 件(i ii )

,
对 每 一 夕〔X

,
F ( 刃

c ‘(刃
.
于是 由条件(i)对每一 , 〔尤

,

G ( g) 是 非空的闭集合
.

其次
,
由命题1

,

F 是X , 2x 的广义 K K M 映象
,

故‘也是 X , Zx的广义 K K M 映象
.

故定理 2 的条件满足
.
因而有 门G (g) 斗小

.
设里〔n G (刃

.
于是 对 一 切 , 〔X

,

有甲(忠
,
刃

《入 即言绎诚毛 刃《叭 Q. E. D.

作为定理 3 时直接推论可得 下面的结果
.

推论 1 设满足定理 3 电的条件
,

其中夕= s o p以y
,

刃
.
则存在j〔X

,

使得

suP甲(里
, v

) (
s u p 价(,

, 梦)
.

, 〔工 口〔1

注 Y en ll〕 和 Z houl3〕 中的相应结果都是推论 1的特例
。

三
、

应 用

产本节 中
,

我们将应用第二节 的结果研究鞍点问题和拟变分不等式解的存在性问题
·

定理4 设E 是
H:a us dor ff 线性拓朴空间

,

X c= E 是一紧凸集
.
设甲: X x

X , ( 一oo
,

+
OO ) 满足条件

:

( i ) 对每一y〔X
,
甲(

二 ,
夕)关于x是下半连续的; 且甲关于二是O

一

对角拟凸的;

(ii ) 对每一劣〔X
,
中(

二,

g) 关于 , 是上半连续的; 且甲关于y是O
一

对角拟凹的
.

则存在少
,
豹〔X x X

,
满足

甲( ,
, , ) 成甲( ,

,

护)《甲(
二 ,

护) (V 劣
,
西厂 )
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证 于定理 3 中取沪二势
.
由定理3

,

存在忍〔X
,

使得

中(男
,

v
) 《o (V g〔X ) (3

.
2

,

令从‘ ,

刃 = 一甲( ,
, 戈

)

.
于是对每一y〔X

,

双二 ,

功关于x是下半连续的
; 久关于v是O.

对角拟凹的
.
由定理 3 存在某一歹〔X

,

使得

几(矛
, 戈

) = 一 甲(
劣 ,

夕)《o ( V 二〔X )
一

(

3

.

2

)

结合(3
.
1) 和(3

.
2)知 (牙

,

约是甲的鞍点
,

即有

甲(
云 , 夕)《甲(至

, 歹)( 甲(
‘ , 歹) ( V

二 , , 〔X ) (3
,

3

)

注 当其往意到甲关于“上半连续
,

关于劣下半连续及X 的紧性
,

由(3
.3)即得

m ax in f甲(劣
,

g
)

= m i
n s u

P 甲(
x ,

v
)

= 0

.

夕〔工 ‘ 任X “工 夕任X

现在我们讨论一类拟变分不等式解的存在性问题
.

定理5 设 E 是局部凸的 H aus d or “ 实线性拓朴空间
,

X C= E 是一非空紧凸集
,

设甲
,

劝
:
X x 尤, R 满足下面的条件

:

( i ) 对每一涯X
, 尹(

二 ,

刃关于x是下半连续的
;

( ii ) 袱x
,

刃关于 g 是 O
一

对角凹的
; 即对 任意的有限集{g

:, …
,

协}c= X 和任意的

u
一 艺

a,梦‘, a .

)
o

,
‘= ]

.
,

…
, 。 ,

E

a 。
~ i

,

有

E
a ‘沪(梦

。,
g
‘
) 《o (3

.
4)

(111) 中(
x , 夕)《叻(x

,
y
) (

V
二 ,

夕〔X )
.

再设F
:
X , 2x 是一非空闭凸值映象

,

且对任一P〔E 权E 的对偶空间)
,

函数 a (F ( , )
,

P)
二 s
即 <p ,

功关于二是上半连续的
,

且集合
祥〔 f ( . )

笼二〔X
: s住p 甲(

劣 ,
y

) ( o } (
3

.

5
)

梦‘ 护( . )

是 闭的
.

则拟变分不等式在X 中有解
,

即存在牙〔X
,

使得
至〔F (

至
)

, s 林p 甲(
至, 夕)《0

.

夕江 矛(又 )

证 设结论不成立
,

于是对任一 二〔X
,

或二 聋F (二 )
,

或存在 , 〔F (
二
)

,

使得切( X 沼)> 0
.

若二聋F (x )
,

则 由 H a h n 一 B a n a

ch 分离定理
,

存在 p〔E 气使得<P
,

x
> > a( F (

二
)

,

P
)

;

若存在g〔F (x )
,

,

使得甲( x
,

g
) >

0
.

于是有

a(‘)
:
一 ,

迄梦只
)切(‘, “) > o

·

现定义集合J
。, 刀 ,

如下
:

户
一 {‘X:

、

J

,
= 你〔X

:

a
(
劣
) >

0 }
,

( 夕
, 劣

> )
J
( F (

x
)

,

由假设易知刁
。 , 刀 ,

均为开集
,

且X C 刁
。

U U 刀
, .

班E
签

P
) } 沙〔E

关
)

.

由X 的紧性
,

存在 P
;, …

,
P

。
〔E 气使得

厂c 刀
。

U U
刀‘,

护.冬

J
‘
= 刀扒 (‘= 1

, …
, n

吃3
,
6 户
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设 {几
,

刀
:, … ,

刀
。

} 是与 {J 。, 才 , , …
,

刀
。

} 相对应的连续单位分 解
,

即 刀
‘:

X , [0 ,
1] 连

续
,

当 二〔刁‘时
,

刀
‘
(
二
) ) 0

.
当 x 去刁

‘时
,

刀
。
(
二
) = o

,

而且对每一 二〔X
,

E
刀
‘
(
二
) = 2

. 、

f (

x

, 梦) = 刀
。

(
二
)
甲(气 v)+ E 口

‘
(
二
) (夕

‘, x 一 夕)
,

夕(
二 ,

g
)

= 口
。
(
二
)沪(二

,
g

) + 习刀
‘
(
二
) <夕

., 二 一 , >
.

由定理的假设知

( i ) j (劣
, , )《夕(二

,
夕) ( 丫

二 ,

旅尤)
,

( il ) 对每一旅X
,

j(
二 ,

y
) 关于劣是下半连续的;

一

(

1 1 1

) 因价(x
,

v
) 关于梦是O

一

对角凹的
,

易知夕( 二
,

y
) 关于夕也是O

一

对角;凹 的
,

故夕(
二

,

v
)

关于y 是O
一

对角拟凹的
.
因而了

,
g 满足定理 3 的条件

.
于是存在介〔万

,

使得 j( 劣. ,

刃《。
,

( V 成X )
,

即有

刀
。
(
二一

)甲(
x 一 ,

, ) + 习刀
‘
(
二一

) ( 夕
‘, 二

一v>《o ( V 夕〔万) (3
.
7 )

因劣.
( 万

,

由(3
.
6 )存在某一‘〔扣

,
1
,

…
,

叶使得劣
天刁

‘.

如果i= o
,

则存在犷〔尸(劣
一
)

,

使得甲(二
一 ,

歹)> o ,

如果 ‘> 1
,

则由 才
‘的定义知

,

对任意的 , 〔F (二
.
)

,

形
,
必存在乡眨尸(‘)

,

使得
-

一
<P 一 “一价> ”· 故不够

那种情

刀
。
(
二,

)
甲(
x , ,

夕) + 艺刀
‘
(
x .

) ( 夕
., 二

一夕> > o (3
.
8 )

这与(3
.
7 )相矛盾

.
定理得证

.
Q
.
E
.
D

注 定理 5 统一了许多巳知结果
,

特别它包含【3〕中的定理3
.1和 A ubi n 〔6」中的相应结果 (见〔5

,

p p

.

3 4 9
一
3 6 0

] ) 为特例
.

另由定理 5 可得下面的推论
.

推论2 设E 是局部凸的 H a公dor “ 实线性拓朴空间
,

设 X
, 甲 ,

势满足定 理 5 电的条

件
。

再设F
:
X 、2x 是具非空闭凸值的上半连续映象

,
且设由(3

.
5 )式定义的集合是闭的

.
则

定理 5 的结论成立
.

证 只要住意
,

因F
:
X , Zx是具非空闭凸值的上半连续映象

,

故a( 尸(二)
,

P
)

,

夕〔E .

是二的上半连续泛函
,
因而结论成立

·

Q 声
.
D.

由推论 2 可得下面的著名的 K ak吐
aai

一
F 刊n

一
G l ic k

s
b er

g 不动点定理 (K F G 不动点定

理)
‘吕’:

推论 3
〔2 ’

设 E 为 H aus dor ff 线性拓朴空间
,

X c E 为非空紧凸集
,

.

F

:

X 、2x 是具非

空闭凸值的上半连续映象
.
则F 在X 中存在不动点

.

证 这只要在推论 2中取甲, 价, 0
,

即得证
,
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