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摘 要

本文用弹性理论复变函数方法讨论了在内部任意位置含直线裂纹的有限圆盘在一般 载 荷作用

下的平面问题
,

得到了复应力函数和应力强度因子用级数表示的一般表达式
,

并对此问题讨 论 了

三种特殊情形
,

即裂纹受均布压应力
、

均布剪应力和圆盘匀速旋转的情形
,

其中还给出了 计 算应

力强度因子的近似式
.

计算结果表明
,

对位于圆盘内部且不靠近外边界的中
、

小裂纹
,

这些 近 似

式给出好的或较好的近似
.

关锐周 平面问题
,

含裂纹的圆盘
,

应力强度因子
,

应力场
,

位移场

含裂纹或裂纹系的有限圆盘平面问题的研究有十分重要的意义
.

文献〔1〕~ 〔5 」用积分变

换法分别探讨了对于此问题的中心裂纹
、

径向裂纹或径向裂纹 系在特殊或一般载荷作用下的

情形
,

〔6〕用奇异积分方程讨论了任意方向的裂纹系在一般载荷作用下的情形
.

本文 用 弹性

理论复变函数方法讨论了在内部任意位 置的直线裂纹在一般载荷作用下的情形
,

探讨了求解

的一般方法
,

并对此问题讨论了三种特殊情形
,

即裂纹受均布 压应力
、

均布剪应力和 圆盘匀

速旋转的情形
,

还得到了计算应力强度因子的近似式
.

一
、

复 应 力 函 数

考虑一弹性匀质和各向同性的圆盘
,

半径

为R
,

在其内部任意位 置含一直线裂 纹 A B ~

2a
,

如图 1 所示
.

由裂纹形成的内边界记为L : ,

圆盘的外边界记为L : ,

由L ,
(k = 1

,

2 ) 所围成

的域记为 5
.

在L 。
(k二 1, 2 )上作用有任意的外

应力 F 。
(t)(k二 1

,

2 )
,

体积力可忽略不计
,

圆

盘处于平衡状态
.

如 此选取坐标 系
,

其原点位于 圆盘中心
,

轴 x 平行于裂纹A B
,

轴卯叮与之垂直
.
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‘

圆盘内任意一点的应力分量a
: ,

a , ,

‘ , 和位移分量
。,

确定
〔, ’,

即

a
二

+ a , = 4 R e中’

(
二
)

v
将 由两个复应力函数沪(习

,

试力来

(1
.

1 )
a , 一口

二

+ 2‘:
: , = 2〔忍中

I,

(: )+ 叻
‘
(
z
) ]

2拼(
u + iv

)=
n 甲(

z
)一

: 中尹

(
二
)一劝(

z
) (1

.

2 )

其 中拜为剪切模量
,

对于平面形变
。~ 3 一 4 a ,

对于广义平面应力
”~ (3一 a )/ (1 + a )

, a 为 泊

松比
, 甲 ‘

(
二
)

,

切“

(劝和叻
‘

(
:
)分别为甲(

:
)

,

劝(
二
)对复变量

: = x + ig 的第一阶和第二阶导 函数
,

砂
一

飞奋)
,

丽丈幻为甲
‘

(z)
,

功(
:
)的共辘复函数

.

这两个复应力函数在我们所研究的 情 形
,

应 满

足如 下的应力边界条件
:

甲(t)+ *扩丈了) + 动(乃= F .
(, )+

c ,
(在L ,

上
,

k 二 i
,

2 ) (1
.

3 )

这里 t 为L ,
(k == 1

,

2 )上的一点
, 甲(t)

,

叻(O是中(劝
,

劝(z) 在L 。上的边 界值
,

但其中之一可任

意选取
, c 。

(k = 1
,

2 )为每一L 。
上不同的常数

.

今取
c : = 0

.

裂纹中心O :
的复坐标为

2 。二‘。+ iy
。,

令
“ , : 。+ : : , t == z 。+ t : ,

于是边界条件(1
.

3)可写为

甲(t
:
)+ (: 。 + t :

)甲
,
(t

:
)+ 功(t

:
)”F .

(t
:
)+ c 。 (在L ,

上
,

k = 1
,

2 ) (i峨4 )

其中 甲(t
:
), 甲(:

。+ t :
)

,

价(t
:
)“砂(

z 。+ t :
)

,

F 。
(t

:
)兰F *

(
二。+ t :

)

在几上令
中(t

l
)一 (: 。+ t :

)甲
‘
(‘

:
)一讽五) == ZP (t

:
) (1

.

5 )

这里尸(t
:
)是一未知的确定函数

, 然后取如下的函数
【a’:

1 f P (t
:

)
, ‘

I f
点‘2 , )= 甲气z ‘, 一丽厂」:

:

不声瓦
。不, 一 豆示一

J:
2
F :

(t
:
)/ 2

t : 一 之 l
d ti

。(一卜 , (一)+
命l

: 2

工鱼土嘿器吐巫)
一。, :

(1
.

6)

.

(1 / 2 ) 「
十 山言士丁一 胜

, -

‘开耳 J 乙2

(:
。+ 云: )尸盆(t

:
)一万双不)

t i一之 1
d tl

此函数在L ,
(九= 1

,

2)所围成的域 S内解析
,
并可解析开拓到L : 以外

,

在几外有

1 f
“任《Z ,

)
二二 二

一二厂一丁一
,

艺汀书 J

P(t
:
)

LZ t : 一宕 :

, 二

I f
a 不, 一 厄万石J

: 2

F :
(t

:

)/ 2

ti 一之 1
d ti

一 , 、

1 「
。L: : ) = 丽‘一J

: 2

(:
。+ 云:

)p
‘

(, :
)+ 户口乃 二

一
一

, - -

一

—
一一 一 “卜

子1一 之1

.

(1 / 2 ) f
, ~ 一石丁犷一 性

f

‘花舀 J 石

(忍
。+ 若:

)F孟(t
:
)一F

Z

(t
:
)

, ,

—
——

O 不,

r l ee 2 1

(1
.

7)

且当戳、oo 时
,

」

A 仕
:
), o和B (

z :

), 。
.

在(1
.

6 )和(1
.

7 )中的柯西型积分在岛内可展为
:

1 f P (t
,

) J 二

—
I

—
,

U 卜 ~2兀吕 JL Z t l一之 z E p , (韵
’

止1
一

f
2兀‘ JL Z

(落
。+ 形: )P

,

(t
:
)+

t : 一之 ;

尽t立 dt
‘ =

口

戈, , ( 2 1 \
‘曰 , .

、了否 )
今一U
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一

工
一

f
2 兀百 J

F :
(t

:
)/ 2

L : 公x一之 l

d tl 一

燕
九

·

(韵
(1

.

8)

(1 / 2 )
2兀i I

:
.

, 、 ‘

_ 戈, 。 I 几 、
’

一 ‘
。 ,

、左一 ,
今 一 0

d
、
夕一

式一F一
一�

、

,
尹
一

.

亡之F
一

tl口
�J‘�

+一礼一(一

作 为近似在上级数 中取有限项
,

项数的多少
,

将根据所研究的问题所需之近似程度而定
.

在( 1
.

4 ) 中令食= 1
,

把 ( 1
.

6 )和 ( 1
.

5 ) 代入
,

就得到在L ,
外的解析函数A ( : :

)
, B ( : : ) 所满

足的边界条件
:

套
A ( t

,

) + ( : 。+ t :
)矛 ( t

,

) + 石〔动 二一乙 (夕。+ f
Z , )

奋一 0
(劲

“

二
、

么
,

_

, 、

掩 /t
,

、“一 ‘

一 (一+ ‘1)石( , ·+ 了
2 ·) 分戈关)

+ F : ( t : ) + c ;

(在L :上 )

其 中A (t : )
,

B ( t : )是A ( z ; )
,

B ( z , )在L ,上的边 界值
.

+

鑫
( 。·+ ,

·

”(鬓)
“

( 1
.

9 )

把映射函数

二1

一 (“, 一; (
“+
贪) ( 1

.

1 0 )

代入( 1
.

的中
,

其各项乘以因子 ( 1/ 2瓜 ) d亡/ (互一久) (乙为几平面内单位圆 1幻二 1 上的点 )
,

并沿

单位圆 }引二 1逆时针方向积分后
,

得到

A (几) 二 艺
。。几

一 ‘ ,

B (几) = 乙
。二几

一 七

奋一 1 今一 盈

( 1
.

1 1 )

其中

口七= E
, · D 一且,

艺
了· o , 且*

C 卜2 , d 。十 : , + j : 。 ( k == 1
,

2
,

⋯
, ; )

C 孟
十 2 , 己, + : , + f二, + 1. (掩二 1

,

2 ,

⋯
, s )一一召

d . = h七〔一夕, 一 j: 。+ 口。+ 夕, 一 k (万。+ 了
: , ) 一 ( k + 1 )刀(护。

, : + 了
: , . 十 : )〕

(k = 0
· , ; )

h , a / ZR
,

口‘ : 。/ R
, B 二刀厅

,

A 二 1 / ( 1一B )

召-

2‘: + 石
。 :
/入

( k = 1 )

(吞二 2 )

( 1
.

1 2 )

2

艺
, 。

, + *二+

育
J司

, 吕, ’ ‘ ’

介一 1

习
了一 忿, 4 , ’

“

七一 1

乙
了· 1 , 3 , ’ ‘ ’

了
e , (k = 3

,

5
,

一 )

j‘, + 寿口, + j‘, ( k = 4
,

6
,

⋯ )
万h蜘乙

J ·2 * 4 , “
’

·

刀,-l
一

凡 (约 J ;

一厂, 一牙一“ 5
S 一几l几 1 一 盆

f
: , 之

一 ‘ , 1

2兀1
.

I 几l一

F
l

(心)
亡一几

d亡二 一 E f : : 之
一介

心 . 1

( 2
.

1 3 )
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这里及 以后
,

记号C二表示 从r个元素中每次取了个元素的所有不同的组合数
,

且当j> r ,

当j为

分数
、

负数时
,

都令C李= 0
.

还令C g= 1
.

如注意到

之
一 七一乙

了. 舌

IR 、, ,

一n J母【了 I 又仕 12
;
l户 a

时
, 月= 1

,
艺 ,

⋯
, ‘)

\‘ 1 1
(1

.

1 4 )

则容易得到

A (: :
) = E

IR 、为
,

一
, . 、 _

, 、

处该夕
、“ 121 1户a 时)

(1
.

15 )

B (
z :
)= 乙 b , (只、

、之 l ,
(在 !

二 :
}>

a 时)

其中

、....梦、1../1

、,夕产

SQ曰d.工

一一k
了t、

a , 二乙 h , , e , ,

B , 。h夕

b 。二乙 h 。, 。 :
了一 1

(j二k
,

k + 2
,

⋯ )

(jo k + 1
,

k + 3
,

⋯ )

(1
.

1 6)
lr、-,介一一

口

九

(j二 k = 1
, 2 ,

⋯ )

c 犷
一” ‘

l/]’
-

B , 一 l ,

卜 : + B 卜 x , 。+ x

(益二 1, j二 3
,

5
,

⋯ ) (1
.

1 7 )

(k 二 2 ,
3

,

⋯
, ; ; j== k + 2

,

k + 4
,

⋯、

rll户、..、

一一奋
.

,B

于是由(1
.

6 )
、

(1
.

5 )和 (i
.

x s)就得到

中(:
:
)== 艺

a ,

《
一

)
’

+ 万 (夕
, + f

: ,
)(g)

“

(在 !
二:

}> a 时 )

(1
.

1 8 )

功(: :
) = 乙 b ,

骨
“一

鑫
(。

, + “·,
偿)

‘

(在 !
: :

}> a 时)

把(1
.

5)和(1
.

18 )代入 (l
.

5) 中前两式左端
,

积分后 比较
z :
/ R 的同沈方的项

,

并分开实
、

虚部
,

不难得到如下形式的线性方程组
:

附
. == 艺 N , ,附, + N 一 (k == i

,

2
,

⋯
,

4
卜 i ) (1

.

1 9)

其中不
。
分别表示(1

.

18 )中除了P。
,

q0 和Im P : 以外的所有未知系数 P, ,

q 。 的实
、

虚部; N
. , ,

N 如是已知的系数和 常数项
.

应用消去法
,

线性方程组 (1
.

1幻的解可用公式表示
〔“’,

且不难

求得
.

显然P。,

如和 IrnP
:
仍是任意的

,

而且还可令q 。= P。.

此任意性不影响圆盘的应力状态
,

只关系到圆盘在其自身平面 内的刚性位移
.

于是由(1
.

la) 求得复应力函数表达式
:
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‘、,了

n
�O‘

.

1二
J
了、

、.lee,、
矛

‘1....产

沁 , 一

ga. (燕汀
十

熟
孙 + 爪 ) (丫勺

‘

, (· , 一

户
“·

(资劝
“ 一

鑫
‘g

·+ 。·
)(宁勺

’

(在 !z
:
}> a 时 )

(在 }2
:
!> a 时 )

复应力函数还可由 ( 1
.

6 )
、

( 1
.

8 )和( 1
.

1 1) 表示为

甲( 二 ) ” E
e 。人

一 考 + E (夕。+ f : , )

( 1
.

2 1 )

、.....气/‘...产
毖

(书产)

沪( : )二乙
e
是兄

一 * 一 E ( g
。+ g , )(

三哥今
“

把
z 及与之相对应的几的值一同代入 ( 1

.

2 1) 中
,

也可求得甲(劝
,

功(z) 的值
.

于是由 ( 1
.

1) 和 ( 1
.

2 )

就不难得到 圆盘上任意一点的应力分量和位移分量
。

复应力函数切(力
,

劝(约的求得
,

与常量
c ;
的确定毫无关系

,

但因
c ,
应 满足边界条件

,

所

以 由( 1
.

9 ) ~ ( 1
.

1 1 )
,

不难得到
c : ~ 一 d 。一F : (雪)的常数项 ( 1

.

2 2 )

二
、

复应力强度因子

裂纹尖端A
,

B 的复应力强度因子可写为

凡一Kl 广‘Kl
‘一““砚映斌 面。)二试D

一

叭a)/ “
‘

(A) 飞

凡 一Kl 广 ‘K’
,

一
‘“斌 2

一

妞
:

双试几)一试二万
甲
‘

(A) / “
‘

(“)J
( 2

.

1 )

把 ( 1
.

2 1 )和 ( 1
.

1 0 )代入 ( 2
.

1 ) 中就得到

K
通二K 州一 iK IA = 粤二立( 一 * 。, )

,

匆 “ 七一几

, ,
. , , 2

八 , ’灿
, 一’八 , ’~ 万石

竺艺 ( 一 1 )奋掩e ,

奋一 1

( 2
.

2 )

其中

r 一寿

e 。= 名 〔C
,

,

r 一 k 一 1

h,

(受
, + 夕,

一夕
,

一 f
: ,

) 一 r
( C

, _ ; 2

r 一 k

夕h
f 一 ’+ C

,
2 h

,

) (尹
, + 了

: ,

) ] + I
: .

( k二 1
, 2

,

⋯
, s
) ( 2

.

3 )

三
、

几 种 特 殊 情 形

情形 1 在裂纹上
、

下岸作用着均布法向压应力N 而在外边界没有载荷作用的情形
.

对于这种情形
, F : ( t ) = 一。一 : 。

)N
,

F :
( t ) = 0

.

从而有

j
, , 二了夏

, = 一hR N
,

j
: 。= 矛;

。= o

f
: , 二 9 . = 0

(吞= 2
,

3
,

⋯
, s )

(掩== 0
,

1
,

⋯
, :
)
} ( 3

.

1 )
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把 (3
.

1) 和人
,

刀的值一同代入上面的公式
,

并求解方程组(1
.

功 )
,

则不难求得复 应 力函

数
、

应力分量
、

位移分量和应力强度因子
.

因为A > 1 ,

所以A h小将保证h小
.

若A h小
,

则(A h)
2

甚小
.

又考虑到在(2
.

3 )
、

(2
.

2)右

边各项分别含有(A h)
2 ,

(A 的
“以上因子

,

因而对于圆盘含中
、

小裂纹的许多情形
,

在 求 和

时只需取 前面少数几项
.

现让我们在 (2
.

约中略去(A h)
4

及其以上各项
,

就得到如下的应力强

度因子的近似式
:

、,尹O自八J
J

‘
、!

2‘..2K
: , = (Z h)

, ” [ 1 + A
Z
h

Z

(H
。
+ H

: e o s 2.0 )+ A
3
h

3

(H
: e o ss+ H

3 e o s3 0 )〕R
, / ,

N

K : , 二(Z h)
’‘,

[月
Z
h

Z
G

: sin 2 0+ A 3 h
3

(G
、s in 夕+ G : s in 3口)〕R

, ”N

K
: 。 = (Zh)“

,

〔1 + A
Z
h么(H

。+ 万
: e o s 28 )一A 3 h

s

(H
; e o so + H

se o s3 8 )] R
, ”N

K , , 二(Z h)
, ‘,

〔A
Z
h

Z
G

Zs io 2 0一A 3h
3

(G
: s in 口+ G

3 sin so)〕R
, ‘,

N

其 中O为过裂纹 中心之半径与轴 x 所成之角
,

且

H
。
= 2 (4一 3 B )+ 6(2 一 ZB 一A )A B + 6 (2 一B )A

Z
B

Z
一 2(i + A B )

一 2

H
, 二 1 2 )刀}〔(3 一 ZB 一 ZA )+ 2 (卜

ZB 一A )A B + 2 (2 一 B )A
名B 名〕

H
: == 一 B 〔9 一 SA + 6A B + A Z

(3 + ZA B )(1 + A B )
一 “

〕

H
。二一 G : 二 一4 1刀fB(4 一 3A + 3A B )

G : == 4 !刀I〔(6丑一 5)+ 6(一艺+ 2刀+ A )A B + 6 (刀一 2 )A
,

孑 〕

G : 二 ZB (3 一ZA + ZA B )

(3
.

3)

情形2 在裂纹上
、

下岸作用着均布剪应力T 而在外边界没有载荷作用的情形
.

假设作用在裂纹上
、

下岸的剪应力分别指向轴男的正方向和 负方 向
.

对 于 这 种
)

情 形
,

F :
(t) = i(犷一

二。
)T

,

F Z
(t)= 0

.

从而有

f
: ;
二孔

f
: : 二 g 。

二ihR T
,

f
: , 二了;

. ~ o (k = 2
,

s
,

⋯
, S
)

(k = 0
,

1
,

·

⋯ 。)
}

把 (3
.

4 )和h
,

夕的值一同代入上面的公式中
,

同样可求得此种情形的复应力函数
、

分量
、

位移分量和应力强度因子
.

在(2
.

2 )中略去(A h)
‘及其以上各项

,

就得到如 下的应力强度因子的近似式
:

认或默黑念写粼黑粼
镖{翼撰髯狱鱿粼默刹

其中

‘: 一1 2 !刀}〔(1 一 “B + A )+ (3一4B 一ZA )A B + “(“一B )A
’

B , 〕 )
G Z 一B 〔3 一‘A + ZA B + A “

(3 + ZA B )(‘+ A B )
一 2
〕

_

七
H

。= 2(2一 3B )+ “(2一“B 一A )A B + 6(2一B )A
‘
B

“

{
H

: == 4 1刀l〔(5 一 6B 一 3A )+ 3(5一4B 一ZA )A B + 6 (2 一B )A
z
B

z

〕 ,

情形3 圆盘匀速旋转的情形
.

(3
.

4 )

应力

(3
.

5)

(3
.

6 )

考虑一圆盘
,

半径为R
,

密度为P,
在其内部任意位置含直线裂纹 A B ‘2a (图 1 )

,

且以

常角速度。绕垂直于圆盘并通过其中心之轴旋转
,

在边界L
: ,

几上没有载荷作 用
,

重 力 可略

去
,

则圆盘内任意一点的旋转应力
、

分量a 竺
,
。言

,

谧 , 和旋转位移分量“气尹对于平面形变情形可
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取为

a尝二 口
:

一
1一 Za

压丈下
~

可
’

p 。
“

犷一

a 贯二 a , 一
1一 Za

硕正石歹
P O Zv Z

一

安斋
,

, 。2
〔X

: + 。
2

)

翁各
~

, 。:
(X :

+ , 2

)

T盆, 二 了: , 一
1一 Z a

或i二于)
P o Zx y

(3
.

7 )

·

一
(1

捌戈了
吵 p O Z

‘二
“
+ 。”二

·’

一二截议扩乏
一

, 。吕
(二

2

+ 。
艺

),

而对于广义平面应力情形可取为

口竺二

口言二

a

一旱
, 。2 x 2

一

瑰鲤
。。“

“
2 + , “

,

“, 一

气产
一

。。2 0 2
一

瑰鲤
。。2

(二
名+ 。

2

)

奋一场卫子
一

, 、 (3
.

8 )

材补七 翻一
1 一 a Z

刀釜 之v 一

, 百石一p叮

1 一a 么

一石1 下
.

一P口
-

O L 二

扩(x Z + 夕
2

)二

(二
2 + 9 2

)g

不难推知在(3
.

7 )
、

(3
.

8 )中的a
: ,

a , ,

几 ,
和

“ , 。将 满足在没有体积力情况下二维弹 性理论

基本方程
.

因此它们能 由(1
.

1) 和(1
.

2 )来表示
,

即由两个复应力函数试z)
,

沪(劝 来表示
,

,

且

后者应满足边界条件(1
.

3 )
.

于是对于平面形变我们有

1

碗(卜
。) L一 L1 1 一 1 4 a )t

。

+ 3(3 + 2口 )t
‘忿+ 3(5一 2“)t苦

2

一 (5一 Za )云
3〕p o Z

(k = 1) (3
.

9 )

爵碧箭阿Rzt (k 一2 )

衣
冻了I

B 禅专鲤
。

2
一 l笼鲤 ,

2

〕
, 。 : *

l!
了、,
...、

一一
、,
刀子

名‘
了‘、

奋F

、t............、‘3了
: : 二孔

: =

f
, : 二了二

:

= 砍I二石)
一「

a (刀+ 。)+ 上挤竺万1,
: * 。

“
J

二六
: -

二了;
。二0

;皱耸;
“ , 。 2* 3

(3
.

1 0)

(k = 4
,

5, ⋯
,

力

3 一 Za

1砍I而) 助
。2R 8 ,

f灯盆
-

3一2口
,
。

。

i一1二石)
一

四
.

了

3专O人九人

f
2 . = 0

g 为 = 0

(秃== 2
,

3
,

⋯
, s
)

(掩二 0
,

1
,

⋯
, s
)
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而对于广义平面应力有

1

1 9 2
[ 一 (1 1 一 3 a )才

3
+ 3(3 + s a )t

Z
Z+ 3(5 + 3 a )t瑟

“

一 (5 + 3a )2
8

〕P。
么

(k ~ 1 ) (3
.

1 1 )

旦牛旦
一

, 。2
刀

2 ,

6
(k = 2 )

f....,.了丈、.口..‘、

一一
、.产孟‘

�

‘
、

舌F

f
: : == 了;

: ~ h〔2 ( 1 + 口)B + ( 1 + 3 a ) h
Z
一 ( 1 一a )刀

2
〕p o ZR 3

/ s

f
: : == 了二

2 = h
Z

〔Z a (刀+ 厅) + ( 1一 a )厅〕p o Z
R S

/ s

f
、3 ~ 了;

3 = ( i + sa ) h
3p 。么

R
3

/ 2 4

f
: 。= 了;

。= o ( k = 4
,

5
,

⋯
, s )

,
2 。 二 禁旦刀, 。 2

尸, ,

了
2 ;

一旦丈旦
1 0 J O

p o Z
R

3 ,

f
: 。= o ( k ~ 2

,

3
,

⋯
, ;
)

夕。== o ( k = 0
,

1
,

⋯
, s )

把 (3
.

1 。)
、

( 3
.

1 2 )和h
,

刀
,

A
,

B之值分别代入上面的公式中
,

同样不难求得平面形变和广

义平面应力两种情形的复应力函数
、

旋转应力分量
、

旋转位移分量和应力强度因子
.

若在 ( 2
.

2 ) 中略去 ( A h)
‘

及其 以上各项
,

就得到在平面形变和广义平面应力条件下应力强

度因子的近似式
:

尤
: , = d。〔d

;
一 d

Z + 姓“
*

2

叮
, + H

“
人
“

万
:
」p o Z

声
尤 , , == 占。〔d

。

(刀s in Zo/ 2 + 、I刀j
。in 。) + 通

,
人2
万

。+ 过
‘
、“对

‘〕p o Z

砂
K i , 二 d。[占: + d Z + A “

h
“

叮
: 一过

3
人

3

万
2
〕户。

,
尸于

K
, , = d。〔占。(刀s in Ze / 2 一 hl刀I

: in o ) + 汉 ,人
2

河
3
一姓

3
人s
河

‘〕p o Z
尺圣

其 中

M , 二 a : d‘+ a Z
占sB 名+ ( a o d‘一 a 。占3 ) B e o s2 8 + ( 3 / 2

一A + A B ) d : B
Z e o s 4 0

M : 二 ( a 3 ) ‘+ a 一d aB ) }刀}
e o so + ( 2氏d。一 a ,

6。) B }刀}
e o s 3 0

一占3占
。
B Z !夕}

e o s5 8

M 3二P : s in 2 8 + (A 一A B 一 3 / 2 )占
sB Zs in 4 0

M
‘二P : s in o一 ( Zd一占。一 a : d 3 + 2占s ) B !刀}

s i n 3 0 + d。几B
Z

}刀卜in 5 8

a , = ( 4 一 3B ) + 3 ( 2 一 ZB 一A )A B + 3 ( 2 一B )A
ZB Z一 ( z + A B )

一 2

a : 二 ( 3一 sA + ZA B ) + A
Z

( 3 + ZA B ) ( l + A B )
一“
/ 2

a :
二 6 ( 3 一 ZB 一ZA ) + 1 2 (卜

ZB 一A )A B + 1 2 (卜B ) A
zB Z

a ‘“2 ( ZB 一 3 ) + 3A ( 1 一B ) ( 3 一B )
a 。
二 ( 4A 一 9 / 2 一 3A B ) 一A Z

( 3 + ZA B ) ( 1 + A B )
一 2

/ 2

a 。
二 (

、

4 一 3B ) + 3 ( 2 一 ZB 一A ) A B + 3 ( 2 一B )刁叨
2
一 ( r + AB )

一 “

a ? = 3 ( 4 一 4B 一A ) + 3 ( 9 一 sB 一 4A )A B + 1 2 (卜B )A ZB Z

P
;
二 [ 4 ( 2 一 3A + 3A B ) 一 a 。

〕占
‘

j刀I一〔6 ( 1 一A + A B ) + a ‘

〕占。B }刀】

P
Z
二 ( 3 一 ZA + ZA B )占

‘
B + 〔a

;
一 2 + ( 1 + A B )

一 2
〕占sB

d
s

~ 3A 一 4 一 3A B

而且对于平面形变

} ( 3
.

1 3 )

( 3
.

1 4 )



含内裂纹 的有限圆 盘的平面问 题 869

占。=双 一2万一/4(1 一a),d, 二占4/2一 占sBeos2 0/2一(1+ Za)hZ 卜( 3_15)占:=(1+ 2。)h}刀 {eoso,占 3~一(z一 2。),占 ‘二3一2。 一ZB

对于广义 平面应力 占。=斌砂 瓦一,占, ~占‘/2一 占:Beos20 /2一(z+ 3a)h: 卜( 3_16)

dZ=(1+ 3。)h}刀 }eoss,d 3=一(1一 。),d‘ 二3+a一 ZB一Za B夕关于 计算结果 ,对于情 形1, 让我们考 虑径向裂 纹的情 形.由( 2.2)计 算的几个 比值K:,/尸‘ ZN列于表 1,其中 为了比较 还给出了 由〔3〕中 之表2计 算的相应 结果,并 由此看出 ,这

两组结果 相差甚小 .对于情 形2和 3,在第一 象限内 考虑一裂 纹,h一 0.05,!闰 ~0.5, 并取裹 1

⋯ ‘’,形, ’.
⋯
一

口一牛 公介表2

一刃拼
a =0.3. 由(2.2) 和(3.5) 、(3.13 )计算之 比值K:, /R,”7’, K,,/R“ ,T,K: ,/poZR, ”,K I,/po Z尹了,分别 列于表2.对于 上述三种 特殊情形 ,由(2 .2)和(3. 2)、(3.5 )、(3.1 3)大量地 计算了应 .力强度 因子

之值,对 位于圆盘 内部且不 靠近外 边界的中 、小裂纹 ,计算结 果给出:l) 对于情形 1和3,与 K:相比 ,K,小 或甚小, 因而对于 工程应用 可略去 不计.同 样,

对 于情形 2,与K: 相比,K :小或甚 小,可以 略去.2) 由近似式 (3.2)、 (3.5)、 (3.13)和 由精确式 (2.2)计 算的应力 强度因 子之值相 差小或 甚小, 例如,对 于情形认 3由(3 .2)、(3. 13)计算 之K,,和 对于情形 2由(3.5 )计算之 Kl,,

其 相对误 差的绝对 值远小于 或小于 1肠.因而 近似式( 3.2)、( 3.5)、(3 .13)给出 好的或 较好的 近似, 可用于实 际工程计 算.

3) 当h~常量 和!刀}” 常量时 ,情形1、 3之K: 和情形2之 K,随0而 变化, 且当0=0 或二时 ,有极 值(极大或 极小值 ).4) 当位于某 一象限内 的裂纹 ,在h=常 量、口二 常盘的条 件下,在 此象限 内变动其 位置
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时
,

情形 1 的K
:和情形 2 的K

:
将随 }自的减少而减少

,

而情形 3 的K
:则随 }川 的减 少而增

大
。
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