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摘 要

本文首先将 G ib b s 一A pPe n 方程推广到最一般的变质量非完整系统
.

得到变 质量非线性非完

整系统在广义坐标
、

准坐标下的G 比b s一A p p eU方程和积分变分原理
.

最后给出一个例子
.

关位祠 变质量
,

非完整系统
,

G ibb s ~ A p pe ll 方程
,

积分变分原理
,

准速度

引 言

1 9 7 , 年由 G ib bs 〔‘,
(1 8 3 9一1 9 0 3 )首先建立 了确定力学系统运动的新方法

,
这个方法

,
在

1 8 9 9年又被法 国著名数学家A p p en 【2 ’
独立地作了发展

,

后人称为 G ib bs
一A p Pe ll 方法

.

但在

各类教科书中着重介绍A pPe n 方程
,

对G 一A方程被普遍作为次要内容所忽 视
.

实际上
,

G -

A 方程形式更简单
、

更优美
,

具有更多 的实用性和优越性
.

直到 1 9 8 5 年梅 凤 翔〔“’
在其专著

《非完整系统力学基础》 一书中给出了线性非完整系统广义坐标 下 的 G 一A 方程
.

1 9 8 8 年

E d w ar d A
.

D es lo g e 【毛’在重新定义理想约束新概念的基础上研究了线性非完整系统准坐标

下的G 一A 方程
.

本文试图将 E dw ar d A
.

D e s lo g e 的思想推广到变质量系统
,

由此导出变质量非线性非

完整系统G 一A 方程的各种形式和积分变分原理
.

最后举例 说明新方程的应用
.

二
、

变质量系统的一类新型运动方程

设变质量系统由N 个质量为M
, 的质点组成

,

相对于惯性坐标 系运动
,

其位形由直角坐

标x , , g , , : ,

确定
.

令x : = 劣 1 , 戈: == 夕
, , , : 二 z ; ,

⋯
, 劣 3 , 一 : 二戈 二 , 二 3二 一 ,

= , 二 , 沈a , = z 二 ; 作

用于质点上的已知力为‘y’ , G y’ , G 。 ;
约束反力为H 、 ,

H y’
,

H
, : ;
反推力为R 、

,
R

y , ,

R , , ; 令f
;
二 G

, . ,

f
: = ‘

, , ,
j

:
二 G , : , 一 ,

f油
一 :

二G 。 ,
了挤

一 , = ‘、
,

f挤二‘
, : ; F

,

‘

.

钱伟长推荐
.
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H
1 . ,

F : = H
x , ,

F s= H
一: ,

⋯
,
F

a万 一 : = H
万 : ,

F
s汾一 ;

= H
万 , ,

F
3 万 == H

万 : ;

= R
: , ,

X 誉== R
l、,

⋯
,

X 譬
, 一 :

== R 二 二 ,

X 譬
二 一 , = R N , ,

X 譬
二 = R 二 : .

质点的运动微分方程为

m ‘: ‘= f
‘+ F ‘+ X 丁 (i= 1

,

2
,

⋯
,

3N )

设 系统运动受 k 个几何约束
夕

a

(“
‘,

t)= o (a == 1
,

2
,

⋯
,

k)

我们引入 n = 3N 一 k个广义坐标 q 。(。 = 1
,

2
,

⋯
,

的
,

使

x ‘
= x ‘(g

。 ,

t) (。 = 1
,

2
,

⋯
, n ; ‘= ]

,

2
,

⋯
,

3N )

则有

X 尹二R l , ,

X 全

(2
.

1)

(2
.

2 )

, ‘一

户豁
·
+

佘

, ‘= E 艺
口 . 1

二
1众

。
·

。
·

+

乡欲
一

。
·
+ 2

鑫备
, 日Zx ‘

~
.

咨
.

一
刃

.
’

d t
‘

(2
.

3 )

(2
.

4 )

由此可得

日毖‘/ a夕
。
== 口全

‘

/ 日q
。

: ‘。== 日分
‘

/日空
。
二日公‘/ a q

.
(2

.

5 )

定义约束反力F ‘满足条件
3 N

乙 F ‘s‘。 二 o

感一 1

现用
s‘.

乘方程(2
.

1) 的两边
,

再对‘求和
,
并注意(2

.

6 )式
,

得到

(2
.

6 )

m ‘, ‘; ‘
。
二乙 j

. s‘。+
’

乙 X 季
; ‘。

(。二 1
,

2
,

⋯
, n
)

‘. 1 ‘一 1

(2
.

7)
城乙l-1

方程(2
.

7 )就是变质量 系统的新型运动方程
.

它适用于完整系统和非完整 系统
.

如果质量不变
,

则

3万

乙 X 甲
s ‘。 = 0

于是(2
.

7 )式成为

m ‘, ‘s ‘。 = 乙 f
‘: . 。

(2
.

8)
挤乙f-1

方程(2
.

5) 与文献〔4 ]结果相同
.

三
、

变质量一阶非线性非完整系统广义

坐标下的 e ibb s二A p p e ll方程

设变质量系统的位形由
。
个广义坐标 q : , 么

,

一 , 口
.

确定
.

系统受L个一阶非线性非完
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整约束

空
, 十 , == 空

. , , (。
。 ,

夕j , t) (刀二 z
,

2
,

⋯
,

L ; 。== n 一L ‘j= 1
,

2
,

⋯
, 。 ; 。 = z

,

2
,

⋯
, n
)

(3
.

1)

系统中各质点的质量

m ‘= m ‘
(g

。 ,

空
。 ,

t)

作用于系统上的约束反力F .满足条件(2
.

6)
.

将 (3
.

1) 对时间 t 求导
,

有

“

一鑫黯
。
·
+

户
一

努
, .

四些兰

, J 一 日t (3
.

2 )

因此

a空
. 十 , / 口空, = 日q

. 十 , / 口壁
,

将(3
.

1)
、

(3
.

2)代入(2
.

3)
、

(2
.

4 )中
,

不难得到

日(念
‘
)

日空,

.

煞尝旦一粤
+
会

。蟹I 甘 , J 万石

ax ‘ 日空
一 + 声

口q
. , 夕 a空,

S ‘, = a(毖
‘
)/ a空, = a(艺

‘
)/ a口, (3

.

3 )

加速度能量 S E o . , } (3
.

4 )

定义 梦
, = 乙 x 阮

,

(3
.

5 )
‘一 1

3 万

及广义力为 O, = 艺 f
‘s ‘,

(3
.

6 )

令亏为S 中利用约束关系(3
.

2 )消去不独立的壁
. + , 所得的表达 式

,

则有

;熟
m ‘
(’

‘
’(公,

)

, 、

a (￡
‘

)
m ‘又公‘)万石

二

3万

= 习 m ‘: ‘s‘,

‘一 1

(3
.

7)

现将(3
.

5 )、 (3
.

7)代入 (2
.

7 )
,

得
a夕/ a q

, = O , + 爹
,

我们引入G ib bs一A Pp ell函数

左(q
。 ,

空, ,

q , , t)= 夕(。
。 ,

寸,
,

q ,
,

t )一口(。
。 ,

空,
,

q ,
,

t)

(3
.

8 )

(3
.

9 )

其中 口= 乙 f
‘
(, ‘

) (3
.

1 0 )
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于是

齐 永 芬

减 / a女, = 日夕/ a壁
, 一 a口/ a壁

,

(3
.

1 1)

及

丝 _ 笋
;

,

旦(约
口q ,

拭
‘ ’

日q ,

) 琴
, _

九

一
~ 乙曰 J ‘万‘j ~ 丫 j

谊. 1

(3
.

1 2 )

将(3
.

8 )
、

(3
.

1 2 )代入 (3
.

1 1 )中
,
得到

a左/ a壁
, = 矽

,
(j= i

,

2
,

⋯
, :
) (3

.

13 )

方程(3
.

1 3 )就是变质量一阶非线性非完整系统广义坐标 下的G ib bs 一A p Pe ll 方程
.

四
、

变质量一阶非线性非完整系统准坐标下的G ib bs 一A p p el l方程

设变质量系统受L个一阶非线性非完整约束

E , (口
。 ,

空
。 ,

t)= o (刀= 1
,

2
,

⋯
,

乙; 。 = z
,

2
,

⋯
, n
)

作用于系统的约束反力F ‘满足条件(2
.

6 )
.

我们选取准速度 刀
, 和H

. 十 , 如下
:

(4
.

1 )

刀 , , 刀,
(g

。 ,

空
。 ,

t)

汀
. 十 , 二E , (g

。 ,

叮
。 , t)= o

j二 1
,

2
,

一
, 。 ; 。二 陀一L

。二 1
,

2
,

⋯
, 。 ;
刀= 1

,

2 ,

_

、 (4
.

2 )
”

· ,

L
,

假设由(2
.

2 )解出

空
。
= 空

。

(q
, ,

汀, ,

才)

上式对时间 t 求导
,

得

(。
, r = 1

,

2
,

⋯
, n ; J= 1

,

2 , ⋯
, 。
) (4

.

3 )

。
。
一

云
一

怜 方
,

+A (4
.

4 )
, 一 1 aH j

A 为不含万
,
之项

于是由(2
.

a)
、

(2
.

4 )容易证明

(4
.

5 )
口‘J

.

q
�.门」日一孔t�

一d日忿‘ a必‘

a H j a打 ,

二令户红
二 口q 。

令
.

勺万一一七3J乏占‘J == ( 4
.

6 )

现定义 P 兮

/ a方
, = a : ‘/ a方,

f 。s ‘, ( 4
.

7 )

3 弃

必卜乙 X 今
. ,

落= 1

(4
.

8 )

此处尸梦为准坐标下的广义力
.

则 由( 3
.

4 )
,

得到
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as 竺 日忍‘

几万 ”乙 m ‘为
一
不

一-

日汀, ‘· 1 aH ,

3万

二乙 , ‘: ‘s‘,

(4
.

9 )

现将(4
.

7 )、 (4
.

9 )代入方程(2
.

7 )
,

有

a s /a 17 , = 尸兮+ 中贯

我们引入 G ibb s一A p p e ll函数

奋. 1

(j二 1
,

2
,

⋯
, 。
) (4

.

1 0 )

R (口
。 ,

打, ,

汀, ,

t)= S 一 U (g
。 ,

H , ,

汀 , ,

t)

3 片

u (。
。 ,

疗,
,

方,
,

t)= 艺 f
‘, ‘

‘. 1

a R / aH
, = 日S / aH

, 一aU / 日11
,

(4
.

1 1)

(4
.

1 2 )

(4
.

1 3 )

中于是其于由

aU

a方
, 乙 f

‘搜子生

all ,

日分‘

f
. 。‘, = 尸梦 (4

.

1 3 )
挤乙州

一一

将(4
.

1
_

0 )和(4
.

1 3 )
尹

代入方程(4
.

1 3 )
,

得

a R / all
, = 小节 (j= l

,

2
,

⋯
, 。
) (4

.

1 4 )

方程(4
.

14 )就是变质量一阶非线性非完整系统准坐标 下的G ibb s一A p Pe ll 方程
.

五
、

变质量一阶非线性非完整系统准速度和

准加速度联合表示的G ib bs 一A p p en 方程

设变质量系统受形式如 (4
.

1) 的L个非完整约束
,

选取
。= ”一L个彼此函数独立的准速度打

, ,

刀, = A , (口
。 ,

空
。 , 才) (。 = 1

,

2
, 二

设由(4
.

1 )和(5
.

1)
一

可解出

空
。
== 甲

。

(g
。 ,

刀 , , t) (。
,

k = 一
,

2

上式对时间 t 求导
,

得

女
。
== B

。

(口
。 ,

汀 , ,

刀 , ,

t)

其中

且约束反力 满足条件(2
.

6 )
.

· , n ; j= 1
,

2
,

⋯
, 。
) (5

.

1 )

,

⋯
, 。 ; j二 1

,

2
,

⋯
, 。
) (5

.

2 )

(5
.

3 )

凡 一

鑫镖
, ·+

寡篆ha- 晋 (5
.

4 )

取
。
个彼此函数独立的准加速度

,

。, == 几,
(q

。 ,

H
, ,

汀 , ,

t) (, 二 i
,

2
,

⋯
, 。
)

由此可反解出

刀, 二价,
(g

。 ,

刀 , , e , , t )

考虑(5
,

2 )
、

(5
.

3 )和(5
.

e )诸式
,

则由(2
.

5 )
、

(2
.

4 )容易证明如下关系
:

(5
.

5 )

(5
.

6 )

三就
a x ‘ a中.

(5
.

7 )
aH ,

一一

.,-.J
月山一比一

.布名a一妇l一a
一一

‘J

·

劣·刀8a



一一
,一

一一一一�一一

一
芬

一
f

水一乔一

一
一

一
一一一一

一
一

一一
九O一

一

‘

Jy
劝丫巴a一口‘11艺�

旧门」a一卜
沪

l一己
·

乙j-1
一一

二令旦为

北 口q 。

a B

a汀 ,

小口旦
旦
夕如 ,

粼 a疗
;

口“, 艺
J . 1

日分‘ e 沪,

‘方, d “, ( 5
.

8 )
价一ev日a

s‘, 二a公‘/ a
。,

( 5
.

9 )

则有

其中

乙 f
‘旬 ,

二乙了
。

乙
a分‘

会
一

户兹
。

轰 二尸界
.

( 5
.

1 0 )

才

梦一e口一日

‘一 l ‘一1 , · : 日H ,

乙 乙 G 。

( 5
.

1 1 )
J . 1 二 l

a甲
. a沪, 户

‘ .

—
~

蕊

— =
L了 , 一

、 沪
了 口心,

口 I J 夕

.

咭
一
.以一g日

�

日
G

。
二乙 X 于

令S
铃 ,

5 . 势
依次为加速度能量在准速度

、

准加速度 下的表达式
,

我们有

蒸
, ‘

一蓉
, ‘忍‘

户岔鲁
一

户
旦全‘旦鱼 _ as . 补

。 行 日君, 一 口￡,

a刀 ,

( 5
.

1 2 )

将( 5
.

10 )、 ( 5
.

12 )代入方程( 2
.

7 )
,

有

as ‘ , /a 。, == P萝
. + G 君

份

现引入 G i bb s一A p p e ll函数

R 苦份
( q

。 ,

H , , e , ,

t )二S 锌 . ( g
。 ,

H , , 。, ,

t )一 U . 锌( g
。 ,

11 , , 。, ,

t )

( 5
.

13 )

( 5
.

1 4 )

其中

3 万

U . , 二乙j
‘公‘

‘一 1

于是

aR 朴朴
/ 日

。,
二as 资 件

/ a
。, 一 a U 补 井

/ a
: ,

旦旦竺 _ 羊
, 一旦些

几

口e , 一

岔
‘ ’

a “,

3万

二艺 f
。s ‘, = p 护

( 5
.

2 5 )

( 5
.

1 6 )

将( 5
.

1 3 )和 ( 5
.

1 6 )代入方程 ( 5
.

1 5 )
,

得

aR 资资 /a 。
,
二 G 萝

资
( , 二 1

,

2
,

⋯、。) ( 5
.

1 7 )

方程 (5
.

1 7 )就是变质量一阶非线性非完整系统 准速度和准加速度下的G ib b s一A p p e ll 方程

六
、

变质量一阶非线性非完整系统广义坐标

下相对运动的 G ib bs 一A pp el l方程

日
.

1 变质t 系统相对运动的一类新型方程

设变质量系统 有N 个质点组成
,

系统的位形由
n
个广义坐标q : ,

q : ,

⋯
, q .

确定
.

系统中点
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M
‘
(‘= 1

,

2
,

⋯
,

N )相对于与载体固连的动坐标 系O丫犷z’的矢径俨 :
,

了 : 二 于:(q
: ,

口2 ,

⋯
,

口, ,

t)

质点M
‘相对运动的微分方程为

阴‘a‘
,

二一 m ‘口‘。一 m ‘吞‘。 + 厚‘+ 万‘+ 开
‘

(i= 1
,

其中 爪
。
= 。。+ 面 x (面 x 创 )+ 击x 创

,
丙

。
= Z o x 积

令 “
。
= a若: / a夕

。
= a笋: / a夕

。

并假定约束反力刀
‘

满足条件

使

(6
.

1)

N ) (6
.

2 )

(6
.

3、

乙 万。
·

乱
。
= (6

.

4 )

现用“
。

点乘方程(6
.

2 )的两边
,

再对‘求和
,

考虑条件(6
.

4 )
,

有

乙 。‘。‘,
·

, ‘。二 一艺
‘一 1 ‘一 1

。 . 。‘。
·

, ‘。一乙 , ‘。‘。 , , 。 + 乙 口‘
·

: ‘。 + E 万‘
·

, ‘
.

(6
.

5 )

方程(6
.

5 )就是变质量系统 相对运动的一类新型运动微分方程
.

若质量不变时
,

有乙 豆二 。‘
。
二 o ,

于是(6
.

5 )式可写为

一 弃 万 万

E 。 ‘。‘,
·

瓦 。
= 一乙 。‘。‘。

·

, ‘。一艺 m ‘。‘。
·

, ‘。 + 名 口‘
·

, 。。

‘一 I f 一 1 召一 1 ‘一 1

(6
.

6 )

6
.

2 变质盆一阶非线性非完整系统广义坐标下相对运动的Gi b bs 一APP ell 方程

设变质量系统受L个形式如 (3
.

1) 的一阶非线性非完整约束
,

_

且约 束反 力 满 足 条 件

(6
.

4 )
.

根据(3
.

1) 和(3
.

2 )式
,

利用(6
.

1) 式容易证明

龚典
一
然扣

一叨 +

会
日寸

,
, 日尽

,
一 a a , ’

分一 l , 一 三 J ‘ J
声一 i

令 : ‘, 二 a(声: )/ a寸
, 二a(笋: )/ a叮

,

相对运动的加速度能量

口尹 :
日q

. 十 夕

a空
. 十夕

a夕, (6
.

7 )

(6
.

8 )

。
、

1
O

,

=
_

Z
E m ‘

笋卜笋:

并定义

E 月,
·

, ‘, 一梦
, ,

E 口。·

: 。, 一O
,

(6
.

9 )

令夕
,

为 S
,

中利用(3
,

2 )消去不独立的广又加速度价
十 , 而得的表达式

, 有



9 1 8

�竺r

拼

N

艺问

= 乙 二。(户: )
·

a (笋: )
日壁,

二艺 m ‘

补 “ ,

( 6
.

1 0 )

一Jr�口性

��万日�d

现将( 6
.

9 )
、

( 6
.

1 0) 代入方程( 6
.

5 )
,

并考虑文献〔3」的结果
,

则有

绿
一。

, 十梦一泥
,
(厂

。
+ 厂

·

卜
昌

一

众
‘厂

。
+ 犷

·
, 日空

. 十 夕

日空,

+ 。甲十户
,

(i 司
,

2
,

⋯
,

约

引入G i bb s 一A Pp e ll函数

左
,

(。
。 ,

空, ,

q , ,

t ) 二夕
,

(。
。 ,

空, ,

q , ,

t ) 一口(。
。 ,

空, ,

q ,
,

t )

( 6
.

1 1 )

( 6
.

1 2 )

其中 口= 乙 口‘
·

(熟)

a开
,

/ a壁
, = a亏

,

/ a壁, 一 a口/ a壁
,

( 6
.

1 3 )

a口 二
_

, 二

= ) G
o q ,

万

日(护 : )
a q ,

二乙 口‘
·

, ‘, = O , ( 6
.

1 4 )

将 ( 6
.

1 2 )和 ( 6
.

1 4 )代入 ( 6
.

1 3 )
,

得

必
, 一 。

:、
( 。

。+ 户卜粼森
一

(。
。
+ :

·

)

絮
+ 。乎

+ 户
,

P 一 ‘

一一
f

‘

J厅助
八d

( j= 1
,

2
,

⋯
, 。) ( 6

.

1 5 )

方程 ( 6
.

1 5 )就是变质量一阶非线性非完整系统广义坐标下相对运动 的 Gi bb s一A p p e n 方

程

七
、

速度空间中的积分变分原理

变质量非完整系统准坐标下的G ib b s一A p p e ll 方程为 ( 4
.

1 4 )
,

即

a R / aI7 , = P节 ( 7
.

1 )

定义一个特殊变分记号尹
,

当取这种变分时
,

质量被当作常数 来 考 虑
二3 」.

尹对 R 的变

分

6.R “

鑫器
d疗, + 名

了一 1
琴

。几
a刀,

( 7
.

2 )

将 ( 7
.

1) 的两边各乘 以占H
, ,

再对j求和
,

有

之竺
泛一 1 日11 ,

己刀 , = 兄 尸, 占刀 , ( 7
.

3 )
夕
“ 1



变质量非线性非完整系统的 G ib b s 一A p p e n 方程 9 1 9

现将(7
,

3 )代入 (7
.

2 )中
,

得

一 d 井R + 乞
了一 1

a至a方
a方

,

, + 兄 尸, 占11
, 二o

J 一 1

(7
.

4 )

在速度空间中
,

C y c 二。。交换关系为

d
。

卉
。

井
一 ,

万 0 1 1 寸
== 0 1 1 寸

a t

将(7
.

4)在〔t
。 ,

t ,

〕区间上积分
,

有

(7
.

5 )

(
一 “, R +

云竺
一

游
, +

d t = O

·

艺川
{ (7

.

6 )
, · z 日H ,

尸 ,“瓦)

规定

d刀, !,
.
二 0 dH , ! t

l

二 o

通过分部积分法
,

得到

{ 「
一 , * +

云(a夕
一户乃动

,

〕
d r一 。

, 一 z 、

a汀 ,

(7
.

7 )

当质量不变时
,

户兮二 0 ,

于是上式成为

{ 「
一

、
+

立
一

解 游
,

l
d ,一 。

, 。 x 口H ,

(7
.

8 )

八
、

算 例

例 图 1表示一平面追踪曲线
,

Q点按已知规律 O Q = 占(t )沿水平轴O x 运动
,

质量为 m ~

m (t) 的质点尸在铅垂平面 内运动
,

其速度护
, 始终指

.

向Q
.

试建立质点尸的运动微分方程
t s , .

取点的直角坐标二 , g 为广义坐标
,

非完整约束方程为

梦

x 一占
(8

.

1 )

此处 i= 1
,

2 ; J= 1
.

, ,

乡分(二一雪)一夕毖(分一麦)
.

9 公 , 。 。 、

, 一 ’ ‘ 、

一获
一
犷一

5 ‘
+

燕
(‘

·

“)

G ib bs 一A p Pell函数为

R = S 一 U 二 m (公
2
+ 扩

:

)/ 2 + 川g 梦

(8
.

3)

”一

洲
, 2

十

尸
’(‘

食二罗
’一‘, +

燕介
+ 。。

〔”
(‘

食二罗
‘一‘’+ 厂

:
〕

(5
.

4 )



芬
一

.

此

6 2 0 乔 永

+
1 ..

.

J
一嚣

一 。 :

令分离微粒的相对速度为

‘+ 下全
.

雪)泛
一

」+
夕2

哪g

(x 一占)

。一

+ 望夕芝
“

X 一 之
(8

.

5 )

忍= 刀(t)户一户

其中斤(t)为给定函数
,

我们有

(8
.

6)

梦= 云 X 于
s ‘,

= 功 [ 。(t)分一 全〕

‘一 1

a毖

a分

+ 。 :。(, ), 一 , 〕
~

怒夕
, J 日卜

= 功〔刀(t)云一 分〕+ 功 分[ 刀(t)一 1〕
犷

(‘一占)
“

一 ‘ , 〔”“, 一 1〕

[
‘ +

一

成
)‘

一

] (8
.

7 )

现将 (8
.

6 )
、

(5
.

7 )代入方程(3
.

1 3 )得到
m ,

[l+ 了, ]+
一

票纤
、

一mg 、

纷
。 , 〔。(‘, 一 ‘〕[1+

一

诺川 (8
.

8 )

由本例可见
,

用G ib bs 一A p Pe n方程求解具有优越性
,

即运算过程较简单
.
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