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摘 要

本文以复合材料为背景
,

讨论多相固体即混合物的等效弹塑性本构方程
.

按照所提出的 等 效

本构方程的定义
。 文章证明

,

由服从广义正交法则的多种均匀的弹塑性介质组成的 混合物具有与

它的组分介质同类的
、

也服从广义正交法则的等效本构方程
,

关钻祠 多相固体
,

等效均匀介质
,

本构同类性
,

广义正交法则
,

等效弹塑性本构方程

已I 坦全
7 . 杯之

本文讨论 由一个封闭曲面a犷。围成的多相弹塑性固体犷
。 ,

它的内部被按片光滑的 曲面S

分割为 。 个子 区域
; 每一个子区域都是均匀的连续介质

,

且约定地 称 之 为 厂 . 的 一 个 相

犷‘,)( i二 1
,
2

,

一
,

哟
,

图 1
.

我 们的问题是如何从各组分的本构方程和几何性质预报多相

体的等效本构方程或多相体的等效均匀体的本构方程
。

对于类似的多相固体本构等效问题
,

30 年来吸引了不少知名的力学和材料科学工 作 者
.

近10 多年来
,

由于复合材料的发展
,

这一课题更得到特殊的重视
.

文〔1
, 2 , 3〕和著作〔4 〕对本构等效的一系列基本原理和

方法作了连续介质理论
·

的奠基性工作
,

对等效弹性常数得到

了相应的预报公式
.

近年来
,

这类工作又拓 广到非 弹 性 行

为
〔‘’,

并计入了相间结合状态的影响
‘。,
”

.

尽管如此
,

涉及非

弹性行为的研究
,

特别是等效弹塑性本构方程的组分预报工

作为数甚少
。

对于经典弹塑性模型
,

一些文章讨论了初始屈服条件
.

涉及经典弹塑性模型 的 其 他 概念
,

如加载函数
、

流动法则

圈 1 多相体犷 , 和它的相犷内
,

f= 1
,

2
.

⋯
,

m
.

等是否能推广到多相介质
; 是否具有概念拓广的逻辑合理性

;
如何由组分介质的性质作出多

相固体等效弹塑性性质的预报
.

这些问题都是多相固体弹塑性理论需要妥 当处理的关键 问题
.

本文试将多相体本构等效理论 系统化
,

以定义多相体的等效本构方程或定义多相体的等效均

匀体
,

由此出发讨论 由若干种均匀弹塑性介质组成多相体的若干基本的 本 构 性 质
.

文中引

.

张汝清推荐
.
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入了关子组分介质和等效均匀介质本构方程的同类性概念
;
据此证明了由服从广义正交法则

的数种均匀弹塑性介质组成的混合物体具有与它的组分介质 同类的
、

也服从广义正交法则的

等效本构方程
.

二
、

增量型等效本构方程

1
.

增量型本构方程

我们讨论的介质模型存在一个用以表示加载的函数F (e
,

a)
; 当F (e

,

a) 二。和 (aF /ae
‘,
)

·

盛‘, 》。表示塑性加载
,

即时时刻 t 的应力率和应变率满足关系

吞‘, = G ‘, 。: 〔, (
:
)

,

o《 r
( t ; a

,
e ] 盛, :

(2
.

2)

当F (。
, a )二 O和(a F / a

。‘,
)也

‘, < o 表示塑性卸载
,

当 F (c
,

哟 < o 表示弹性状态
,

两种情况下

应力率和应变率满足关系

沙‘, = D 。, . : (a)也
, ‘

(2
.

2 )

这里
, . 表示内变量

,

其分量为a ‘ (‘二 1 , 2 ,

⋯
,

r)
; e表示分量为如

: 的应变率张量 惫的单

位张量
,

e 兰云/ (之
‘, 色‘, )

‘/ 2

沙‘J为应力率张量仓的分量
; G ‘” : 〔。(力

,

0( r ( t ; a
,

司表示 。(
r
) 的泛函

, 。
,
e 为此泛函的参

变量
。

可以证明
,

如果介质服从 H 肠。 m 二压 假设
‘. ’,

即对应变的任意循环上
,

应力功 非 负
,

那末式(2
.

1) 等价于如下广义正交法则
〔。’

“
, 一 D ‘, , :

(a )‘
, : 一筋尸(

。
,
a )/ a

: 。,
(2

.

1)
,

2
.

应力率
、

应变率和位移率的场方程
、

相界面条件和边界条件

在时刻
r ,

如果多相体犷
. 的应力场

、

应变场和位移场分别为q , 。 和 u ,

同一时刻的应力

率
、

应变率和位移率分别为云
,
云和 0

.

这 些变率须 满足如 下条件
:

在F一S 上满足场方程

平衡方程 诊‘
川 = o (2

.

3)

C a u c hy 方程 户‘, == (公
‘,

, + ‘,
, ‘
)/ 2 (2

.

4 )

本构方程式 (2
.

2)(或 (2一)
/

)和 (2
.

2 )

在S 上满足相界面条件

(沙
‘,N ,

)
十
” (夕

‘. N 。
)

-
J

(2
,

5)

(诊
‘,N ,

)
+
二之‘[ (公

‘
)

,
一 佃

‘
)
一
〕 对浦不求和 (2

.

6)

式中几
‘
为相间结合状态参数

,

其值取零和趋无穷大分别表示相间完全脱离接触和相间结合完

好
:

N 。
为S 的法线单位矢或a犷 . 的外法线单位矢

.

在a厂. 上
,

边界条件取如 下两者之一
:

应力边值条件

或 位移边值条件

厅‘, N s二乡‘

公‘二右‘

(2
.

7)

(2
,

8 )

我们定义多相体犷
. 的等效应力

、

等效应力率
、

等效应变和等效应变率分别为

“ , 二

冻严dA, ‘。, 二

冻扣dA (2
.

的
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“ , 兰

拣
。

1
2 二 、 r

了、“ “ v 了十 “ , ‘v ‘) a 点 百‘, 兰
: 二

合(
“。N , + ”,N ‘

)d A (2
.

1 0)

确

l如
�

1一犷

式中犷为犷
. 的体积

,
泞

:
和。‘则为表面力和位移的边值

.

根据这些定义可以证明

( l) 古= 杏
,

石= 右

( 2 ) 子为吞在厂. 的体积均值

札一

礼
. ‘ !

,d7 ( 2
.

2 1 )

如果仃也满足与式 (2
.

3) 和 (2
.

7)

口 .

川 = 0

类似的方程
,

即

x 〔犷. 一S

( a ‘, N , )
十 = ( a ‘。N , )

-

则厅也为仃在厂。的体积均值
:

x

以

. I f
, ‘, ’ 7 J: 。口‘, “犷 ( 2

.

1 1 )

( 3 ) 如果相间结合完好
,

即式 (2
.

6) 中入, oo , 则艺为云在厂。 的体积均值 , 如果

(。‘)
+

= (。‘)
一 x〔S

则毛为。在犷. 的体积均值
:

,
l r

。 , , , ,
l r

己 ‘J = 下J二 己‘了a 犷 , 君‘了, 7 !二
“‘, a 犷

一 , 价 一 , 栩

( 2

取应力和应变的体积均值作为等效应力和等效应变
,

正是〔1, 2
,

幻的方法
.

但是
,

.

1 2 )

当位

移在相界面S 上具有第一类间断
,

表现为表面位移宏观效应的等效应变只能按式 (2
.

1 0) 定

义
。

4
.

多相体的增量型等效本构方程

对于给定的均匀对称二阶张 量
。若, (劝

,

公‘= 色矛, ( : ) 二, x 〔a犷,

和 公‘== 。行 (
r ) x , x〔a厂二

0 (
r
( t ,

我们取式 ( 2
.

5) 中 在
‘
为

} ( 2
.

1 3 )

可 以证 明
, 厄‘, 二 : ; , ,

若‘, 二应乙
.

把 方程 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )
、

( 2
.

5 )
、

( 2
.

4)
、

( 2
.

5)
、

( 2
.

6 ) 和

(2
.

8) 结合起来
,

总可以求出应力率
、

应变率和位移率的场分布
.

根据 这 些分布
,

总可以

按定义 (2
.

9) 计算等效应力率
,

并把结果表示为

于‘, ( t ) 二口‘, , : 〔。
’

(
T )

, o (
二
( t ; 厅

,

。」‘; : (t )

或

子, , ( t) == 口‘, , : 〔云( : )
,

o《
丫
《八 可

,

心〕若。: (t ) ( 2
.

1 4 )

这里J ‘, 。:为自变函数云(力
, 。《

: < t的泛函
.

这泛函含参变量在和

。二石/ (百‘,石‘, ) ’
‘2

另一方面
,

总存在着荟(t ) 的特定方向
,

使介质单元体都处于塑性卸载或弹性状态
.

这时本构

方程 ( 1
,

2 ) 有效
,

上述应力率场分布导致关系式

于‘, , D ‘, . ; (厅)万
一; ( 2

.

1‘)
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这里
,

张量凤
, , ‘和口‘

脚可能与一组内变量丘有关
.

我们用反
‘
(i = 1

,

2
,

⋯
,

R )表示 厅的分量
,

并把式 (2
.

6) 中几
: ,

几
: ,

棍作为它的一部分
.

我们称方程 (之14 ) 和 (2
.

1 5) 为多相体的增量型等效本构方程
,

或者 称它们为多相体

的等效均匀体增的量型本构方程
.

三
、

本 构 同 类 性 质

1
.

引例
·

本构同类性质

代替方程 (2
.

1) 和 (2
.

2 )
,

我们 引入 介质单元体的如下本构方程

斤‘, 二D 了
, . ‘睡, ,

(3
.

2 )

式中 D 考”
:
为均匀常张量

.

对于给定时刻
,

应力率
、

应变率和位移率的边值 问题就是通常的

多相均匀线弹性介质的线性弹性力学问题
.

由此得到的等效本构方程必然具有 与 式 (3
.

1)

相似的形式
‘艺, 3 ,

于‘, 二 D 于, , ‘万, :
(3

.

2 )

由此可见
,

’

多相 固体和它的组分介质都可以用同一类型的本构方程描写
.

我们称多相体的这

种性质为本构同类性质
.

可以证 明
,

如果式 (3
.

1) 中O 借
, , : 与应变的即时值有关

,

D 毛, , : 二D 兮
, , :
(。)

相应的多相体也具有本构同类性
.

一般而言
,

由 H oo ke 介质组成的多相固体并不总具有本构同类性
.

因 填充物几何形状

的不同
,

混合物可以表现宏观各向异性
.

按照等效本构方程的上述含义
,

以简单物质为组分的多相固体
,

其 等效均匀体也是简单

物质
.

因而在简单物质范围内
,

多相固体具有本构同类性
.

本构同类性是说 明本构模型逻辑合理性的一个方面
.

我们将证明
,

由服从广义正交法则

的弹塑性物质组成的多相 固体具有本构同类性
.

2
.

多相弹塑性体的 H 二、。二二 H 原理

我们证 明
,

如果组分介质服从 H JI 、。 1ll o H 假设
,

那末等效均匀介质也 服 从 H JI 、。ul o H

假设
.

事实上
,

对于式 (2
.

13) 中等效应 变
。二式叻 在时间间隔 。石

:
( T 内的一个循环

,

多相

体上应力功为

:

{:
‘ ·, “ , d·

将式 (2
.

的代入
,

考虑到王二云
’ ,

得到

t 二

「, _ , ,

「, 「
. _ , , , ,

厂

J
。 “ ‘, 己‘, a r 一j

。

J。
。a ‘, e J, “ 厂 “ r

因为丙 ,在 厂. 是静力可能的
, 廷,’, 是几何相容的 (相应于相间结合 参 数人、“的情况)

,
如

下班功方程成立
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讣
, ‘
“

犷一

Jar
.

ai, 雌协.dA
另一方面

,

注意到边界条件(2
.

13 )
,

相应的应变率场 “ , 也是几何相容的
,

又有如 下虚功方

程

{
。:

厂
。, N , ·‘一d A 一

J
: 。a ‘, “ ,“F

于是可 以得到

口‘, 百‘, d 了=买扮
‘, “

、“
(3

.

3 )

声

!
J

V

一般而言
,

右端被积函数中匀
, 不再在。(

:
( T 内完成一个整循环

.

但是
,

我们总可以把勺分

为两个部分
。 : , 和衅 , ,

前者表示满足条件 (2
.

1 5)
,

且在 。《
:
( T 中实现一个整循环

,

后者则

满足齐次位移边界条件
,

即相应的表面位移为零
,

与衅
, 相应的表面位移率也为零

,

因而

I
:

厂
‘, ‘叮, d犷一。

这样一来
,

式 (3
.

3) 成为

叮落
‘, , ‘,d

: 一 l 厂
。 . , 。: , * 扩

J O J 厂 . J o

按 H 二、。111 二a 假设
,

在端体积分的被积函数非负
,

故命题得证

J口
‘, 石。, d了》0 (3

.

4 )

3
.

到此为至
,

我们 巳经说 明
,

服从 H 几 b 。。 , 二 准则
、

本构方程 为 (2
.

1) 和 (2
‘

2)

的弹塑性介质组成的多相固体也服从 H 几 、。Iu o H 准则
,

且有与方 程 (2
.

1) 和 (2
.

2) 相 似

的本构方程 (2
.

1 4 ) 和 (2
.

1 5 )
.

利用 H 二 、。二 , 二 准则
,

我们可以证明式 (2
.

1 4) 和 (2
.

2 5 ) 中泛函口
‘, 。 :和函数D

‘, , ‘
(石)

满足条件

d 百考, {厚‘j , : 〔万(
二
)

,

o(
r
( t; 万

,

‘〕一 D ‘, , :
(可) }占万全

:
> o (3

.

5 )

这里无限小应变增量拈于
, 和胡了

, 相应的应力增量 d口‘,
分别由式 (2

.

14) 和 (2
.

1 5) 决定
:

口‘, , : 6吾, :

D : , , : d百: :

d万, : 二占万骨
‘

占百。: = 占耳笼:

r‘L

一一
.

J口
O0

条件 (3
.

5) 成立的一个充分条件是存在一个过云的曲面
,

使能
乙
和扼

“

分别在此曲面的两

侧
.

如果此曲面用含参数石的如下方程表示

尸(云
,

己)== 0

那末
,

式 (3
.

5) 必然导致

、。‘, : :〔‘(
r
)

, 。、
:
、 , ; 。

,

。: 一。‘, , ‘
(。) ; : ,

: 一

葫旦髦黔2
. 梦 . J

当 , (‘
,

* )一。
,

螟雾
」

早拼户
。

。 0 ‘了
‘

(3
.

6)
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式中刁为标量因子
.

利用这个结果
,

方程 (2
.

1 4) 和 (2
.

15 ) 可 以写成

、.产门了
.

口J
‘了、、

、..了.
.

少...J

.

、、.产
户

“, 一 D ‘, 。 : (“)‘
, ! 一

嘿豁
2 (

, (‘
,

“
卜

。,

嘿罕
‘。, > 。

“ , 一D , , , !
(“)‘一 (

, (‘
, “
卜。户恶拼

)“, < 。; , (‘
,

‘)< 。

)
由此可见

,

组分介质满足广义正交法则的多相体
,

其等效本构方程也符合广义正交法则
.

换

言之 ,
满足广义正交法则的弹塑性介质组成了具有本构同类性的多相固体

.

一般而言
,

标量因子才可以表示为

才二 , . :‘。:
‘

’

(3
.

5 )

因而式 (3
.

6) 成为

二
, _ 、

二 _ , , 、 _

一 一
.

一 。 ,
a矛〔云

.

可、
口‘J汾‘气仪)一 扮‘J . ‘L‘叹了)

, U气 r
气

r; “ , . 」= 一一花言二一二 刀. ‘
。o ‘I

(3
.

9)

此式说 明
,

D 。, , : 一口.” .
可以表示为两个二阶张量的并

.

四
、

加载函数的预报

如何由组分条件预报多相固体增量型等效本构方程的加载函数是应用上述结论的关键问

题
。

1
.

用应力表示加载函数

我们把塑性应变砂作为内变量
,

用 厅表示其余的内变量
,
并把应力和应变全量的关系写

为如下函数形式

口‘, == 刃‘, (云
,

云, ,

西) (4
.

1)

相应的加载函数则表示为尸(云
,

云, ,

叹)
.

如果用 D游
:
(动表示D

‘, 。 : (动之逆
,

刀‘, , : D 石荡
,

== d。。d , 。 ,

D浪
: D 。: . ”

== d‘。d , -

并引入记号刀于
, . ‘

D 于, , ‘兰a万‘j
/ a口

, ‘

和应力表示的加载函数了倾
,

砂
,

叹)
,

使

尸(云
, 云’ ,

可)三 i(艺(百
, 西, ,

西)
,

万, ,

己)

那末方程 (3
.

7) 第一式又可以写作

于‘, = D ‘, 。:(。)石
。:一湘户(

‘, ‘, ,

可) / a。
‘,

或改写为

; ‘, = D认
‘
(, ) 于

a : + 才刀眺
:刀骨

: 。。
。了(。

,

‘, ,

衣)/ a口。
。

由此可见
,

当D ‘, 。‘与D 于, 。:相等
, 此式便成为通常的正交法则

〔‘。’.

为了确定因子才
,
在加载条件下

,

我们对户作全导数
,

得到

(4
.

2)

(4
.

3)

(4
.

4 )

(4
.

5)

爵
, ‘·+

黔
‘, , +

斋
“‘一。

(4
.

6)
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假设成
‘由如下演 化方程与塑性应变率相联系

凌‘= M
。, 。右盆

.

引入记号又
‘, . :

(4
.

7)

A ‘了. : = 渝
+ 日艺 , ,

aa . M
. k ‘

(4
.

8 )

则式 (4
.

1) 的全导数可以表示为

行
‘, == 刀骨, , :石. : + ‘,孟. ‘石丈

‘

(4
.

9 )

比较式 (4. 4) 和(4
.

的
,

我们得到

只
, 。五流

。

〔(D⋯
: 一 D二

。 , :
)石

. : 一万a护/ 口‘
. 。

〕

将此式和式 (4
.

7) 代入 式(4
.

句
,

注意到式(3
.

8 )
,

我们得到

(4
.

1 0)

冲奋己=

a户
~

凡二一十
0 乙 白不 (杀

+

黔
M一 )

“荡
。
‘”

, 。

一”,
。二’

(4
.

1 1)

2
.

如果已知民 ,. : ,

及 , 。: ,

万‘, 和M。‘, ,

那末由式(3
.

7 ) 可以得到适用于加载的每一步

的护的数值条件
:

日户
匕+
. 浮
(蒜

+

黔
M一)’荡

。
‘D

, 。·,一”’
。一,

l a歹
.

a歹
, ,

、 二 _ ,

a户一 -一—
一

l 孟二二r .
1
. 二不落, 一 J以 . ‘了 , 岌

‘介
。
二‘ 一

、口君畜, 口“ . ,
一

” 口a , q

日护

日于
. 。
二D , ‘, .

(百)一口
。‘二 (4

.

2 2)仰

在较简单的近似方法中
,

取D 于
, 。 : “ D ‘, , :

(丘)
, 即假设

刃‘, (万
,

厄, ,

改)= 刀
‘, , :

(厅)(刃
。: 一 , 公

.
)

, . , . :

一{
D ‘, 一(, 卜瓷犷

“

D ;‘二‘二M⋯〕
.

12 ) 成为

a夕 a犷 / 「l a尸
.

a歹
二 ,

百而 瓦石 / L戈百万言
。十a衣认似一

”

aF、 了 _ ,

口
.

尸
Q

‘, 。

介
, q」

一 D 。, 一‘“’一“
‘! ’‘

(4
.

1 3)

用应力表示的加载函数孔厅
,

砂
,

厅)
,

此式又可写作

一

旦二
.

旦王
日口 , 。 口口

a 。
D

, 。‘, D
。 . 。:

/ 石二 D ‘, 。 :一口‘, , :
(4

.

1 4)

式中

。一
{惑l

一。二
。 。+

鲁
·

D ; ;
‘, , ‘!

M二小藏
+

聂
M

。一

}
迈、、一

念
D , 、一

或者

, 一D一念溉
+
(簇

。+ 。

翼
M 。 。。

)
“二

, D一
a

翼
。

(4
.

1 5 )

3
.

如果用等效应力表示多相体V , 中介质单元开始出现塑性状态的条件为
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了
。
(厅

,

厅) == 0

我们把它称为厂
. 的等效初始屈服条件

,

并总可 以 由犷二 的线性弹性分析得到
.

为了作加载函

数的近似预报
,

我们取

了(厅
,

葱, ,

石)三了
。

(厅
,

叹)一 K (厄
, ,

己)
‘

(4
.

1 6)

式中K 为与云
’

和厅有关的
、

表示强化的函数
.

决定加载函数的关键问题便成为求K (砂
,

衣)
.

这

时可以首先 由条件 (4
.

1 4) 拟合刀
,

然后由式 仅
.

1 5 ) 得到
.

aK 日K

a苦了, a反.
M

。‘J

一艘
M一 +

(
”一。一忿黝

(a了
。

/ a示 z姓
。“ ,

(日了/ a尽

, 。
)D J奋

, : 刃
a ,
)(a了/ a口

a 。
)

(4
.

1 7 )

五
、

空心微珠复合材料的等效弹塑性

本构方程及单向变幅应力试验

对于空心微珠填充复合材料
,

等效均匀体是各向同性介质
,

其代表性体积 如 图 2 所
、

示
.

文〔1 1〕讨论 了它的等效弹性模量
:

刃== E 。
(1 + A B功

。a 3
)/ (1一却

.
必
。a s

) (5
.

1)

式中
,
A 二 (7 一 sv 。)/ (8 一 i o v 。)

,

功
. == 0

.

7 4 , a 二 a
/
c ,

功。~ i + (1 一必
。
) a

3

/ 功。
,

B = (a 一 , a / F

一 0
.

5 2几) / (a + A : a / F + 0
.

5 2几A )
, 卫= 吼 / G

: ,

刀~ b/
a ,

A : 二(7 一 sv 、)/ (8 一 lov :
)

,
F =

(A
: 一刀

,

)/ (A
: + 刀

,

/ A
:
)

,
G 。, v 。和G : , v ;

分 别为基体和微珠壳的剪切模数和 Po is s o n 比
,

E 。
为基体的杨氏模数

.

文〔1 2〕给出了初始屈服函数
‘ ,

了
。
(口)=之匡音朗

“

」普(
。‘, 一‘“‘, )“

, , 一‘“, )
代贵)呀一

,

式中口= 口“邝
,
P曹为均匀压缩的初始屈服压力

,

文中给出了解析表达式
, a 贯

初始屈服应力
.

(5
.

2)

则为单向拉伸

我们取 (4
.

1 6)
’

中K 为各向同性函数

K 一

峨户
,

心 (5
.

3 )

这里
,
d砒 = 动匆欢声若份客

,

人则为式 (5
.

1)中表示相间结合状态的参数
,

即为式 (4
.

1 6)

中的a
.

并设

叫女‘
,

心
一Kl (妙)

+ 凡(a)

a 片。
.

8(N le m 告)

妙妙妙
微珠壳 。

‘

势式并算

一 试脸曲线

l叶00t
J00[ les附n0L

: 又 月勺〕气间
乍

_

_ 一一l

一_

一
3

·

螺

圈 2 代衰性休积 圈 3 单向加卸盆. 环曲雄



多相固体弹塑性本构方程的同类性 9 2 9

在单向应力 (口 ; : 今。
,

其余口
‘, == o) 条件下

,

式 (5
.

1 ) 和 (5
.

2 ) 分别成为

f
。
= 口 ; :一 a 曹

,

K : = K
:
(石犷

:

)
,

K
: = K

:
(几)

本构方程 (4
.

4) 在单调加载时便具有如 下形式

“
生1一

(孟
+

吵今豁绘
/

卿’
冲

1

式中取元= (占/的
”x p叻 口, :〕+ 亡

,

常量睿
, 刀

,

雪和a 贯由静态单向拉伸试验确定
; 几的函数aK

:
/a 几

由同一试验曲线拟合
, aK

,
/曲全

, 则 由边值 问题的数值解确定
.

把所得结果用于变幅单向应

力试验
,

得到图 3 所示应力应变曲线
。

同一图上也给出了我们的实验结果
。

由此可见
,

理论

与实验结果十分吻合
,

且都与文〔1 4〕的实验结果类同
.

1
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