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摘 要

本文考虑具有初始跳跃的二阶双曲型方程初边值问题
.

首先给出解的导数估计
.

然后在 一 非

均匀网格上构造了一个差分格式
.

最后在能量范数意义下证明了差分格式解的一致收敛性
.
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本文在 第二节构造了问题(1
.
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.

3 )的渐近解
;
第三节给出渐近解的余项估计及解的
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第六节讨论了离散的能量不等式并证明在离散能量范数意义下差分解一致收敛于精确解
.
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2

原 方程(1
.

1
一

)两端对x
,

t逐 步求导
,

用类似的方法可得 u( x
,

t
, 。
)的更高阶导数估计

.

综上所述

得

定理 3
.

1 关于渐近解的余项R (二
,

t
, 。
)

,

估计式

}R (二
,

才
, e
) }《C e 3 , 4

口Z
R
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(X
,

‘
, ·

,
1
、 C

一

(3
.
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)
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.
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成立
,
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.
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1 日今u

.

3 )的解
u
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,

有
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一 ‘舌一 , ) + 己一 J , 2
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,
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.

1 2 )
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.

2 如果增加渐近解的项数
,

则关于 z 及其导数估计会更好
,

从而可得到
。
的更为精致的导数估计

.

四
、

差分格式的建立

在 x 方向采用非均匀网格
,

在 公方向采用均匀网格
,

得到整个区域上口的网格 口。 , 。 = 口。x

召, ,
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用 u d
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。
(x
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t)的近似值
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u d
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.
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u d
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u d
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u d
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.
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u d
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,

o )== 甲(, )
, u d

(0
,

t )=
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,
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,
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。
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.
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.
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,
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。 d
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,
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,
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v

石
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则得到
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,

0 )p 〕〕
一 ‘
A (劣

,

o )
,

户二 k/
。

(4
.

4)

下面我们研究(4
.

3 )对第二初始条件的逼近误差
.
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,
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v
石
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)
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。一a u
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))/ k

,

I 二 。(
u 。

(x 决
, 。
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o
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Z
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,

占
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) / at

z ,

由定理 3
.
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,

首
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,

又 由 a u 。

(二
,

0
, 。
)/ at = 0 ,
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,

占
, 。
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,
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Zu 。

/ a t
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.

据

(2
.
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,
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,
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.
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.
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离散能量不等式

离散问题(4
.

11) ~ (4
.

3 )的能量不等式的推导与〔1 0〕相同
.

但由于篇幅所限
,

〔1 0〕只给出

证明思路
.

本文给出详细证明作为〔1。〕的补充
.

首先叙述结果
.

定理5
.
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,
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。
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: 一 H
‘
(, 孟)

:

+ 秃H
。梦釜

二

(5
.

2 d )
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.
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.
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- 一 1 , 一 1

其中c’
,

‘” o
,

1
,

⋯
,

4
,

是与 e无关的正常数
.

对(5
.

3)求和 k艺 艺 汽
‘ ,
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才一 1 ‘一 0

1

⋯
, , .

1 0 . ,
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:
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落氢
”!

(1
月 , , 、

、
, . 、 。 .
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+ C jj夕材尹+ C J}夕JJ言+ C k艺 〔m a x
(k

, 。
)l夕

,
j}l+ 月v ll
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.

2〕)即得 (5
.

1 )
.

定理证毕
.

六
、

在能量范数意义下的一致收敛性

我们首先讨论古典估计
.

引理 6
.

1 设护(x
,

t)是I’q 题(4
.

1 )~ (4
.

3 )的解
, 。

(二
, t)是问题(1

.

1)、 (1

}l。(x
,
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,
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,
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2

/
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(
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,
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e
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(
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)二 (L
。
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)
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:
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,
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5
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.
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,

则
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.
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1
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“
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一
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”
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吞
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l乙;
“’舌,

(
。‘一 “

) !镇 C〔m a x (
。 ,

k )k
Z
/ 。

4
+ h/

。“ 2

〕

由(1
.

2 )
,

(1
.

3 )
,

(4
.

2 )
,

(4
.

5 )
,

我们知在边界上有
u ‘
(二

,

o)一“(二
,

o)“ 0
,

1“啥(x
,

o )一
u :

(x
,

o) }( C〔m in (1

“‘(o
,

t)一
u
(0

,

t)= o , u ‘
(l

,

t)一
u
(l

,

t)= 0

由定理 5
.

1
,

即得引理的结论
.

为得到一致收敛性
,

我们在 劣方向采用特殊的非均匀网格
.

点
, s‘= 万h。

,
i = o

,

1
,

⋯
,

N
。,

h
o

N
。
== 1

.

,

k/
。
)+ k/

e , / 2〕

设 s‘是区间〔O
,

1〕上的网格结

引入函数几(
s
)= M

。“2
1n (1 一

s
犷

‘,

几(
: ‘一 ,

)( h
。 ,

几(
s‘
)( l/ 2 }及 m 。

~ m a x i
.

畜‘
_
I

正〔O
,

1 )
,

其中M 是某一正常数
.

定义 I= 笼i}从
: ,
)一

我们构造区间毛o
,

门上的网格点为

几(
: ‘
)

,

二。。

+ (‘一 m 。

)h
。

l一 戈万 _ ‘ ,

当O( i( m 。

时

当m 。

< i戈m 时

当m < i《N 时

.

11
�

一一X

其中整数m ( m 。+ (1/ 2 一 二二。

) /ll
。.

当m = m 。+ ( 1/ 2一 二m J /l,
。

时
,

取N 二 Zm ; 当 。< m 。+ (1/ 2

一 x 二。

) / h
。

时
,

取 N = Zm + 1
.

容易验证网格点关于 二二 l/ 2对 称
,

并且h《 2h
。.

类似于 〔1 3」
,

我

们有

引理6
.

2 设刃、= m i。 {、
‘十 : 。一蚤e ‘+ 、‘。

一

告。‘
一 : , 。‘+ 。‘一 ; }

,

其 中
。‘= e x p

卜刀
: 二‘/斌 日〕

+e
x p〔一似卜为 ) /澎万〕

·

那 么当哪
, > ‘时有

卜

男聋桑乃( Ch
。·

.

现在我们来讨论非古典估计
.

引理 6
‘

3 设“( x
,

t )
,
护 ( x

,

t ) 的意义同 引理 6
.

1 ,

则

I!“ (“
,

t ) 一“‘( ‘
,

t ) l
,

( C (“3 , ‘+ 存+ h。+ 斌 血a双百
,

百) 。 in ( 1
,

k/
“) )

,

( 6
.

2 )

证明 }L二
几, 七 , (u d 一 。。) l( IL

,

(
u 一 云。) }+ }( L二而

, 舌, 一 L
.

) 云
。

}
,

由 ( 3
.

2 )
,

( 3
.

5 ) 可 知

I乙
。

( u一 。。) }( e 。 ,

下面估计 j(五犷
’“, 一乙

,

) 。
。

1
.

记 。。= 川+ 。
石
。, + 。。

1
0 , + 。 ,
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石
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f
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石
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f
Z , .
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,
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.
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C (。+ k + h
。

)
.
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。

) (v
‘
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f
。,
)

.
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,
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。
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f
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(
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,
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(
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,
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,
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,

t
,
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,

( u d

一
。

) (l
,

t ) = R ( l
,

t
, “
)

.

作变换
‘

z ‘二 ( “‘一 忍。) ( x
,

t ) 一R ( 0
,

t
, 。) 一 ( x / I ) ( R ( 0

,

t
, 。) 一 R (l

,

r
, 。) )

则 IL二
几’西, : ‘I ( C ( e + 秃+ h。+ e x p 〔一 a : t / e 〕)

: ‘(x
,

0 ) = o , :
璧(x

,

0 ) == 0 ( m in ( 1
,

掩/
。) )

: ‘
( o

,

t ) 二o , : ‘
( I

,

t ) , 0

由定理5
.

1即得
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!l: d }l
,

《C (
“+ 寿+ h

。
+ 斌 m a x

(
。 ,

k ) m i。(1
,

k /
“
))

从而 }1俨一云
。

jl
,

有同上的估计
.

结合 (3
.

lla) 即得引理的结论
.

综合引理 6
.

」和引理 6
.

3 ,

可得一致收敛定理
.

定理 6
.

1 离散问题 (4
.

功、(4
.

3 )的解 俨 (,
,

t) 在能量范数意义下一致收敛于问题 (]
.

1)

、 (1
.

3 )的解
u
(二

,

t)
,

即有

,,“一 ““‘
·

《{
C m a x (h孟

/ 2 ,

掩“
“

)
,

C m a x (h合
子6 ,

ks , ‘

)
,

当。簇m a x
(h

。 ,

k)时

当。
》m a x (h

。 ,

k )时

; == o
,

1
,

⋯
,

〔T / k〕

证明 仅考虑h0 《 k的情形
,

h0 > k情形类似可证
.

这时 (6
.

1 )
,

(6
.

2 )成为

}{u d 一 u l{
。

《C〔m a x
(
。 ,

k)k
Z

/
。4
+ 斌 m a x

(
。 ,

吞) (m in (1
,

k/
。
)+ k /

e ‘了2
)+ k/

e , ‘2 〕

}Iu d 一 u
jl

,

《C〔。3 , 4 + k + 斌ma
x (

。 ,

吞) m in (1
,

k/
。
)〕

当0 < 。( k时
,

由 (6
.

4 )得 },俨一、!l
,

《C寿‘
1 2 ;

当k < 。
( k

4 , 6

时
,

由(6
.

4 )得 11u ‘一 u
lf
。

( C寿
3 , 5 ;

当舜4’
“

< 。时
,

由(6
.

3 )得 l俨一 。
l

,

( C ks
/ 5 .

所以定理的结论成立
.

(6
.

3 )

(6
.

4 )
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