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摘 要

本文的级数
一

边界积分方法能精确地满足一般的各向异性薄板或层合板弯曲问题 的 基本微分

方程
.

它可用统一的级数形式来分析各种具有不 同几何形状和边界支承情况的板
.

文中用 此 法计

算了多组具有代表性的算例
,

其中包括了固定
、

简支
、

自由以及 自由边角点 4 种边界 支承 情况
,

还包括了圆形
、

方形以及三角形 3 种板几何状况
.

这些算例的计算结果表明所得的挠度 与 内力都

有很好的收敛性
,

并证实了该方法的通用性
.

_ 己【
,

会
.

、 J . 「习

当对称铺设的层合板很薄而可以 采用直法线假设时
,

其弯曲控制方程与匀质各向异性板

相同; 而对于层数不少于 6 层的反对称铺设层合板
,

只要把方程中的弯曲刚度换为相应的折

算弯曲刚度
,

其计算结果的误差并不大
。

然而
,

由于在一般情况下存在祸合刚度 D
; 。

与D : 。 ,

我们 通常无法把单
、

双三角级数法及其叠加法等用于这类板
,
甚至采用能量法也常常得不到

合符工程需要的内力计算结果
〔” 仁“’.

目前国外多倾向于使用W h it n ey 首先采用 的 傅 氏 级数

法‘2 ’‘3 ’
来分析具有固定及简支边界的矩形板

.

但文〔4 〕的研究证明了
:

对 于一般的各向异性

板 , “

要使简支边界条件得以满足
,

就不可能存在以数学上的分离变量形式来表达的挠曲面
. ”

可见在存在 自然边界条件的情况下
, 上述方法算得的内力结果同样可能不 收敛

.

针对以上情

况
,

文〔5 〕与〔6 〕曾尝试了用一种非分离变量形的级数方法
, 结果证明了这种级数对于多种

类形的算例所得 的挠度与内力都有很好的收敛性
,

但它与文〔7 〕提出的影响函数法存在同样

的问题
,

即不易判断需要取 多少个配置点及这些点究竟取在 何处才最为合理
.

本文将采用一种级数
一

边界积分方法
, 它除了能精确地满足板的弯曲基本方程 外

,

还 与

计算各向同性板弯曲时常采用的叠加方法相似
, 当级数项越取越多的时候

, 能逐渐地逼近板

的所有边界条件
.

该方法的原理很简单
, 可用于具有各种几何形状及边界支承情况的各向异

性板弯曲问题
,
其优点是不言而 喻的

.

.

云天铃推荐
.

广东省自然科学基金资助项目
.
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二
、

方 法 原 理

令口代表板域内部
, B 代表板的边界

, 则各向异性板或对称铺设层合板的弯曲问题 可归

结为求解偏微分方程

+ 4D : 。 口
4叨

8劣,日g

+ 2‘D
二: + ZD 。。

,

众
2 + 4二

·

众
。

+ 几
2
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a y
弓
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,

y) (x
,

g )〔了〕 (2
.

1)

的边界值问题
,

其中切(,
,

妇为板的挠度
,

D ‘J
(i

,

j= 1
,

2
,

6 )为弯曲刚度矩阵元素 ; 对于反对

称铺设层合板
,

可用折算弯曲刚度仁D 〕一〔B I A 」
一 ’〔B〕代替 (2

.

1) 中的相应刚度
.

在一般的情

况下
,

板的边界条件往往可表示为

(2
.

2 )

、兔‘
”

l
!
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11..尸
切 = 幼

a。/ a
”二J

M
.

二刃

犷
,

= F

切奋= 勿 为

P ‘二 P :

(二
,

y)( B ,

(二
,

, )〔B
。

(劣
,

夕)(刀
‘

(,
,

y)〔B
y

吞二 1
,

2
,

⋯
,

N .
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,

N 沪

在 以上各式中
, 。
代表板边外法线

,
B . , B , ,

刀,
,

B ,
分别是B 上挠度田

、

法向转 动 a。 /a “
、

法

向弯矩M
。 、

法向等效剪力犷
,

巳知的部分
,

带上横杠的是是已知的边界分布函数或常 数
,

N
。

与N , 则分别是边界上挠度已知与作用力已知的边角点的总数
.

此外
,

(2
.

2)式中的M
, ,

犷
。

与

八都可用挠函数 w (x
,

刃的偏导数表出
。

弓盖入边界残值

、飞
‘

"
、

l
R 。 = 切一 叨
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,
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。
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,

吞= 1
,

2
,

⋯
,

N -

l= 1
,

2
,

⋯
,

N ,
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.

3 )

其中砂
。‘ 邵 , ,

牙
, ,

砂
. ,

和附
, 是调整系数

,

用 于调整各边界量因量纲
、

数量级大小要求不

同等因素引起的差异
.

显然
,

只要这些系数不为零
, 则若所选的挠 函数能使式(2

.

3) 定 义的

边界量处处为零
,

也就能使边界条件(2
.

2 )完全满足
.

由此可见
,

如果问题存在精 确解
,

则

在定义最小二乘泛函

丛
I 一J

。 R ‘“‘+ J、 R ‘dl + }
。二R备d‘+ }

。,
R , d‘+ 石

:

N

R 二
。+ 习 R 孙 (2

.

4)

后
,

在所有满足基本微分方程 (2
.

1) 的函数中
,

能使I达到最小的那一 函数就是问题的挠度的

精确解
,

相应地这时应有

dl== 0 (2
.

5 )
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边界积分法

变分约束是挠函数田(“
,

g )应满足方程(2
.

1)
.

现假定我们能找到方程 (2
.

1) 的一个齐次解系切
,
(二

,

刃 (j二 1
,

2
,

⋯ )
,

且能 证 明 此解系

在域内及边界上甜 + B完备
,

则板的实际挠度就可以展开为以下的级数形式

。(x
,

夕)= 四。

(二
,

夕)+ 艺
c , 功,

(二
,

夕)
J , l

(2
.

6 )

其中。
“

(二
,

, )是方程 (艺
.

功的一个特解
, c , (]’一 1

,

2
,

⋯ )是待定 系数
.

此级数不论在何处截断

都能精确地满足基本方程(2
.

1)
.

把级数(2
.

6 )代入 (2
.

3 ) 名
一

等式右边
,

然后代入 (2
.

4 )
,

再利用式 (2
.

的
,

由求驻值方法

al闰
c 。二o (i= 工

,

2
,

⋯ )
,

即 可求得各待定东数
c , 应满足的线性方程

艺
a : , C , + 。‘二 o (‘= l

,

2
,

⋯ )
J . 1

(2
.

7 )

其中山 , 与b
‘

都是常数
,

田下列边界积分算出

、
叭
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式中M
, , ,

犷
。 ,

,

切 * , 与尸: , 是M
, ,

分
,

切荟 = 叨
。
一 功

,

犷誉二厂盆一杯
,

厂
. ,

切 . 与尸: 的级数表达式中由级数项 口,
(二

,

g) 导出的那一部

0朴 = 。。
。

/ a
。一百,

M言= M 呈一卫

功蓄二 w 飞一二
, 尸贯= 尸了一 P ‘ (2
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,
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,
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带右上标
“ 0

”

的量M 二
,

厂 :
,

尸l与切早是M
二 ,

犷
。 ,

尸 ‘与切
,

的级数表达式中相应于特解田
”

(x
,

刃的

那一部分
.

最后
,

把满足线性方程组 (2
.

了)的系数
c , 回代级数(2

.

6 )
,

即求得 问题的挠度解
。

在实际计算中
,

如果我们不易求得式(2
.

5) 的各项积分的精确值
,

则可使用各种 数 值积

分手段
,

如梯形法
、

辛普森法
、

高斯积分法等
.

用这些方法
,

我们就可以求得各积分的任意

精确结果
.

因此
,

当我们合理地排列齐次解系叨
,
(x

,

刃
,

适当地截断联立方程组 (2
.

7 )进行求

解
,

就可获得 问题的一种级数解
.

上述的原理与推导都很简单
,

并且没有对板的边界条件提出特别要求
, 所以 ,

这种级数

解法可以适用丁资种具有不同几何形状及支承情况的板的弯曲问题
,

而且编成的计算机程序

简单
、

通用性好
.
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三
、

挠度级数的选择

由前述可见
,

文中方法的关键取决于能否找到基本方程 (2
.

1) 的一个特解及一个 齐 次解

完备系
.

其中齐次解系的选择特别重要
,

它直接影响到这种方法的适用范围及收敛速度
,

因

此下面着重讨论这个问题
.

方程(2
.

1) 的特征方程为

D Z: t4 + 4D
2。矛3 + 2 (D

l : + 2D
6 8

)t
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l ; = 0 (3

.

1)

由于它不存在实根
〔“’, 因而可把其 4个根表示为

t: 二 a , + i刀
卫,
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: ,
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一葱刀

, ,
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:
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其中a ; ,

刀
: ,

a : ,

刀
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.

作线性变换

x : = 劣+ a ly , 夕: = 刀
: g

x : = 劣+ a : y ,
y : = 几y

则方程(2
.

1) 的齐 次部分可表示为
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+
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勿
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)
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.
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(3
.
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对一般的复合材料层合板及 绝大多数的非各向同性板
,

它们 的弯曲基本方程都没有重特

征根
, 即 t,

笋 tZ , 因而二 :

/ , : 笋气 / , 2 ,

这时(3
.

4 )的解总可表示为
〔8 ’
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.
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选为

1
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,

2
,

⋯ )
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.
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.

3 )后
,

原来 板平面上的单连域必然仍 是 单连域
,

所以齐次解(3
.
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1
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时
,
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,
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与方程(2
.

1) 的齐次解完备系有关的更多问题及一些应注意的细节在〔们 中已有讨论
,
这里不

再赘述
.

至于方程 (2
.

1) 的特解
, 它通常不难求得

,

例 如
,

对线性分布的载荷

。(戈
,

夕)“。
。
+ q , ‘ + 。:夕 (3

.

22 )

特解可取为

功。

(二
,

;
卜

。。8、。万擎飞
。

。。

)+ 。1 ,

苏孙
1 ;

+ 。2 , 2

盆
: :

(3
.

1 3 )

而对于作用在 板域 内的集中载荷
,

则可取方程(2
.

1) 的基本解作为特解
,

这时需注 意 基本解

的形 式也与方程(3
.

1) 是否存在重根有关
.

四
、

计算结果的比较与分析

为验证把上一部分介绍的齐次解系用于计算各种具有不同几何形状及边界支承情况的板

弯曲问题的收敛效果
,

笔者用一个通用程序计算了多组具有截然不同的边界条件的复合材料

板在均布荷载 q 。

作用下的弯曲
.

除特别说 明外
, 它们 都是对称铺设的石墨

一
环氧复合材料层

合板
,
材料的沿轴弹性常数为

E :
/ E

, 二 40
,

G 。 / E
, ~ 0

.

5 , 几 , “0
.

2 5 (4
.

1)

计算结果用下面的无量纲量表示

功 二
‘“

;氮:
‘’ ? ,

(“一“
,
, 一。

筹
(M 一M

,
,

(4
.

2 )

其中h是板厚 , a 是板平面的一个特征尺度
.

首先看只有固定边界条件这种比较简单的情况
.

表 l 列出了铺设角各异(0 == 0
’ ,

士15
’ ,

士3 0
。 ,

士 4 5
’

)的四 种周边固定三层圆板的板中挠度和弯矩以及板边弯矩 的计算结 果 以 及精

确解
‘吕J的相应结果

.

计算时级数 (2
.

6) 取了 8个齐次解项
, 并取 a 等于板的半径

.

表中数据显

示
,

文中方法所得的挠度与弯矩结果与精确解完全吻合
.

表 2 所列是对三种单层复合材料方形板(0 = 1 5
‘ ,

2 5
’ ,

4 5
’

)计算所得的板中挠度与弯矩
,

并与已有的傅 氏级数法 (共 121 个待定 系数 ) 和能量法的结果
〔“’相比较

.

计算时级数 (2
.

6 )取

了16 个待定 系数
,
表中的口代表材料主轴的方向角

.

通过比较可知
:

对这 三 种板
,
文中方法

都只需用比其它两种方法少得多的级数项就能获得 相当理想的挠度与弯矩结果
。
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里兹法

0
.
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0
.
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0
.
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傅氏级数法

0
.

4 1 3 0

0
.

4 06 5

0
.

2 66 2

再看简支边界情况
.

表 3 列出了对文献〔10 」中曾用斜板比拟法算过的几种各向异性方板

进行计算所得的板中挠度
.

计算中仍只取 16 个待定系数
,

其结果就与斜板比拟法的结果相当

接近
.

由于对具有 自然边界条件的板
, 一般方法选用的试函数往往既不能满足基本方程 (从

而不满足 板内部力的平衡 ) 又不能满足力的边界条件
, 所以通宫只是挠度计算结果较好而内

力计算结果却差
, 甚至不收敛〔”

, 〔心’.

然而内力结果恰恰是工程上很关心的量
.

但如呆使用本

文的方法
, 则由于板内平衡条件可精确满足

, 所以挠度与内力的收敛性基本上是同步的
,
这

点可 由对表 3 第一种板取不同数 目的齐次解项进行计算 (取D :
t/ D

, ;
“ Q

.

4〕所得 的 结 果 证

实
,

见表4
.

表中数据同时还表明文中方法的收敛稳定
, 当级数项取到 16 项以后 ,

板中挠度 ,

与弯矩贫
:

的计算结果已经不存在有意义的差别
.

较 3

马
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D : ,

D , : + ZD 。。

D : i

D i 。

D , - “瓜

, ”。
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·
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本 文 〔1 0 ]

1
.

0 6 1

1
.

5 0 0

1
.

6 日0

一 0
.

17 4

一 0
.

5 0 0

~ 0
.

58 7

0
.

4 1 1 4

0
.

4 5 5 2

0
.

4 7 3 0

0
.

4 1 1

0 4 5 2

0
.

4 7 6

斑 4

角 教 12 16 2 0
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q 口口
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夕
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0
.

4 1 46

0
、

5 1 78

0
.

4 11 4 0 4 1 王8 0
.

4 1 17

[ xo〕

0
.

4 1 1

0
.

5 14 5 0
.

5 1 5 0 0
,

5 1 4 9

最后
,

笔者还用文中方法计算了如图 1 所

示的具有自由边及 自由边角点的三层正交铺设

三角形悬臂板的弯曲问题
.

考虑到本例的边界

条件较复杂
, 点B 是一锐角

,

问题又没 有对称

性可供利用
, 而且缺少类似的计算结果可供参

考
,

因而分别用4 6个与62 个待定系数进行了计

算
.

点 B 挠度 动, 的计算值分别为 2
.

404 与

2
.

40 6
.

最大弯矩发生在点A ,
分别为一 3

.

8 03

与一 3
.

6 8 3
.

为验证计算结果的可信性
, 笔者把固定边A C

积分

等分 10 份取法向弯矩M
.

值来计算



各向异性板弯曲分析的一种级数
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揣{
, 。
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·

dl

当采用梯形积分公式时
,

数值积分结果分别为 一 0
.

8 3 4 6与 一 0
.

8 3 3 4 , 当用辛 卜森积分公式

时
,

结果分别为一 0
.

8 3 3 4与一 o
.

a3 2 0 ,

它们都很接近理论值一 0
.

8 3 3 3
。

本例的计算结果证实

了文中方法对带自由边及 自由锐角点的板弯曲问题同样有好的收敛性
。

五
、

结 论

从前面的推导以及对数值结果所作 的比较 与分析
,

我们可看到
:

( 1 )文中的级数解法能

精确地满足 各向异性板的弯 曲基木方程
,

FI4 在最小二乘边界积分的意义上能逐步逼近板的所

有边界条件
.

( 2 )此法可用统一的挠度级数来求解各种具有不同几何形状及边界支承情况的

各向异性板或层合薄板的弯曲问题
,

相应的计算机程序简单且通用性好
.

( 3 )用文中推荐的

齐次解系能使该方法对广泛的问题都有很好的位移收敛性及 内力收敛性
,

_

巨收敛是稳定的
.

( 4 )由于采用了边界积分方法
,

因而与〔5] ~ 〔7 〕的配点方法相比
,

能避免诸如配置多少个点

及配点取在何处才最合理等问题
.

此外
,

与边界元法相比
,

它又不存在奇异性问题
.
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