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摘 要

本文讨论叶开沉教授提出的计算非均匀变截面梁的阶梯折算法
.

并证明了如下结论
:

用这个

方法得出的近似解
,

当阶梯数趋于无穷时趋于真解
.

不过极限解和真解之间差别的度量不是纯数

学意义的而是在力学意义下的
.

对非均匀变截面梁使用阶梯折算法是叶开沉教授提出来的
.

其优越性是明显的
,

这里不

列举
.

当阶梯数趋于无穷大时
,

其解与真解之间的关系如何? 叶教授未讨论这个问题
.

本文

对这个问题进行了初步的探讨
,

并得 到了肯定的结论
.

不过极限解与真解之间的差别的度量

是在力学意义 下的而不是纯数学意义的
.

设我们讨论变刚度D (戈)的梁的弯曲问题
.

若它所承受的荷载是f(x )
,

则挠度 , (二)满足

基本方程

买
Z

D (! )
荔

/ 。(二, 一‘(X ,
( l )

如果 f(劣)连续
,

D (戈 )二次连续可微
,

则可以在四次连续可微函数类中求解 挠 度 函 数

y(二)
.

若 j(劣)间断
,

D (二)也间断
,

则在 四次连续可微 函数类中难以求解
,

因其光滑程度下

降
.

如有集中荷载则挠度 函数的光滑性还要下降
.

叶开沉阶梯折算法的实质是用阶梯函数D
。

(二)代替D (x )并以相应 的挠度 y。(二)代替原来

的挠度 g( 劣)
.

我们的目的是要证明这样做是合理 的
.

而且 当 n、 oo 时 (阶梯的最大长度 , o ,

D
。

(劝、D (劝 )
,

这种替代是精确的
.

我们先作下面的考虑
:

令

T 。二王, {夕〔C
‘

(〔o
,

l〕)
,
刀, l,

〔C ‘
(〔o

,

l〕)}

若功〔T D 、,

珑〔T D Z ,

定义它 们之间的距离

知
: 一 g :

U
, = { jl夕

: 一夕
:

!!
“+ 11夕 ;一 y盆舫

乞+ ID
: , 臂一 D 沼蟹加

2 + }】(D
: y
卜D : y借)

’

】}“}“ 2

其 中打
·

}}表函数在〔o
,

门中的上确界
,

即对任一j〔C (〔o
,

l力则

ljJ{=
s o p lj(劣)】

O( 日 喊乙

又考虑方程(1 )
,

若给定了边界条件
,

对于某一给定的梁 (D (劣))
,

对不同的荷 载 函 数

.

叶开沉推荐
。
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f( x) 一定有不同的挠度试x) 与之对应 (作为方程(l) 的解)
.

于是方程(l) 实际上给出了 一 个

映射 (或算子) 少 :
M、T 。 .

其中M代表有界可测函数空间
,

T 。是上面定义的集合
.

(我们

假设了荷载函数j( x) 是有界可测的)
.

也就是说
,

给定了梁牙
,

对任何荷载了〔M
.

都有挠度

y ”牙f〔T
。与之对应

.

另外
,

我们还定义

lj, , 一少 : l}二 == s住p ”少
,

f一牙
:

f jl
,
/ j}f j},

f 〔皿

在这个尺度下
,

两个梁被认为是近似的
,

如果对任何荷载
,

相应的挠度
、

转角
、

力矩
、

剪力都是近似的
.

这样一来
,

我们的问题化成
:

若 ID
,

一 D I二接近于零
,

要有 l少
。
一牙 l二也

接近于零
.

下面我们具体来证明
.

1 均布荷载的情形
.

由于没有集中 力
,

j(二 )是分
.

段连续的函数
,

至多是有界可测函数
.

设梁的刚度 函 数是

D (劝定义在 x = 。到 二二I之间
.

用分点 。一 a 。< a , < a :

⋯ < a 。

< a , 十 : 二l把梁分成
n + 1段

.

令

刀‘= [ a ‘
, a ‘+ ,

) ‘== O , 1
,

⋯
, n 一 1 ; 刁

。
= 〔a

。 ,

l〕
.

D
,

(二 )= 艺犷
,
(二 )D (

a ‘

)

其中犷
‘是区间刁‘的特征 函数

:

穿
‘
(‘ , 一{

x 在刁 ‘

劣〔刀‘
(f一 O , 1

,

⋯
, n

)

( 2 )

( 3 )

现在考虑近似于方程(l) 的方程

总
D

,

(二)
苏

如一‘(二,

我们有下面的定理
.

定理 1 设D
。

(x) 在有界可测函数空间M 中收敛于 D (x )(
n 。。 )

,

荷载 j( 戈 )是任一有界

可测函数
,

则方程(约的满足某线性边值问题的解收敛于方程(l) 的满足同一边值问题的解
。

证明 由假设
,

当 刁 ‘
(f= o

,

1
,

⋯
,

n) 的 最 大 长 度 趋 于 零 时(
n , 。)

,
m a xI D式二 )
0〔 , ‘名

一D (二) !趋于零
.

故由方程 (]) 和 (4 )显然有(伪
”

)
产

和 (D 心叮)
尹

都是绝对连 续 的 函 数
.

因为

f(二)是可 积的
,

故有

}}(D
·。: 一 D 。

·

丫 .}一 : 怒!{;
〔‘(

·

卜‘(
￡

, 〕d
·
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这里用到(1)与(4 )有同样的边值条件
,

因而 (D
。 , 贯)

‘

}
二 。 。

= (场
11
)
产

}
: 一 。 .

同样由于(D
o g 叮)卜
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= (伪
”

)}一
。

而有

翻氏此一场
”

肠二 O

令D
. v叮(二 )= D v ll

(二)= 夕(二)
,

于是

此(二)二夕(二)/ D
,

(二), 9 1,

(二)二夕(二 )/ D (二 )
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其 中G = m a
xl g (二) !

.

D
。
一D (0) ~ D

,

(o )(若D (x )是增函数 )
.

若D (x )不是增函数
,

则上式

中的D
。

换成 m in 王D
”

(二)
,
D (二)}

.

由此立即得 到
0 落 公 ‘ 乙

m a x }夕三(戈)一 g ‘

(劣 ) }、 o (
n ”冈 )

最后
,

,
,

(戈)一 , (x )一。
”

(())一 。(。)+

{:
(v : (

·
)一 。

,

(
·
))d

·

由于边界条件相同
,

故有, 。

(0) = 试 0 )
,

更有

幻以a X
O ‘ 口

泛

王

!y
。

(x )一夕(x ) !” o (
n , 、 )

综上所述有

l}g
。
一 , {}, 、 o (

n , 、 )

证毕
.

注 由于方程(Q是线性方程
,

g是线性依赖于f的
.

即是说算子勿是线性算子
,

另外我们还可证 明 算

子孚是连续的
.

事实上
,

设 g ‘

分别满足方程
_

介
d 劣舀

。(X )
苏 夕‘(x )= j

‘

(x ) (i= 1
,

2 )

类似于定理 1 的证明
,

假设边值条件相同立即可以得到当 }}f
: 一 f

Z

肠 , 。时
,

有 119
, 一 夕川

T
, 。

.

这就证 明 了

算子多的连续性
,

因而是有界线性算子 (这是线性算子的性质)
.

由此
,

若定义

{{到
称

’

一
辫“酬阿盯“

“

合 则有

}}多fll T《}!必}卜
:

,

1}到 M

我们还有下面的定理
.

定理 2 梁的挠度夕是牙及f的连续函数
.

证明 令彗
二
= 廖

,

f
, , 夕二少f

,

且 l牙
。

一 乡 {{w o o
,

}f
。
一 f !!

二、 0 (
n

一 )
.

我 们要证明

当”。冈时y 。

。 y
.

事实上

l夕
,

一引}
, 簇 l,

。

f
。
一 ,

。

了l
, + }}窟

。

卜多f }}
,

上式右边第二项是

l少
:

f一牙了l
, ( }!多

。
一牙 l, .}fIM

当 ” 趋于无穷时显然是趋于零的
.

第一项是

1{少
。

f
二
一多

。

f }}
, 簇 !】少

。

}}二 l{f
。
一f l}, ( (!}多 }!, + z )If

。

一 fl,

当界 , oo 时
,

也是趋于零的
.

证毕
.

定理 3 若 l刀一 D }!, , 0 (
” , OO )

,

则有

}},
ft

一牙肠, , 0 (
n , oo )

证 由定义
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}}亨
,
一牙 }}, 二 s o p l}牙

,

f一少f ]{
,
/ l}f fl,

若令h 二f/ }f l,
,

则

l少
,

一夕 }}二 = s u p l,夕
。
h一少h l!,

h( M
,

{ihl }皿一 1

这样
,

任给
。> 0 ,

一定存在 h〔M
,

}Jh ll, 二 1使得

l牙
,
h一牙h }1,

> 肠少
。
一少 !! , 一 。

/ 2

又由定理 1 知存在 占> o ,

只要 }D
”

一 D I
「

, < J
,

则有 {y
。

一 gll
, 二 11牙

。
h一 牙h }, < 叮2

,

而且由

于 lh l, ” 1
,

占与h无关
,

于是有

}}少
。
一牙 }}, < 。

/ 2 +
。
/ 2 二

。

证毕
.

由上面的定理
,

我们得 到 下 面 的 结 论
:

当 !{D
,

一D }, 、 0 (
n

一

, oo )
,

}If
”

一f } , , o (
,

。叻 )时
,

有方程

、

,
产、,产亡J1 .了.、‘、了

篡
Z

D
”

(二 )
一

篡
2 ,
一f

·

(X ,

之某边值问题的解在
扮。 oo 时

,

收敛于方程

毖
一

。(二 )
篡

2
一

, 一‘(戈 ,

满足同样边值问题的解
.

有了这个结沦
,

我们可 以用各种方便 的办法
,

造出D
。

(劝来逼近 D (幻 (当然是在 有界可

测 函数空间中的逼近 )
.

然后算出原方程的逼近解
.

叶开沉教授便是用阶梯函 数 D
。

(二 )来逼

近 D (二)并把方程(4 )之解作为方程(l) 的近似解
.

如果方便的话
,

也可以用折 线 D
。

(幻来逼

近D 。)
,

一般说来或许更为精确
.

注 用初参数法求方程(4 )的解
,

其结果与文仁l] 的结果一致(参看文〔3」)
.

2
.

有集中力的情形

不失一般性
,

我们假设在点% 二 c处有一个集中力的情况
,

即考虑方程

篡
:

一

。(二 )
篡

2
一

。

一
“(二一 , p

其中截二一 。
)是手 函数

,

它是最简单的广义函数 (或分布)
.

此外
,

我们还考虑方程

苏
D

,

(二)
纂

如
一

“‘
一

,”

( 6 )

( 7 )

其中 D
。

(x )是 逼 近 于 D (二)的阶梯函数
.

文〔3 〕中用初参数法求解(7 )得 到文[ 1〕中同样的结

果
。
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+ 艺 丈二一 a ‘}
’

毛a , 一 c 卜
‘

(占
‘一 d , 一 :

)簇(二一 a ,
)
a+ s(二一。‘)

名
(a

,一 c )}j (s )
f一 二

其中
, o ‘.《

c是紧靠
c 的点(见 [ 3〕)

.

下面我们要类似地证明方程(7 )的某一边值问题 的 解
,

在 l刀
”

(幻一刀(x) }, , o (
n , oo )

时逼近于方程(的满足同边值条件的解
.

事先引入下列记号

少。 = {夕}v
,

v ‘ ,

D g l,
〔C (〔o

,

Ij)
,

(Dg
l,
)
‘

分段连续}

若v :〔少刀
, , v :

〔少刀
2 ,

则

11夕
: 一夕: }}分垒{ }I夕

: 一夕2
11
2
+ {I梦; 一 g ; 11

“+ llD 心竺一D
Zv官!}

2

+ }!(D 心誉一D
Zv瞥)

尸

】}备}“
2

其 中卜}!是在C 中的范数
,

}
·

l, 是在M 中的范数
.

同样定义两个算子夕
,

和少
2

之 l’ed 的尺度

I{牙 : 一牙 : !‘。== 臀p { }Iy
: 一y :

!l; / p }

或 11牙 ,一 夕2
!I奋二 钾p { }!夕

,
一 梦:

】{奋

IP I= l

于是我们又有

定理4 若当 , , , 时 }D
。
一D I, , 0 ,

则方程(7 )的某一边值问题的解在 n , 、 时逼近 于

方程(6 )的同一边值问题的解
.

证明 因为方程(6)
、

(7 )的右端是一 样 的
.

因此(刀褶公丫= (刀, “

)
产 ,

D 心登~ D 酬
.

它

们都是对右端积分一次和两次的结果
.

占函 数积分两次之后是连续函数
.

以后 的证明同定理

1
.

证毕
。

有集中力矩的情形
,

相 当于方程(6 )的右端还加上一项一 d
尸

(二一 a) M
.

这里夕 (二一 a) 是

小函数截劣一a )的一阶导数
.

它使梁的剪力出现间断
.

当然
,

这个导数是广义函数的导 数
,

仍然是一个广义函数
.

它异于 截 x 一a )
。

这时方程(6) 的左边也应当看成广义 函 数
.

按广义

函数的运算法则
,

其积分应当是d函数
,

再积分一次成了 H e
av isi de 函数

.

然后按普通的函

数积分下去
.

同前面的处理一样
,

最后转角总是连续的
.

推导过程这里略去了
.

乡
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