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摘 要

在 U p d at
e d L a g r a

ng ia n 率形式下
,

研究了大变形弹塑性率问题的对偶极值变分原理
.

证明

了变分泛函的凸性取决于一 个所谓的间隙函数
.

一
、

引 言

大变形经典弹塑性率问题的变分原理业已得到广泛的研究 (参见 [ 1〕)
.

然而此问题中的

一个重要性质
,

即变分泛函的凸性却被忽略了
.

这一性质是分析变分解的存在 性
,

唯一性的

关键所在
.

本文正是试图利用现代凸分析理论予以研究解决
.

在三维欧氏空间中
,
令参考构形 多

”

及 当前构形J 分别对应于二组独立的笛卡尔直角坐

标系
:

L o g r a n
ge 系 笼X

。

} 朴
一

、E ul e r
系你

‘}
.

它们相应的基矢量分别为 G
。

和 g ‘
.

于 是 物体

由J
。

变形到 ,
一

可以被描述为
:

x 二 x (X )二 X + u (X )
.

(一 i )

引入参考构形多
“

中的梯度算子 V
“
=

成

a

aX
G

。

和 J 中的V = a劣‘ g ‘, 于是变形梯度张量可 以写

一
.

a 劣、
,
_ ~

⋯
r

,

_ ~

r = x V
沙

摺 0 v- g ‘四肠
一

二 I十 u V
”

= 厂 ‘, 。
g
‘

囚切
。

LJ “ l a

(1
.

2 )

对于许可的变形
,

F 是非奇异有限的
, 于是有

F

一
x v 一

货
G

·

。。4一 ,一“v
(1

.

3 )

G r ee n
一

L a g r a n ‘ia n 应变张最定义为

E二 三〔。
, ; 一〕二冬〔v

O u + 。v
。
+ (v

o u )(。v
。

)〕
乙 ‘

(1
.

4 )

郭仲衡推荐
.
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.
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在有限变形理论中
,

常用的应力张量为 C a
uc hy 应力为可 = a ‘, g ‘À g , ) ; Pi ol a 应力 T (“介

。

口。。G
。

)和K i r e h ho ff 应力 S ( = S
。

, G
。

À G , )
.

其内在矢 系为
:

a 二 jFSF f = jT 三, ( 1
.

5)
T , FS二J ( F

一 ‘。 )
.

( 2
.

6 )
S = J (F

一 , a F一 , ,

)二 F 一 ‘T ( 2
.

7 )

此处 了为体积元变形前后的体积 比 , J = 1/]’
.

另外
,

在讨论势能率问题时
, 常用到加 权 的

K ir e hh o ff 应力张量 S二J 仃
.

, 令。
。及厂

。

为参考构形J
。

中的物质体积和边界
, 。及厂为少构形中的体积和边界

.

不计

体积力
,

平衡方程可以写成
:

a
·

V 二 0 (在日内) ( 1
.

8 )
T

·

V O = 0 (在O
。

内) ( 1
.

9 )

( Fs )
·

v 。= 9 (在‘2
。

内 )
·

( 1
、

10 )

在以上涉及的应力张量中
,

只有 C a
鱿五y 应力具有直接的物理 意义

:

当其作用在当前构形分

中的单位矢量 n 上时
,

其给出单位面元上的接触力
:

a n = T (在厂
。

上 ) ( 1
.

11 )

令N为分
。

中单位法向量
, a

为变形前后的面积效
,

于是有
:

T N二 FSN 二T 二 a T (在厂
.
上 ) ( 1

.

12 )

在加载过程中
,

若真实表面力T给定 , 则 L a g : a n g ia n 类的表面力T
。

将取决于构形的变形
.

于是参照当前构形J
,

边界条件应为
:

仃n = T (在厂
.

上) ( 1
.

13 )
u ” o (上厂

一

上 ) ( 1
.

14)

此处 厂
.

U 厂
。= 厂一a口

.

二
、

势能率及控制方程

本文将使用所谓的 U p d a te d L a gr a共gi a n
格 式 描述弹塑性率问题

,

亦即当前构形之后

的无限小变形状态了
‘

中的场变量以毋为参考构形
,

而
.

巨多中的场变量均为已知量
.

令v表示

物体质点 由J 到毋
‘

的位移率
,

在
、关于坐标二‘ 一阶导数精度下

,

应变率应为
:

D 一 l(
, v + v , ) 一L一 。 (在“内, ( 2

.

1)

此处 L一 、v为速率梯度
,

。一

; ( 、v 一 v 、) 为旋率
.

令 ‘一 ‘一 D a 一。。表示力口权 K ‘r c hh o “应

力张量的 Ja 住m a n n
率

, 于是有
〔’」

份= 号一 D a 一仃。 (在口内 ) ( 2
.

2)
宕一号一。。一。o (在。内 ) ( 2

.

3)

对于经典弹塑性介质
,

根据 H ill 〔“」,

有势能率夕存在
,

并满足

( 2
. 4 )
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“一

凌
L‘, , : D ‘, D

一雪“
一D , ‘

,
’

此处 L‘, 。:
为瞬时弹性模量张量

, 并假 设为在 ij。盯 变换下正定 对 称 的 ,

“ , : D , :是正和负
, 从,

为应变率空间中垂直于弹
、

塑性交界超平面的张量
.

、2
.

3 )
, 若势率亡对 号存在

, 则同样存在着才和珍
:

律二 夕一 口 :
(D D )

(2
.

5)

a = 1 或 O 取决于

考虑到方程(2
.

2)
,

(2
.

6 )

护,

介 _ ,
。 、

、 ,

1 _ , . , . 、

u = F 一 O : L u . )一
。 仃 : L ‘

一 ‘ )
乙

一才 +

;
。 :

(L
,
L , (2

.

7 )

并且满足
口才

“
一

ao

a珍

一 a L ,

(在口内) (2
.

8 )

(在口内) (2
.

9 )

对于合理的材料
, a才(D )/ a p为单调算子

, 满足 <D
,
一D : , a分 (D

:
)/ aD 一a才 (D

:
) / a D>》 o ,

亦即分(D) 为凸的
.

利用 L e
ge

n d r e 一
F o n o h e l变换‘” , 可 以得到律(O)的共辘函数

:

律
,
(宕)= s o p {<宕

,

。)一律(。)卜 (2
.

1 0 )
D

于是我们有(2
.

8 )式的逆形式
:

o 、 口珍
‘
(宕)

口份
(2

.

1 1 )

由于 亡 表示为参照于构形毋的 L a g r a n g ia n 应力率 , 则率平衡方程可写成
:

士
·

V = O (在口内) (2
.

12 )

相应地边界条件应为
:

士n = T

V = 0

(在厂
.

上 )

(在厂
。

上)

此处 T 表示构形由牙变形到毋
‘

时表面力的变化
.

对于死载荷力系
〔3 , , T 恒为零

.

力系
, T 不仅取决于表面载荷强度的变化

,
.

同时依赖于表面力变化方式
。

注意到式(1
.

6 )
,

有
士二 F云+ 户云= J (F

一 ’
吞)+ j(F

一 ’o )+ J (户
一 ‘口)

此处J与F是在毋
,

中参照于毋而度量的
,

且了一 tr L J ~ tr L ,
户二LF二L , 于是有

士二云+ L。= 户+ (t
rL )口一L。 (在。内)

因此平衡方程(2
.

1 2 )可以写成下列形式
:

(2
。

1 3 )

(2
.

14 )

对于一般

(2
.

15)

、.声、、/、,
产

八b阳2001孟, .孟,
.
二

:
O

O自n乙,臼
J

了、
J

r、了气

二
·

v + (L。 )
·

v ~ o

瓮:
一 “‘, , ,

一
0

(在口内)

(在g 内)

由(2
.

9 )式
,

本构方程可方以表示成
:

⋯
日律

,

_ ~
, 、

口 = 一Lt r L ) 仃 + L 口 + 。L
‘

+ a。
、

又住‘廿四 ) (2
.

19 )

于是大变形弹塑性率问题即为求速度 v ,

应变率。
,

应力率* 或资
,

或 云
, 并使其满足
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几何方程(2
.

1),

本构方程(2
.

8 )
,

平衡方程(2
.

1 2 )
,

边界条件(2
.

1 3 )
,

或(2
.

9)
,

或(2
.

1 9 ),

或(2
.

1 7 )
, 或 (2

.

1 5 )
;

(2
.

1 4 )
.

三
、

加载系统的描述

在平衡构形多中
,

具有外法线向量 n 的单位面无承受表面载荷 d p 二T d厂 可以表小为
.

d P一 T d厂 = (}}T }!J厂 )T / !}T 11二 (
v d厂) t (3

.

1)

此处 , 二 }T }》 0 为载荷密度
,

t二 T / }{Tl }为沿T方向的单位矢量
.

令 砰表示为d r 上包含 n 与 t 平面上切于线元 d L 的单位矢量
.

在平衡构形毋
,

中
,

变形

将d厂映射成d厂
‘,

相应的法向量 为 n , ,

同时将d L 映射成d L
, ,

相应的切矢量为林
‘,

并满足

dr
/
= a d厂 (3

.

2 )

d P
,
= bd厂 (3

.

3 )

t ,
= 丫t (3

.

4 )

此处 。 、

b 分别为面积率和线率
, 丫= 竹, g ‘因 g ,

为参照于毋的 L a g r a n g ia n 型反对称张量
.

它

们均取决对于由了到毋
‘

的变形
.

令d P
‘

表示为多
产

中作用在d r
‘

上的表面力
,

则有

d P
/
= T

产
d厂

,
二 (

, ‘d F
‘

)t
,
= a

(
v , d I’ )丫t

于是表面载荷率应为
:

‘户= (夕J丁
’

)t+ a (
v J厂)t+ (

, J厂)分t

二 (少/
v l+ 。I+ Y)T d厂 (在厂

.

内)

在 变形梯度率的一阶精度下
,
容易证明

。= tr L一 n Ln 二(d
‘, 一 n ‘n ,

)
v ‘, ,

八二 ((n Ln )I一 (V v ))n 二 (d
. , 。, 。。 , : 。: 一 。 , , ‘

)
。, 9 .

碑= (, v 一(。L卜)一)。= (
。‘, , 一占‘, “, v 。 , ‘拼:

)拜, g ‘

它们均为
v V 的线性齐次函数

.

令

Y(v V )= R ‘, 。‘v . , , g ‘À g ,

( 3
.

5 )

( 3
.

6 )

( 3
.

7 )

( 3
.

5 )

( 3
. 9 )

、 .

~ _ ~ a
民‘, = 1 ( 。‘。。, , 一 ”‘”, 。‘, o , ‘) + 找 ‘, , ‘J l , a劣

( 3
.

10 )

(3
.

11)

此处 R仃 , : 为四阶张量 , 于是表面载荷率
一

可写成

T ( v ) = T 。+ K ‘, v , g ‘
.

( 3
.

12)

其中 t
。
二匕/ , T ,

算子张量K‘, 取决于表面厂 上的加载条件
.

本文仅考虑保守加载力系
.

根据

S e w e llt ‘’,

载荷 ( 3
.

12 )作用在表面一质点x 上被称为保守载荷
,
如果存在一势函数

D = D ( v ,

x) ( 3
.

13 )

对于同一质点 x 且满足

未 a刀 _
从

。 。
一

, 、 ,
_ _

_ 。
、

一 卫
’

一
。 二 丰〔l一 卫 o v 二 0刀Lv . x ) 又V x 七I )
口 V

( 3
.

14)

可以证明
,
存在这一势函数的充要条件是

:

。2
’ . _ 。T , 二 。

a 口, 口。‘
( 3

.

15 )
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考虑到(3
.

1约式
,

不难发现保守加载意味着对称性
:

K ‘, 二 K , ‘

于是有
:

(3
.

16)

。
, 、

f 「二
.

1
. ,

1
,

。
L , Lv ) = 一 ! 1 I o v十

.

亏 y入 y l口 1

J 厂。L ‘ J
(3

.

1 7)

卜面将讨论几种重要保守加载情况
:

( 1 ) 限制性死载荷戈t =
c o

ns t , , d 厂巳知 )
:

沪 二而八封
丫 + 。
、dP 。 。

Td 厂

、 V /
(3

.

1 8)

此处
c 为一常数

.

该力系构成一 保守力场
:

刀 (, )一 {
_ 。, 、d了

1

J j
’

*
(3

。

1 9)

、.产、,尹
nU11,山今山

:
八J八」

矛
‘、‘几了

( 2 ) 静水压力载荷 (t= 一 n , v “ 翻P(t)l)
:

d P
‘

一 T
,
d厂

,

= 一 a
(Pd厂 )n

‘

(在厂
,

上)

注意到关系(3
.

7 )
,

(3
.

5) 式
,
有

、

T 二 一卢
n ‘g ‘一P (

。 , 。, , , 一 n ‘。, , ,
)g

‘,

当此载荷拓广 到整个表面厂
,

即构成一保守力场
,

相应 的势泛函应为
:

D ‘, , 一

{
厂 ,

,一
“r +

{
r ,

选
, 一(·, · , , ‘

一
, “‘

’

一

丁
r ,

‘一
d厂+

{
。

}
p (·

‘, , · , , ·-

一
, d r

( s ) 均匀法向加载力系(T “一
v n二 e o n s t)

:

d 户二 。J P
,

全二。T

相应的势泛函数为
:

n
, 、

I f
刀LV ) = 一 五 、

‘ J 厂 ,

, 、。。、r 一 {
,
。(, n )

,、r

, I
’ *

‘

、、j户了

2

z
�

R
+
R1

J

.z、
,止,目

这里 H 为r
:

表面的平均曲率
,

H “

( 4 ) 一 般法向加载
一

( T二 一 v n 二 e o n s t苏
J户二一 ( v j r ) * = 。( , d 厂 ) n + ( v d r ) (v ,

, ‘一占‘, 。, , , ) 。, 。‘,

其也构成一保守力场
:

。( , ) = 一 (
, R ( 、n )

,
、r 一 王(

, (。‘
, ‘。川一

。
川

。
川 )、r

一
、 一 ‘

JI
,

,
一

、
一

z 一

2. 如

四
、

对 偶 变 分 原 理

令扩为一 许可速度空间
,
澎

。

C= 澎为运动许可子集
:

扩
。 = 魂口〔犷 {粉= o 在厂

。

上}

于保守加载力系
,
串问题的总势 能应为

:

( 3
.

2 2 )

( 3
。

2 3 )

( 3
.

2 4 )

( 3
.

2 5 )

( 3
.

2 6 )

( 4
。

1 )
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p (
·

, 一

{
二

一

{
。

亡(
vv )d 口+ D (

。
)

律(D (
v
))d习+ G (v)+ D (

、
) (4

.

2 )

此处 G
:
犷

一, R 即是所谓的间隙函数
:

。(v )一 { {
。 : 〔(v , )(

、v )〕‘。
J 口 ‘

(4
.

3 )

它在 非线性变分边值问题分析中起到重要的作用
〔‘’.

定理 1 对于任意给定 的 v〔犷
。 ,

尸的临界点V 为率问题的解
.

并且若间隙函数G 是非负

的
:

G (
v
)夯。 ( V v〔犷

。

)
,

(‘
.

毛)

则临界点万使尸达到最小
:

P (寸)= in f P (
v
) (4

.

5 )
v‘砚

。

此外
,

若犷
。

为自反 B a n a o h 空间中的一有界子集
,

则问题 (4
.

5 )至少有一解
,
若间隙 函数口

为严格正的
,

则解必唯一
证明 易证由驻值条件 j尸(劝 = o 可得如下 E ul e卜 L叱ta ng ian 方程

:

”“

扩
)

一

)--. v -
(在习内) (4

.

6 )

a沙(L(v ))
己L

T 心在厂
,

上) (4
.

7 )

显然万为率问题的解
.

另外
,

由律和 D 的凸性
,

对于任意给定 的 、〔岁
。

及相关连的 。(, )
,

由物理关 系云(叻‘

a律 (石)/ 。。及 一少(、)= 。D (; )/ a
、 导致如下变分不等式

:

丁
。〔榨 (D (, ))一‘ (D (万))〕d“+ 。(

,
)一。 (; )

乡
J
。
‘(万 ,

:
(D (, , 一 D (万), ““一

{
:

,

,

全(, 一万, d r
(V , 〔犷

。

) (4
.

8 )

令 v = 寸十如
, 容易得到

“(, , 一 G (”,一

{
。 。 : 〔(v ”)(‘, v )〕d“+ G (‘, )

(4
.

9 )

将 (4
.

9 )式加入(4
.

8)式
,

并利用 G a u s , 一G r e e n
公式

, 整理得
:

尸(v)一尸(葫)) {忿(v )
:
(占vV )+ 。 : [ (V V )(dv V )〕卜d口

一 T 占vd厂 + G (占v)

口厂

rl
.

Jrl.IJ

一

丁
。 一‘, : (, (, )+ ‘, v ,“ ,

·

v〕d“+ G (‘, ,

/

+ }
_

〔。(云(、)+ ‘(, )。)一全〕。v‘r
J厂

.

二G (占v ) (V v〔岁
。

) (4
.

10 )



大变形弹塑性率变分极值原理

显然若 G (v)) 0 ( V v〔穿
。

)
, 即有

P (v )一 P (万)) O ( V v〔澎
。

)

此即证明万在犷
。

上使尸取极小
.

因为矛
。

为一 自反 Ban ac h 空间中一有界子集
,

论 , 极小化 问题 (4
.

5 )在矛
。

上至少有一解
.

若口(
、
)> o (丫 v(犷

。

)
, 则尸为穿

。

因此问题(4
.

5 )有唯一的解
.

证毕
.

(4
.

1 1)

根据凸分析理

上严格凸的
,

对于一般保守力系
, 欲求得 刀(

、
) 的共辆泛函是十分困难的

.

这里假设在加载过程中
,

表面力率T 是巳知的
, 则势D (v) 是 v的线性泛 函

.

此时尸可写成
:

“‘D
,

, , 一

{
。才 (D )d“ + ‘(

·
)一

{
了

,

,
? d厂 + 岁 ,

·

(
,
)

(4
.

1 2 )

梦吸
。

为子集岁
。

的指标 函数
:

梦吸
·

(, , 一{
+ 。

(当v〔犷
。

)

(其它情况 )
(4

.

1 3)

L e g e n d r e 一
Fe n e h e l变换 “’,

可求得刀的共辘泛函
:

中用其利

刀,
(息

,
u )= s u p s o p万{宕

: 刀。。+ {
, (感

·

v )。。+ !
_

一 , 云n、厂一 H (刀
,

, )下
、J 口 J 口 J l

’

沪

一

}
。
律

·
(‘, d “+ “

”, + 梦“
·

(宕
,
“’ (4

.

14 )

其中梦凡为子集刃
。

的指标函 数
:

笋凡(S
,

v) “
·

(当(S
,

v)〔刃
。

)

(其它情况 )
(4

.

15 )
+ 。

刃
。

为静力许可集合
:

刃
。
二 魂(云

, 、
) }(云+ (v v )。 )

·

v = o
(在 口 内)

,

(忿+ (v V )叮)n 一 T 二 0

对于任意给定的静力 许可场 (亏
, ,

)〔刃
。 ,

令

(在 厂
_

仁)卜 (4
.

1 6)

尸‘
(宫

,
v)二一 (4

.

1 7 )

于是有对偶变分原理
:

定理 2 对于任意给定的 (污
, ,

)〔云
。 ,
在静力许可场刃

。

中
,

p , 的临界点 (云
,

乞) 为率问

题的解
.

若G (v) 》 0 V v〔犷
。 ,

则临界点使尸
件取极大值

:

p ‘
(云

,

; )二
、。p 尸,

(亏
, v

) (4
.

1 8 )
(S

,
v
)(刃

a

此 外
,

若万
。

为自反 B a n ac h 空间中的一个有界子集
,

则极值问题 (4
.

18) 至少存在一个解
.

若

间隙函数‘(
,
)为严格正的

,

则解唯一
证明 这里仅证明若 间隙函数非负

,

则 (4
.

15) 式成立
.

由 律
,
的凸性

,
本构方程石=

旦憋
亏)一导致如下变分不等式

:

口 J

{
。 〔‘·

(‘卜‘·
(“, 〕d”》

{
。
”

:
(‘一‘, d“ (v ‘〔“ , (4

.

1 9 )

将(4
.

9 )加入(4
.

1 9 )式
,

利用 G a 二5 5 一 G r e e n 定理
,

有



6 2 4 高 扬 E
.

T
.

昂纳特

P赞
(S

,

v )一P 诀
(S

,
v)>

、仁(亏+ (vv )。 )卜全〕J厂 + ‘(6 , )
厂

口

I
J

+

二 G (占, ) (v (
,

息v )〔万
a

) (4
.

2 0 )

由于间隙函数的非负性
, 即得证 (亏

,

全)使尸
,
取极大值

.

证毕
.
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