
应用数学和力学
,

第 11 卷第 6 期 (1 9 9 。年 6 月)
A p p lie d M a the m a t ie s a n d M e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

三边夹紧一边自由的矩形厚板的弯曲
’

程昌钧 杨 晓

(兰州大学
,

t9 8 9年 8月2 1 日收到 )

摘 要

利用厚板的R ei s s ne r理论中的广义简支边概念〔‘’得到了三边夹紧一边自由受均布横向载荷作

用的矩形厚板的精确解
.

研究和考察了板的厚度对弯曲的影响及薄板弯曲的 K ir ch 五of f理 论的适

用范围
.

一
、

引 言

不计横向剪切变形效应的经典 K ir c hhof f薄板弯曲理论在板的厚度 h远小于板的其他特

征尺寸的情况下能够给出足够精确的结果
.

但是在某些重要的情况下
,

根据K ir o hhof f理论却

不能指望得到符合物理实际的结果
,

自20 世纪以来
, 许多人都研究了计及横向剪切效应 的中

厚板的弯曲并提出了各种理论
.

R o iss
ne

r
理论

〔2 , ”’是其中的一种
, 由于它具有一定 的精度而

又不
「

太复杂因而广泛 地用于解决中厚板的弯曲问题
.

基于 R “155 解
r 理论建立的边界值 问题较之由K ir o hhof f理论建立的边界值问题更为复杂

.

因为在边界值问题中包含了挠度不和横向剪力厂
: ,
厂, ,

所以求解这种边值间题也更困难
.

为

了求解方便
,

〔5〕和〔4」中的作者 引入了一个应力函数中
,

并把关于班
,
厂

:

和 厂 , 的三个祸合

的控制方程转化成关于班和少的两个非祸合的方程
.

即使这样
, 只有很少的文章 给出了根据

R e
iss ne

r理论得到的厚板弯曲的精确解
.

在 [ 5〕的基础上
,

〔1〕中的作者成功地提出了 厚板理

论中的广义简支边概念 (记为G SS B )
.

根据这种概念
,

原则上可以得到具有任意边界条件和

任意横向载荷作用的矩形板弯曲的精确解
.

在本文中
,

我们利用〔1〕中建立的G SSB和迭加原

理分析了三边夹紧一边自由并受一个均布横 向载荷 q 作用的矩形厚板的弯曲并得到了问题的

精确解
.

问题最后化为求解一个关于待定常数‘
,

b
” , c 。

和 d . , e 。
(

, , 川 = 1 , 2 ,

⋯ )的无穷

维线代数方程组
.

数值地研究了板的厚度 h 对于弯曲的影响并考察了K ir c h hof f 理论的适用

范围
.

二
、

问题的描述和求解

假设各向同性矩形板的长度
、

宽度和厚度分别为
a ,

吞
,

h
,

杨氏弹性模量和泊桑 比为E
,

.

叶开沉推荐
。
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.
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一般地说
, 求解边值 问题 (2

.

1 )和(2
.

2 )是很 困难 的
.

但是利用G S S B概念
〔‘’和迭加原理

,

我们可 以得到问题的解
。

众所周知
,

如果一个矩形厚板的某个边界
, 例如边界二二 。

,

是简支的
,

那么沿着这条边

界 ‘二 0 ,

相应 的挠度、 弯矩和乳角应为零
,

即我们有三个边界条件 W !
: 一 。

= M
:

{
: . 。
”月

, }
: 一 。

, 0
.

现在设边界二 = 。是一个广义简支边
,

这时仍有M
二

!
: _ 。

~ o
,

但沿此边界的挠度不和转角

几不为零
; 同时

,

与通常简支边一样
,

沿着此边界存在剪力犷
:

和扭矩M
, , .

根据这样的观点
,

显然 , 问题(2
.

1)
、

(2
.

2)的解可认为是下面四个问题的解的适当组合
.

(1 )问题 (I )的解 在这个问题 中
,

假设矩形板受了一个均布载荷 卯勺作用
,

并且四个

边界都是简支的
。

因此
, 边值问题给定为
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显然 ,

(2
.

G )的解可 以表成为
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.
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( 3 ) 问题 (m )的解 在这个问题中
,
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.
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( 4 ) 问题 ( W )的解 在这个问题中
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其中
,

d 。和 e fn 是待定常数
.

问题(2
.

3 0) 的解为
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容易看到
, 由(2

.

3 5) 给定 的邵和巾满足方程(2
.

1) 和 (2
.

2 )中的下面边界条件

班‘刀
, = 0 ,
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M
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.
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.
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.

5 )
,

我们得到如下方程
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容易看到
,

(2
.

4 0 )一(2
.

4 5 )是关于无穷多个常数
a 。 , b

。 , e , ,
d 。 , e 。

(
n , 爪=

和。。的一个无穷维线代数方程组
.

求解这个方程组
,
我们可以得到常数

a , ,

b
, , c 。 ,

因此得到问题(2
.

1) 和 (2
.

幻的解
.

(2
.

4 5)

1 , 2
,

二 )

d 。 和口。 ,

三
、

数值结果和分析

在实际求解(2
.

4 0) ~ (2
.

4 5 )的过程中
,
我们总是只取有限项

,

并得到问题 (2
.

1) 和(2
.

2 )

的具有足够精度的近似解
.

为此 ,
我们必须研究对方程组 (2

.

4 0) ~ (2
.

4 5 )应取多少项才能得

到满意的结果
.

对于 , = 1/ 3的方形板
,

我们对若干切
, n 的值在表1中列出了相应的结果

.

由这

个表看到
,

当取 30 项和40 项时相应结果之间是很小的
.

对于尸和M
:

(M
,
) 的最大相对误差分

别低于0
.

4肠和4帕
.

因此
,

取 40 项已足够了 , 即m ~ n二 4 0
.

下面
,

我们讨论矩形 板的厚度 h 对弯曲的影响
,

我们考虑如下 三种板
:

(1 ) 设 a
/ b = 1 且 v = 1 / 3 ,

( 2 ) 设 a
/ b= 0

.

5 且
v == 1 / 3 ;

(3 ) 设 a
/ b = 2 且 , = 1 / 3

.

对于这三种板
,

挠度和弯矩 的最大值随比值h/a 或h/b 的变化示于图2 ~ 7中
.

我们看到在每个

图的h/
。 = 0( 或h/ b = 0) 处都有一条水平切线

.

这条切线正是 由薄板的 K ir o hhof f理论得到的
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经典结果
.

由这些图
,

我们还看到本文结果 与由K ir o hh。“理论得到的结果之间的差在h/ a( 或

h/ b)簇 0
.

05 时不超过5肠
.

在这种情况下
, 经典结果是足够精确的

.

然而
,

随 着 比值 h/ a( 或

h/ b )的增加
,
曲线逐渐偏离由K ir c hh o ff理论得到的结果

.

这意味着
, K ir e h h o ff不适用于比

值人/
。
(或h/ b) 》 0. 05 的情况

, 因此 , 必须计及横向剪切变形对弯曲的影响
.

在表 2一4 中 ,
‘

我们还列出了 a/ b = 0
.

5 , 1 , 2 三种情况 下
,

珍(二
, b/ 2 )

,
M

二

(0
,

约
,

M
,
(二

,

0) 随二/a 和y /b 的变化
.

在表3和 4中
,

我们只给出了弯矩在仁0 ,

a/ 2 」上的值
,

这是因为

板的弯曲关于夕~ b/ 2是对称的
.

致谢 我们感谢兰州大学计算中心在数值计算中对我们提供的帮助
.
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