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摘 要

本文首先利用能量积分降阶广义经典力学的正则方程并得到广义 W lii t ta k e r方程
.

其次
,

将

场方法应用于求广义经典力学方程的积分
.

最后
,

举例说明新方程和新方法的应用
.

— 己 ! 性兰
.

、 J l 「 1

许多物理问题的微分方程是作为变分学 问题而出现的
.

1 8 4 8年一 1 8 5 8年由O。叩or Pa 助
: H 盆

和 Ja c o hi 开创的广义经典力学理论
, 近 40 年得到了很大发展

, 取得了许多重要结 果
.

在物

理学方面
,

特别在力学和场论中研究带高阶导数的 L雌ra 叱
e
力学

,
例如关于带二阶 导数的

电磁理论
‘”

.

在数学方面
,

近代几何方法的描述已有较好的结果
〔2 ’.

但是
,

有关广义经典力

学方程的积分理论还很少研究
.

本文 涉及广义经典力学的积分理论
.

首先
,
建立广义经典力

学中的正则方程并给出能量积分
,

利用这个积分降阶正则方程而得到广义W hi t ta k e r
方程 ;

其次
,
将场方法推广应用于广义经典力学

,

建立一种新的积分方法
、 最后

,

举例说明新方程

和新方法的应用
.

二
、

广义经典力学中的正则方程和能量积分
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三
、

广义W H IT T A K E R 方程

现在利用能量积分(2
.

1 1) 降阶正则方程(2
.

5)
,

设由(2
.

1 1) 可解出广义动量P : ,

K (夕
二、⋯

,
夕二

十 , , 。‘,

⋯
,

。。 十 。 ,

人)+ 夕
,
= 0

微分形式

P; J g x + ⋯ + P。
+ 。

d g 。 十 ,

+ hd t

可写成形式

并写成

(3
.

1)

(3
.

2 )



6 3 2 梅
‘

凤 翔

P
:
d g : + ⋯ + P . + ,

d g 。 * ”

+ hd t一K (P
Z ,

⋯
,

P。 + , ,

g : ,

⋯
,

q 。 十 , ,

h)d口
,

(3
.

3)

其中将(q
: ,

⋯
,

q 。 + 。 ,

PZ ,

⋯
,

P。
+ , ,

h
,

t) 当作Zm + Zn + 1个变量
.

与形式(3
.

3 ) 相应的微分方程

为

(
r 二 2

,

⋯
,

m + n
)

K
J

价口
�

日

一一一
P,qlddd q , 口K

一

甘ql = 浪而
,

d t aK
一

而
: “二西石 ,

(3
.

4 )
八U

一一
一

dh一顿

( 3
.

4 )中最后两个可由方程组分出
,

因前面 ( 2州 + 2。一 2 )个方程不 含t ,
而八为一常数

.

于是
,

原方程( 2
.

8 )可用下述方程替代

OK d P , 口K
口夕

, , J q l
= 一a q , (r = 2

,

⋯
,

。+ n) ( 3
.

5 )

我们称方程 ( 3
.

5 )为广义经典力学中的广义W h it t a k e r 方程
.

原方程 ( 2
.

8 ) 的阶为 2 ( m + ,
)

,

而广义W h it t a k e r方程( 3
.

5 ) 的阶为( 2 , + 2瘫‘2 )阶
.

因此
, 方程降低2阶

.

特别地
, 如 , ~ l, n = 1 , 则方程( 3

.

5 )成为经典力学中通常的W hi t ta ke r方程
t吕’.

进而
,
如果K 中不显含q , , 则 ( 3

.

5 )有能量积分

K + h,
= e o n s t ( 3

.

6 )

类 似于上述方法
, 方程( 3

.

5 )可借助积分 (3
.

6) 再降低 2阶
.

四
、

场方法对积分广义经典力学方程的应用

文献〔4〕给出了积分经典完整非保守 系统方程的场方法
.

下面将这个方法推广 到 广义经

典力学中
。

将方程( 2
.

5) 作为场方程来研究
,

其中q ,

称为坐标
,

P
,

称为场动量
.

将一 个场动量
,

例

如户
,

当作依赖于时间 t ,

坐标 q
,

和其余动量P
Z ,

⋯
,

P。
+ ”

的函 数
,

即

P、二 u
( t

,

g , ,

P
a

) ( r = 1
,

⋯
,

m + 件 ; a = 2
,

⋯
,

tn + , ) ( 4
.

1 )

将其对 t 求导数并利用方程 ( 2
.

5)
,

得到

一 兄 ( 4
.

2 )nU

一一

不Lqa口
+

乙Lq�口口U九a
,卜」记丹口HP.彻aq.

我们 称拟线性偏微分方程( 4
.

2 )为基本偏微分方程
.

若方程 (4
.

2 ) 的完全解表为形式

P、= u
( t

,

a , ,

P
。 ,

C ,
) (r 二 1

,

⋯
,

挑+ 。 , a 二 2 ,

⋯
,

m + 。、 A == l
,

⋯
,

2 (二+ , ) )

( 4
.

3 )

则将 (4
.

3 )代入 ( 4
.

2 )使之成为恒等式
.

令初条件为
g
一

( o ) ” g , 。,
P

,

( o ) 二夕
, 。

(
r 二 1

,

⋯
,

。 + , ) ( 4
.

4 )

将( 4
.

4 )代入 ( 4
.

3 )
,

可将一个常数
,

例如C , , 用 g , 。, P
, 。和其余常数二

, ( B = 2
,

⋯
,

2 (仇+ n ) )

表出
,

这样
,

( 4
.

3 )可写成

P
:
= 。( t

,

g , ,

P
。 ,

C a
) ( 4

.

5 )

容易证明
,
方程组 ( 2

,

8 )相应初条件( 4
.

4 )的解 ,
可由( 4

.

5 )以及对任何常数值C ,
的〔2 (二



广义经典力学中的广义W hi tta ker 方程和场方法 亏“

+ n )一 1〕个代数方程

口u
/ 口C

, 二 o (B = 2
,

⋯
,

2(m + n
)) (4

.

6 )

来确定
.

场方法 比通常的H a m il tQn
一

Ja c o bi 方法有如下优越性
: 1 )场方法的基本偏微分方程(4

.

2 )

是 拟线性的
,

而H a m il to n 一
Jac o bi 方法的方程一般是非线性的

, 2 ) 场方法可灵活选取场动量

或场坐标
,

基本偏微分方程可建立在任何一个场动量上
,
也可建立在任何一个场坐标上

.

对

具体问题可选一个较为方便 的场动量或场坐标
.

场 方法的主要困难在于求 基 本 偏 微分方程

(4
.

2)的完全解
.

但是
,

只要求出完全解
,

不用任何进一步积分
,

便可真接得到 系统 的运动
·

五
、

算 例
, 、

,

设 L a g r a n g e 函数为

1
. 。 .

1
. 。 , 、 _ 、

乙一 石 al 梦
一

十
n

婉夕
一

Lal
,

气一U )
乙 ‘

(5
.

1)

我们来建立问题 的广义W hi t tak
e r 方程

.

我们 有

口L
一

d 口L
_

⋯ 口L

丸一 妙 一 dt 仰 一 a ‘犷一 a Z

功 八一妙 一 a ‘鲜 (5
.

2 )

令

q 丈= 夕5 q Z” 夕

那么 , H a m ilto n 函数为

H = 一L + P : 9 2

+ P : 梦= 一 (a ,夕
2

/ 2 + a Z梦
“

/ 2 )+ P
, q : + P : 妙

由(5
.

2 )第二式得

梦= 九/凡

将 (5
.

5 )和 (5
.

3 )代入 (5
.

4 )
,
得

H = P : q : 一 a : q 委/ 2 + P ; / 2婉

正则方程(2
.

8) 给出为

(5
.

3)

(6
.

4)

(5
.

5 )

6 )

d P :

一 , 一

官犷- 一尸‘T “‘叽
(5

.

7 )九
�

凡
一一顿

�

dt
q一一

dq
一

dt

因月不 含t , 故有能量积分

H = 一h

即

P : q : 一孕
: q孟/ 2 + P ; / 2“ : = 一 h

由此解出P ;
为

P : = (一 h+ a : g 里/ 2 一 P ; / 2 a 2
) / q

:

于 是

K = 一P , 二 ( h一口, q 全/ 2 十 P ; / 2兔) /乳

广义W h i t t a k e r 方程 ( 3
.

5 )成为

( 5
.

5 )

( 5
.

9 )

( 5
.

1 0 )

吻
_ 鱼竺_

_

如
_

d q
一 口九 一 a : q :

办
2 _ _ a兀 _ 1

_

(
d q : 一 口q : 一 q 委\

1
拄十

一

万J l q 主十
‘

( 5
.

1 1 )



肠4 梅 凤 翔

方程(5
.

1劝的阶为2 , 而原方程的阶为4 ,
因而降了 2阶

,

进而 ,

因K 中不含q : ,

方程(5
.

1 1) 仍

有能盆积分

K = 一瓦

且p

(h一a ; g 孟/ 2 + P ; / Za :
)/ q

: ‘ 一h : 、

(5
.

x Z)

这样
,
问题可归为求积分

.

实际上
, 由(5

.

1 2 )得

九 == 士笼2凡(口
:。: 22 一h,。: 一冷)}+

‘ ,

(5
.

1 3 )

将(5
.

13 )代入(5
.

11) 第一式并积分
,
得

。, 一 土f
a : 。:

干2
。:

(冬
a :。
卜、

:。: 一 ,、下
一

十 d 。:

J 气 、 乙 , 夕
(5

.

1 4 )

将(5
.

13 )代入 (5
.

的
,
可将P :

表为q : 的函数
.

下面用场方法来求解正则方程(5
.

7 )
.

令

q : = u
(t

,

g : ,

P , ,

PZ
)

则基本偏微分方程给出为

(5
.

1 5 )

口u ,

口“ P
: .

d u , ‘ , _ _ 、

毋
一

个 匆
:

一

吸 宁 。九 、一劝甲 “ :叽 , 一、: = v (5
.

1 6)

令(5
.

16 )的解有形式
·

, 二f
:
(*)+ j

:
(t)q

Z + f
s

(t)p
, + f

4
(*)p

:

将(5
.

17 )代入(5
.

1 6)并比较自由项
,
含q : ,

P , 和P : 的项
,

得到

f
、= o ,

f
: + a :

f
‘一 1 = o ,

j
。
一 f

‘= o ,

f
‘+ f

Z
/ a : 二o

其解为

j
、== C ,

(5
.

1 7 )

(5
.

1 8 )

‘
2 一

合I
C Z一 (al c 4一‘,

江乏〕
。·p

]之豁
,

〕
+

合[
C

:

+ ‘一C心一1 ,
之委J

二 p

[
一

J乏
,

]

ja 一

扮一红
C Z一‘粤c. 一 , )

指卜心黔]

一杏[
c Z+ ‘一C 4 一 1)

J到
。
二卜之乏

,

z}
‘

+ C
3

+

身
-

“一

坑{
‘一

; !
C 忍

汀会
一 (一C‘一‘)j二

p

l之乏
‘

〕
+

凌
一

〔
C

Z

了二:
+ ‘一C

4
一1 )
le

·p

[
一

之耍
,

]}

(5
.

19 )

于是

。:
二 u二 C

,
+ 〔C : e h心 反:

/可 t一(a : C‘一 1 )
sh 斌 云洒‘

t〕。:

+ (一/ a :
)〔t一c : e h 斌

.

舀)而丁矛+ (a : c一 1) 斌 云
:

两



广义经典力学中的广义W hi t ta k e r 方程和场方法 63 6

·h、 试瓜
一 ,〕, ; + (C舟c2 / a !

),
1
+

决
〔1 一C : 了

一

瓦了舀牙
~ s h斌万

:

了可t + (a ,
C

‘
一 1 )

e h 斌司可
t〕夕

:

(5
.

2 0 )

令初条件为 t = 0 , q : 二 q : 。, P
,
二P , 。, g :

七 q Z 。, PZ 二P : 。, 则由(5
.

2 0 )解得

C x二 q : 。
一C : g : 。一C oP : 。一C

‘
P

z 。

将伍
.

2 1 )代入 (5
.

2 0 )
,

得

(5
.

2 1 )

。: 一 。一。: 。一c : 。: 。一e 。,
: 。
一e

4
,

2 。
+ 「e

Z e h
了, ,

L , 一
仗2

一‘alC
‘一 ‘)

一

了妙
,

〕
。么 +

二【
‘一C 么·“

了之
‘

.

al惋l
才

闷

(5
.

2 2 )

由(4
.

6 )给出

日u
/ 口C

:
二 O, 口。/ aC。= 0 , a u

/ 口C
‘
= 0

且口

一q 名。+ q Z·h

之舒
‘一

盒
C h

之之
‘+

一

崔:一、
P:

a la Z

s、
了可

,二 ”

才, 9 2

一P l 。+ P : = 0 (5
.

2 3 )

由此解得

一Pz0 一 “
顽

。么 8 “

众
‘ +

心Pls h

扮
+
Pzc

h

之黔
一”

P I = P一
。

q Z一 p Z 。 ·h

了乏
‘一 p l。

了者
Sh

之之
, + q Z 。、、、一h了炭

‘

p Z一、立
:

‘p Z。 ·h

之炭
‘+ 。2 。·h

了众
, (5

.

2 4 )

、..

!
l气

.

厂
!!

+

督(
‘一 ch

摄
,

)

将(5
.

2 4 )代入(5
.

2 2 )
,
便得

。! 一 ql0 +

飘
‘一

心
s h

概
‘

)
+

指
。2 0 S h

之知
+

一

飘
·h

之会
一 l

) (5
.

2 5 )

于是 ,
(5

.

2 4 )和 (5
.

2 5 )是问题的解
.

场坐标的取法 (5
.

1 5)是 比较方便的
, 如取 P :

或九则较为复杂
。

、



飞葱已
’

梅 凤
一 、

翔

参 考
.

文 献

·

[ 1 ] p o d o 卜ky
,

B
. ,

A g e n e r a H : e d 6le‘t r o dy o a m ie s ,

1
.

N o 。一 q u a n t o m
,

1
.

Q o a n t u m
,

P甸
5 .

R ‘。
. ,

召5 (1 9 4 2)
,

2 2 8一2 5 5
。

[ 2 ] D e L ‘o n ,

M
、 a 二 d P

.

R
.

R o d r iq u o s ,

G e n e r a l‘“d C la : s玄e a l M e e h。。ic s a o J F ie了d

丁人诊o r,
,

N o r t卜H o lla n d
一
A 位s te r d a 皿 (1 9 8 5 )

.

’

〔3 1 W hitta k o r ,

E
.

T
. ,

A T r e a 才5 5。 如 A o a l, 才‘e o l D 夕”a m ies, Fo u r th e d itio n ,

C a m b r id‘e

(1 0 5 2 )
.

〔‘〕 V u ja n o , 16
,

B
. ,

A fie ld m e tho d a n d its a p p lie a ti o n to the t五e o r y o f v ib r a tio n 。,

I n *
.

J
.

N o ”一L ‘n e叮 材e c 而。n ie气 19 (1 , 合4 )
,

35 5一 3 0 6
.

G e n e ra liz e d W hitt a ke r E qu a tion s a n d F获e ld Me tho d in

G e n e ra liz e d C!a ssic a !
·

Me c ha n ie s

M e i F e且 g 一盆ia n g

(B e ‘j‘, 口 I , s宕i*u 才e ol 丁 e c h o o 考0 9 ,
,

力时j‘n g )

Ab $tr a et

T h生5 p a Pe r Pr o se n ts the e n e r g y In te g r al in g e n e r a li名。d e la ssle a l m e e五a n 主c s .

T h e

玉n te g r a l e o a ble s u s to r e d u c e 户 g iv e n c a n o n ic a l sys te m w ith 卫” o r d e r to a n o tli e r sys ,

tem w 至th o n ly (2。一 2 ) o r d e r a n d t o o b t a in g e n e r a li名e d W li itt a k e r e q u a tio n :
.

A n d th e n ,

th is p a Pe r e x te n d s a fie ld m e tho d in te g r a ti n g t五e e q u a tio n : o f m o tio n fo r ela s s互e a l

血 e e ha n le s to g e u e r a li吕e d c la s s ie a l 过 e e ha n io s
.

F in a lly
,

th玉5 p a p e r g iv 七5 a n e笼 a . Ple

to illu str a t e th e a p p l主e a tio n o f the s e e q u a tio n s a n d 比 e field rn e th o d
。


