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摘 要

本文用圆型限制三体问题的Jac o hi 积分来建立一个测检函数
,

用于确定测试质点作类行星 运
动时能否长留于一个确定的区域 (可称为稳定域 )

.

经用电子计算机检定
,

对于质点作准圆形 轨道

的情况下
,

质点作类逆行行星运动的稳定域远小于质点作类顺行行星运动的稳定域
.

这说明 了 逆

行行星存在的可能性很小
。

一
、

圆型限制三体问题的Ja c o b l积分

除了水星和冥王星以外
,

太阳系中各大行星的偏心率e及轨道面对黄道面的倾 角 i都 很

小
,
因此它们的轨道可以近似地看成同平面中的同心圆

.

设想有一个质量。 为无限小的质点

q在某一行星尸附近运动
,

那么这质点在太阳和行星尸的引力场 中的运动是个限制三体问题
.

如果行屏p 的轨道是个回
, 那么质点。的运动存在着下列Ja co bi 积分“ ’.

毛
一(, : + , + 。 一万

不暑舞
公味牙

G M
, m

一护
一

(杯舀不云百牙千矿干矛
-

一坦蔡(二
‘+ ; ·)二 ,

‘
(1

.

1 )

式中 M和M
,
分别是太阳 S和主行星尸的质最

, a 二 S尸,
原点O 是太阳和主行星的公共质心

,
“

轴穿过 s 和 尸,
‘

口= M习 (M + M刃
, h是积分常数

, Q, 是 行星p 绕0 的淆速度
.

令

戈 = aX s 口二 ay , 2 二 a Z
.

将 (1
.

1)除以m a Z o Z , 并应用 K e p le r第三定律
a . o Z二G (M + M

,
) (1

.

2 )

我们得到

丈2 + Y , + 名
z

2 0 2

1一 U

万了无不面
二+ 犷‘平才

“

X 急+ Y
Z

2
H (1

.

3 )

式中

U
一斌 (无二1 + 娜

至干
二

夕
‘

下矛

H ~ h/ m
a , o, :

令
l一U U

犷 ‘ 一不充蔽可蔽嘀万
玉“
一万诊月

二

不打户不沪
二

不玄落
X

“

+ Y 名

2
(1

.

4)

3 9 1



3处 注 家 珠

T
,
二 (玄

, + 夕
, + 少)/ 2扩 (i

.

幻

其中 厂的物理意义是包括末项离心势位能在内的位函数
, T

,

是相对于转动坐标系的动能表

式
。

则 (1
.

3) 可写成能量积分的形式
_
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.

4 )知道厂在(一U
,

0
,

0) 和(1一 U
,

O
,

的是两个奇点
.

不过事实上这奇点是不会出现的
.

因

为太阳和行星都有一定的大小
,

质点不可能进入太阳和行星的内部
.

犷在劣轴上的值可 由下式计算

犷
.
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太阳系中
, 质量最大的行星是木星

,

星的(X
,
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‘
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.
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解上式可得到图 1 上的厂
二

的三个极大值点
:

L1
,

爪和乙
: .

它们是方有引力和 离心力的平衡点
,

亦称 L a gr
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.
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迥绕着这两点有两个小行星群

, 天体力学家们己对它们有大量研究
, 但对本题内 容 不 起 作

用 ,
‘

因此略去不谈
。

应用木星的U
,
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.
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,

对X O Y面上的犷来说是鞍点
.
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各行星的厂
‘的大小随U 而变

,
但各行星的五个L

点的犷的大小顺 序仍保持不变
.

现在讨论U , 0的极限情况
.

此时
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这极限情况有应用的价值
.

但是对于真正的U 二 o ,
这五点乙都消逝 了

.

而犷的形状如环形山
.
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二
、

H ill 曲面和 H ill 曲线

对于H 为某一常数时
, 方程(1

.

3 )确定了在空 间的一个曲面
.

如果T
,

= o ,
这曲 面 称 为

H il l曲面
.

任一平面与这曲面的交线称为H ill 曲线
.

现在要作出H = 犷 : 的图线
.

为此在图 1 中的L
,

点作水平线厂一犷
l , 交曲线于 a ,

b
, c 和d 四

点
。

它们的X 坐标可 自下式求得
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.
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这样我们可自图 1 和图 2 上定义出三个区域
:

属于主行星尸的内行星区
,

卫星区和外行星区
.

图 2 就是对于木星的H ~ 厂; 的H il l曲线
.

若在 内行星区的星体它的相对动能 T
,

< 厂
1
一 V 则它将长期停留在这区中

,
.

除非有 系外星

卫卫星区区 卫卫星区区

图 1
’

对于木纽的(式
,

厂 )曲线 图 2 对于木皿以H = F ,

在平面 (X
,

Y )上的H il l曲线

体的侵入
,

扰乱了原有力学体系
.

同样在卫星区中犷 + T
,

< 厂
:

的卫星亦将永远留在卫星区
。

对于犷
1

< 厂+ T
f

< V
Z

的星体有可能出现内行星和卫星作相互转变
.

对于厂 + T
,

> 厂
2

的星体 ,

将成 为外行星
.

-

因U 很小
,
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,
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这曲面对X OY 平面成对称
。

其最高点的Z 值
一
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,
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.
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.
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.
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.
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如图 3 中的点线所示
.

我们知道在内行星区的天体对转动坐标系不可能是静止着的
,

即有 T
,

牛 0
.

因此内行星

存在的区域更要变小
.

这是本文 内容 的观点不同于 H ill 理论的主要观点
.
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三
、

质点对于转动坐标系的相对动能表示式

当测试质点远离L :
点的时候

,
它的运动轨道看作

“

以太阳为焦点的一个椭圆
”

具有高度

的准确性
.

设质点运动的轨道的半长径为a ‘,
它的平均角速度为叭
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·
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现在我们选择所要检定的情况是
“

质点的远 日点的位置正好在节线的垂线上
” ,

这时质点

的石
。

和 石。的方向互相平行
。
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,
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卜里纽乙州
日4 洲试点的远日点在X OZ 面内的位标

设质点的轨道面 与X O y 面的倾角为‘
, 则由图 4 得
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,
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四
、

判别质点能否在稳定域中久留的测试函数

我们研究 目标集 中在主行星的引力对于其内行星和外行星的影响上
.

这样这二类行星的

a’年 a ,

因此“
‘
今。

.

(这条件就排除了对L ‘和L
。

点附近的小行星的研究 )
.

这样质点经 t二

2川(。一 。
.

) 的时间里绕转动坐标转了一圈
.

我们可以选质点的远 日点正好在X OZ 平面内的

情况来作出判别
.

对于 内行星令H 二犷
,

作标准
;
对外行星改用H = 厂: ,

现在用下列函数F作

为槛定一个质点在某主行星引
_

力影 响下的侧试函数
:
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,
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(A ) 对已知小行星的验证

( i ) 对2号小行星 Pal las 的槛验
‘“’

-

-

一它是木星的内行星
, a .

二 2
、

7 7 1 8 A “
,

除以木79 8

星的 a ,

得R = 0
.

5 3 2 75
. e = 0

.

2 3 4 , i= 34
‘ .

7 9 8
,

对黄道
,

换算成对木星的轨道面
:

i二 34
‘ 。

7 98

一 1
. 。

3 0 5二 3 3
。 。

4 9 3
。

则

X 二R e o s i, y 舀。一 Z 二R o in i

算得 F = 一 0
.

0 8 4 1< 0
.

凡F < 0可以长留在域内
,
若F > 0 ,

则质点有 机 会可

以逸出域
。

(11) 7 1 9号A lbe r t

—
a .‘ 0

.

4 9 6 5 9 , e 二 0
.

5 4 0 6
,

i= 9
’ .

5 2 (其中
a ,

i 已经折算T )
.

算

得F = 一 0
.

5 48 < 。,
亦属稳定

.

(B ) 用浑次通近法求F o o的R值

用 电子计算机打入适当的R 值到尸中
.

对内行星区尸很小时恒得尸< 0
.

增大R 可能得F >

0
.

如此 逐次逼近
,
使F o o , 达得所要求R 的位数为止

.

这样我们得出了表 1 的结果
.

在图3中

实线A D 是准圆形轨道 (用
e 、 O表示) 的最大半径的界限

.
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从表中看出
。

在 泣去 9 0
’

附近R 反而增大
,

这是 由于T
,

中的R c o s 矛> U 变成R co
s 苦< U 所致

.

这情况只产生在Z 轴附近
, 由于 F是用逐点计算的

.

事实上我们要的是整个轨道
.

所 以 我们

对表中最后三个角度取R 值约为0
.

3 5 7即可
.

因为质点可 由其惯性冲过小区域而不受 显 著 影

响
。

五
、

用电子计算机作图法

由于一般U 都很小
, 我们可 以略去 F 中的U

,

得到 F = O的方程

犷
1

(斌R )3 +
一

拼
1 k

R +
2 一 K

么

ZK
e o s f 一

(5
.

1 )

上式是心R 的三次方程式
, 它有三个实根

.

可将这三个根写成下列形式
:

斌 R 一 3广
’

。

冼
1厂

,

1 「
, _

/ 0
.

_ _ _ 。 ,

、飞

*
L
l + 艺 c o s

气3 + ‘艺。
一

”

)」 ‘八一 ”
,
‘

,

“) (5
.

2 )

式 中

“一 “0 5 一

1
1 + 2 7 (2一 K Z )

4 (厂
,

)“
K

Z e o s 艺i (5
.

3 )

应用上列两式
,
我们可以用 电子计算机直接描绘出(称R )的图线

.

只是精确度没有 逐 次逼近

法大
.

例如对木星
, 犷 , - 一 1

.

5 1 9 3 8 , e = O h ~ 2就可画出顺行 内行星的临界曲线如图 5 ,
它

和图3 中实线相同
.

如用 h= 0 , 则得外行星 的顺行圆形轨道的临界曲线BE
.

试比较表 1 中e ” o及 e ~ 0
.

05 两行
,

对于有相同 i 的 R 数据
,

可以看出
:

增大
。, 可以增

大抒星的稳定域
.

这样对最大的
。二 1得T

,

= 。
.

此时稳定域扩充到H ill 曲线
.

即由图3 的A D

线扩充到以 点线为界
.

事实上在 太阳系不会有很多天体它们有较大的
。, 否 则它们的轨道有

很多交点
,
经长时间后它们之间就会发生碰撞

.

经 1。。年的演 化
,
我们的太阳系目 前 基 本上

是稳定的
, 因为各夭行星的

。
和 i都很小而且各轨道的间距近似地适合B od

e
定则

.

值得注意
,

对于三体问题
, 不可能存在着圆形轨道

.

因为圆形轨道只有在中心力场才成立
.

所 以我们用

e 、O表示接近于圆形的轨道
.

我们可 以称它 为准圆形轨道
.

内行星轨道的最大半长径R ~ X ; , 此时 i= O及T
,
二。

.

因此

l一 U

X + U
一 X 二

。。 K 一x

之
X + U

1一 U
了闷K

对木星由此算得K 二 0
.

9 0 1 1 6 7 , 因而e 二 0
.

1 0 3 6 9
.

这是对应于木星内行星的最大半长径X
,

的

最大偏心率
.

对于小一些的R , e
值还可增大

.

六
、

逆行准圆形轨道内行星的稳定域

对于逆行行星的T
f

应该用 (3
.

3 )
.

由此用逐次渐近法求得
e 、 o 情 况下的 表 1 中

“

逆 行

(内)
”

的数据
.

对于BS
’

以上的数据尸
, 已和顺行的

e 、 o的R 很接近
.

对 于‘二 90
’ , 两 者 已

完全相同
。

由于‘< 88
。

的逆行行星比顺行更远离L
, ,
我们略去F 中的U 将会得到 比顺行的情况 更 满

意的结果
.

于是对逆行行星我们得到下列三次方程式
:



为什么在太阳系中全今尚未找到一颗逆行行星

(斌左)
, 一

上式只有一个实根
。

应用上式

厂 :

K
e o s 云

R 一
2一K

Z

ZK
e o s ‘

(6
.

1)

= 1(即
e = 0) 及 i二 o的简单情况

,

我们可用电子计算机画出所需的图线如 图 3 中的C刀
,

对于K

我们可将上式简化成

(材” ,
3
+

;
“ 一

;
一 。

(6
.

2 )

式中已用了犷
: 二 一 3 / 2

.

上式有一个实根材R = l/ 2
, 因之R 一 1/ 4

.

由于略去U 的作用是使逆

行 内行星的稳定域扩大
, 因此这个结果很有实用价值

.

从表 1 中看出
,
对于逆行内行 星 i二

20
“ , R 二 0

.

2 5 0 5 , 。、 o所 以对木星可适用范围是‘< 20
’ .

这样我们可得到结论
:

一个行星若

在它的内行星区存在着一个逆行的天体
, 那么它只能存在 于这行星半长轴的 1/ 4 以 内的区域

中
。

用上述结论向内递推如下
:

以木星的绕向作为顺行
.

那么在木星内大 于 心 / 4 一 5
.

2 0 3 / 4

= 1
.

30 A
.

u ,
从木星向内第一颗遇到是火星 (l

.

5 24 A
.

u
.

)
,

它必须是顺行的
.

再自火星内

推
, a , / 4 二 1

.

52 4 / 4 二 o
.

38 1A
.

U
.

于是地 球
, 金星

,

水星 (0
.

3 87 A
.

U
.

)都必须是顺行
.

再自

水星内推
, 0

.

3 8 7 / 4 二 o
.

09 7 A
.

U
.

以内的区域可存在逆行小行星
.

其次
,
我们自木星向外推演

.

4a
J 二 4 x 5

.

20 3 = 20
.

81 2A
.

U
.

这样土星 (9
.

5 39 A
.

U
.

)
,

天王星(1 3
.

18 A
.

U
.

)它们必须是顺行
.

否则我们自天王星开始 内推到木星
,
将产生矛盾

.

再

自天王星外推
, 4 x lg

.

18 = 76
.

72 A
.

U
.

这样海王星(30
.

06 A
.

U
,

)冥王星(39
.

44 A
.

U
.

)必须

是顺行
,

的 ,
若再 自冥王星外推 4 x 3 9

.

44 一 15 7
.

了。A
.

U
.

这距离以内必须都是顺行
。

现在 我们说明了
.

“

为什么太阳系中的行星都是绕同一方向旋转的
” .

再者我们还指出
,

逆

行行星可在 两个区域内寻找
.

(i) 很靠近太阳(小于o
.

09 7A
,

U
.

)
,

(11) 很远离太阳(在 157
.

76 A
.

U
.

以外)
.

这两个区域都很接近太阳为币心的中心力场
.

这样轨道面的任 何 朝 向 都 是允许

的
。

圈 5 用电子计林机绘制的月D 曲线
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