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摘 要

本文的主要目的是推广Bro w d e r [l,
2〕的结果

.

本文分四部分
,

首先我们介绍多值 (S) 及其(S )
十

型映象以及多值 (s)
,

(S )
十

型极限映象
.

它 们

包含许多单调型映象为特例
,

如极大单调映象一有界伪单调以及有界广义伪单调映象
.

在第二部分

我们定义 (S )型映象的伪度以及 (s )
十

映象的度
.

它们是 B ro , d e r 〔立
御 中度的推广

.

作为应用
,

我
们利用第二部分中的度理论来研究多值算子方程解的存在性 〔见第三节 )

.

获得一些 新的不动点

定理
,

一
、

定
’

义 及 记 号

设E 为自反Ban ac h空间
.

E ,
为其对偶

.

J
:

E , E ‘为对偶映象
.

以后我们用
“

”
,

表强收

敛
, “

一
”

表弱收敛
.

定义 1
.

1 多值映象T
:

D (T )c E , 2胖称为 (s )型的 ,
假如满足以下条件

。

(S : ) 对任一戈〔D (T ) , T 戈是非空有界闭凸的
,

(S : ) T 是有限维弱上半连续的
, 即对E 之任一有限维子空间 F

,

州
, :

D (T ) n F ” 2叶

是从E 之范数拓扑到E . 之弱拓扑上半连续的
。

‘“3’ 设‘j, )C= D ‘T ,
,
”一‘。,

f , 〔T ‘, ,

恕
《了, , “ , 一丸’一”

·

“lJ‘ , ” ‘。
·

‘近
, ’有子列

了
, 。一了

。〔T 劣。
.

如条件 (5 3 )换成下面条件

‘”
习

’, 设“ , ’仁D ‘T ’
, ‘, 一‘。,

f , “T ‘ , ,

娜
f‘

, ‘, 一 ’。’《 0
,

则 二 , ” 孔
。

(f,) 有子列j,
。一f

。( T 二
。.

则称T 为(S)
十

型的
.

易见(S )
十

映象必是(S )型映象
.

定义 1
.

2 多值映象T
:
刀 (T )c= E , 2 “份称为(S ) (或 (匀

+

) 极限映象
,
假如存在一有界

映象 (单值或多值) 犷
:

E ”E 份
使得T + 几犷对任一几> 0均为 (S) (或 (S )

+

) 映象
.

记为T , ·

定义1
.

3 映象族灌T
:

}
: 。 : 。, : , 称为(s ) (或(s )

十

) 同伦类
,

假如下面条件满足
:

(s : )
‘
犷

。x 是非空有界闭凸的
,

硬力(T )
,

t〔[ o
, z〕,
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‘”: ’‘ 对E 之每一有限维子空间F, 九 x

耳
”

,

月“
:

桑
,

孕几’nF) ”““ ,
是 从 积 拓 扑

【0
, 1」

‘

x E 到E . 之弱拓扑上半连续的
.

门曰t0

6

(5 5 )
产

(或(S , )二) 设 (劣 , )C= D ‘T
·

’
,

f
, 〔T

·, “ , , ‘, ”’。,

怒
‘f

, , “ , 一” , 一”‘或

恕
‘f , , ‘ , 一 凡)《0 )

,

则‘ , ”‘。且(f
, )有弱收敛子列j, 。去f

。
“T

‘。, 。·

定义 1
.

4 设T
:

刀(犷)C E , 2 “苦是一满足定义 1
。

1 中条件(S , ) , (S : ) 之多值映象
,
且满

足下面条件(Pa ) (或条件(P3 )
’

) , 则T 称为伪单调映象 (或广义伪单调映象)
:

(P3 ) 设(x , )C= D (T ) , 为‘凡〔D (T )
,

f, 〔T 构 (]’二 1
,

2
,

⋯ ) , lim (f , , 二, 一 二。)《o ,

, 一, 《力
’

则 (f
。, , 。一 v )《 lim (f , , 劣s一 v ) (V 口〔D (T ))

.

J一卜 〔幻

(P3
丫 设 (二 , )C= D (T )

, 二, ‘ 二。,
f , 〔T 二, ,

f , 、f
。 ,

lim (f , ,
为一 二。)《0 , 则 f

。〔T x 。-

J
一小 。〕

怒
(f‘

, ‘, )一 (f
‘, “)

·

众所周知
,
自反B o n a oh空间可以重新赋范使得刃及 E 井

均为局部一致凸的 (见〔1 1」)
,

所以我们总设E 及E 苦 为局部一致凸的
,

这时对偶映象 J 是双连续的 ,
因而我们有下简结果

.

命题 1
.

1 (a) 设T
:

D (T )C E , Z E 赞是有界广义伪单调映象
, 则T 是 (S)

十

极限映象 ;

(b) 设T
:

D (T )二E 、Z E 补是有界伪单调映象
, 则T 是 (S )

+

极限映象
.

(c ) 设T
:

刀(T )C= E , Z E 价
极大单调

, D (T )是闭凸的
.

则T 是(S )
,

极限映象
。

(d ) 设G f 刀(G )二E , 2 百釜是(s 》
,

极限映象
, T

:

D (T )= E , 2介是有界广义伪单调或

伪单调映象
,
或者极大单调映象

, 则T + G 是 (S)
’

*

极限映象
.

证明 在(a)
, (b ) , (c) 情形

,
我们可证明对每一几> 。, T + 几J是 (S )

十

映象
.

细节略
.

(d) 因(S)
,

映象之和总是 (S )
十

映象
,
所以结论成立

.

二
、

拓 扑 度 的 构 造

设E 及E . 同上
.

口C E 为非空有界开集
, F为E 之有限维子空间F , 口 门F 二口

, 铸小
,
j

, :

F , E 为自然含入
,
”

:

E , , F ,
为j, 之共辘映象

.

T
:

仃
, , 2 二 ,

‘

是一多值映象
.

我们称T , 二

”T
:

订
, , 2’

,
为T 之G a le r ki n 逼近

.

易见下命题成立

命题 2
.

1 设T
:

屠, 2 : , 是 (s )映象
,

则T , = 玲T
:

仃
, , 2 二 , 是紧凸值上半连续映象

.

引理 2
.

1 假设 ,
: :

灯 , 2 : 气 t〔ro
, i」

, {犷‘}
, 。 : 。 , : ,

是(s )同伦类
, 则

(i) 记T
‘, , 二介 T ‘:

汀
, , Z F , ,

泛 [0
, 习

.

则 T
. , , :

〔。
, 1」x 灯

, , 2沙是紧凸值上半

连续的
.

’

(ii ) 尹为E 铃
中零元

.

设尹戍T .
归口)

,
泛 [0

,

1〕
.

则存在一有限维子空间 F o
C E

.
、

使得

对E 之任一有限维子空间F , F o
c= F

,

有尹戍T
‘ , ,

(口口
,
)

,

戈〔0
, 1〕

.

证明 由定义1
.

3易见(i) 成立
。

(认)假设结论不真
, 则对每一有限维子空间F

o

C= E
.

存在E 之一有限维子空河F
,

F oC= F
,

t。(〔o
,

z〕
, , , 〔。口 ,

c= 口g
,

使得0铃〔T t。
, , (介)

.

令砂F .

二 {(t
,
劣)〔〔o

, 1〕x a口
:
日f〔T

‘

(二)
,
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使得(f
,

幻 ~ o
,

(f
,
的二o , V 。〔F 。}

,

易见牙
, 。非空 ,

令评尸
。

表班
, 。

在 E 按弱拓扑与 〔0,

1〕之积拓扑 [0
, 1〕x E 中之闭包

。

现在考虑下面集族
’

了二灌评尸
。:

Fo c= E 任一有限维子空间}
.

易见 n 评F0 子功
,
令(t

: ,

气)〔 n 诊F0
,

对任
砰凡 )梦 矛F0 〔梦

一
”〔E

,

选取E 之一有限维子空间F
,

使得
v〔F , 劣 ,

〔F , 因此存在(t ”
, , ,

)〔平
,
(j = 1’ 2,

⋯ )
,
f , 〔T , ,

(二, )
.
二, 一二: , , , 、 t: ,

(f
, , 二 ,

)= o ,

(f
, , 二 ,

)二 o ,

(f , , 。
)= o (j二 i

, 2 ,

⋯ )
.

因此 lim (f
, , 戈 , 一 二 ,

)= D ,

故二 , , 戈 :〔口口
,

(f
,
)有子列f

, 。一 f〔T r: (二
;

)
。

因此 (j
, 。

)=
, . , 仁润J

0 ,
这蕴含尹〔Tf

:

(x
:
)

.

矛盾
,
引理得证

。

M a

下 :

由引理 2
.

1知
,
若 T

:

仃 , 2“是(S )映象
.

尹寺T (a 。)
.

则尹 聋T ,
(。。

,
)

.

F 充分大
.

由

【。’
拓扑度d( T , , 口 , , 口勺有意义

, 因此我们可定义T 之伪度
‘

(记为尸一 d (T
, 口 , e份))如

尸一“(r
, “ , 0·, 一

{
(若 3 有限维子空间F 。,

使得 d (T
, ,

一

口, , e钓今 0
,

F为包含F
。

之任一有限维子空间 )

(其它情形)
易见下面性质成立

:

命题 2
.

2
.

(
a
)

p 一‘(J
, “

,

”,
, 一

{
(8

份〔J (口))

(尹戌了(订))
,

(b) 若P 一d (T
, 口

,
0勺笋 o ,

则尹〔T 劣在口中有解
,

(
e
) 设{T , }是 (S)同伦类

, 6 .
去T

。

(a口)
, t〔〔0 , 1〕,

则

P一 d (T
: ,

口, 8朴)二P 一 d (T
: , 口 , 0朴)

.

现在我们来定义(S)
,

映象的拓扑度
.

首先我们给出如下结果

引理 2
.

2 设F是一有限维空间
.

口c F 为有界开集
.

爬口
.

T
:

灯 , 2F
‘
为紧凸值上半连

续映象
,

F 。
为F 之真子空间

.

。, 二。门F
。
笋小

,
T F 。

二伟
。

T
:

汀F0 , ZF产为T 之 G al 盯k in 逼

近
.

若 d (T
, 口

,
O勺铸 d (r FO , 日凡

,
0勺

, 则 日二〔胡
,

,j( T x ,
使得(了

, x )( o,

(f
,

的二

0 , V 刀(尸。 .

证明 因F为有限维
,

故可设F 为 H ilbe rt 空间
.

此时F ~ F气 j氛为投影尸
:

F , F 。 .

令

F : = F e F O,
因而F = F 。¹ F : , 设 B :

为 F : 之单位球
, 则口: = 口尸

。¹ B :
为F 之开子集

,
现在

定义T ; :

汀
: , 2帐口下

:

T : (u + 。) 二 T F o u + v (屹习尸
。, 。〔石: )

因此有

d ( T : , 口: , 9 ) 二d ( T F 。,

习尸
。, 口) 祷 d ( T , 习

,

口)
另外 ,

我们定义全
:

仃 , 2, 如下
:

九二尸T “+ (I 一P) 。 (屹口 )

易见

J ( T ; , 口 : , 夕) ~ d ( T ; , 口 n口1 , 0 )
, d ( 犷, 口

, o)二 d (乞 目几口
: , 。)

.

现在考虑同伦类王T
‘: 0 ( t簇 1} ,

其中
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T
‘:

万门刃), 2 , ,
乙

。二 t乙
。+ (1一 t) 少。

,
·

“
桩甭n瓦(0《t《 1)

.

易见

1〕, 则 u 。〔尸。
n 口自口

: 且0〔T 。。。, 因此有

d (护
, 口, o)= d (全

,
口 门口

, , o)= d (T
; ,

口 n 口
: , o )二 d (T

, ,
口: , o )

= d (T 凡
, 口。,

0)
.

故

d (全
,
口

,

0) 沪 d (T
, 口

,

0)

令
月 t(

u
)= (tl + (i一 t)尸)r

“ + (1一 t)(了一尸)
。

(。〔仃
,

由(
,
)知存在 t;〔〔0

, 1〕
, u ,

曰口使得 o(H t; (
u ,

)
, 因此存在f

:〔T u : .

使得

t ,
f

, + (i一 t,
)Pf

,
+

’

(1一 t :
)(I一 P )

。: ~ 0
.

这表明 (f
; , 。

)二 o ,

V v (F
。,

(f
; , “:

)( 0
.

证毕
。

o〔T , 。“。, to〔〔0
,

二 d (T
。, 口。,

0飞

(
,
)

掩〔0
, 1〕)

引理 2
.

3 设 {T t卜
。。。。, 、: 是一(S )

,

同伦类
, 且 8补去丁

:

(口口)
,

V 掩〔0
, 1〕

。

则存在一有限

维子空间 F
。

使得对任一有限 维子空间 F o F
。,

d (丁
: , , , 口 , ,

0勺 有意义且不依 赖于 t 及

F
.

证明 用证明引理 2
.

1同样的手法
,

假设结论不真
,
定义集合牙

, 如下
:

牙
; == {(t

, x )〔〔o
,

1〕又 口口
:

3 f〔T
。

(‘)
, s o e h th a t (f

, 劣)簇0
,

(f
, v

)” o ,

V v〔F }

由引理2
.

2知牙
, 非空 , 从而存在 t。〔〔0

,
1〕及 u 。( a口

.

使得0 . 〔T , 。

(
。。
)

.

与假设矛盾
.

由引理 2
.

3 知
,

若 T
:

灯、 2 “ , 是一(s )
十

映象且尹住T (a。)
, 则我们可定义T 之拓扑度

d (T
,

口
,

尹)为d (T
, ,

口 , , e舟)之共同值
.

定理 2
.

1 拓扑度d( T , 口
,

e勺有如下性质
:

d ‘J
,
“, “· , 一{

(若0璐〔J(口))

(若0 , 健J (仃))

若d (T
, 口 , 0钓 价 。

,

则 尹〔T x 在口中有解

、J
产
、,
了

a,O
了‘、了.、

(
c
)

’

设道T
: : o簇 t《 1 }是一(月)

+

同伦类 , 口釜带T
。

(a口 )
,

泛〔0
, 1〕, 则 d (T

; ,

。, 0釜 )=

d (T
。, 。 , 口赞)

.

(d ) 设。,
U 。

:
节。

,

。
:

门口: 二小
, 贝伏

d (T
,
口

,
0势)= d (T

, 习 : ,
口份)+ d (T

,
口

: , 夕费 )
.

命题2
.

3 假设T
,

是一(s)
,

极限映象且尹诺T
。

(口口)
,

则有

(i) 3 久。> o使得尹诺(T + 几。)(口口) (硬(o
,
泥
。

))
;

(11) 对几
, > 0

,

兔
2

> 0 ,

{T + (以
: + (1 一 t)元

:

)
v : 0( t《 1 }是一(S )

+

同伦类
。

现在我们能定义(S )
十

极限映象的拓扑度
.

设T
。

是一(S )
十

极限映象
,

尹 法T
,

(口口)
,

我们定义T
,

之拓扑度如下
:

“(几 几 “,
)一欺 ‘(T + 娜 众 “‘ ).

我们可以证明拓扑度d (T
。 , 习

,
e+) 有如下性质

:

命题 2
.

4 (
a
)若 d (几

, 口
,
口补)子。

, 则 g 公〔T
,
口 ,

(b) 设r 如 T 己是两个(S )
,

极限映象
, 且 尹 法

一

口一 矛了万只豆研)了己
,

则d (T 告
,

口 , 0补 )
t([ 0

. IJ
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。 d (T : , 口, 0 .
)
;

(c) 若口
:
U认= 岛 口 :

门风= 小
,

则

d (T
, , 口 ,

尹 )二d (T
。 , 口 : , B.

)+ d (T
, ,

认
, 夕. )

.

由命题 1
.

1易知如何定义有界伪单调映象 (或广义伪单调) 之拓扑度
, 细节略

。

下面我们将定义形式为 T 十 T
:

之映象的拓扑度
,
其中T 极大单调

.

T ,
为有界多 值 (S )

,

映象
.

用T ‘
表T 之 Yos id a 逼近

.

R * 为豫解式
.

引理 2
。

4
.

设T
:

D (T ), Z E 补
极大单调

.

若劣〔D (T )
, 则T ; , , 了当其几, 0

.

其中 f〔T , ,
酥f皿二二 in {皿g 朋

, g 〔T 二}
。

证明 由T 之单调性知

I}R
; x 一 x {!

2《一久(R
; 劣一夕,

‘

夕)一 (戈一 夕
, T (R

; x 一劣 ))

(V 劣(D (T )
, , 眨D (T )

, 夕〔T g )
.

( I )

因此

IIT
* x 皿《m in { }}g t卜 g 〔T 戈}二 nf皿

.

由( I )知几, 0时
, R * 戈、二

.

不失一般性设T : 二一f
。

当其几, 0
.

因(g 一 T : x , v一R ; x )》o , V 涯D (T )
,

班T 夕
.

我们有

(夕一f
。, 夕一劣)> 0 (V 滩D (T )

,

g 〔T y )

由T 之极大性知f
。〔T 二

,

由E , 之局部一致凸性得了
。二了

,
故少江 , 了当其 几, 。

.

引理 2
.

5 设a ) o ,
刀< + OO

, 几〔[ a ,
刀〕

,
若B 是D (T )之有界子集

.

则 存在 N (a
,
刀

,

B )》 0 ,
M (a

,
刀

,
B )》 o , 使得

拍T
; 二幼《M (a

,
刀

,
B )

,

nR
‘二 l!( N (a

,
刀

, B ) (几〔〔a
,
口〕

, 二〔B )
.

证明 由( I )式可得结论
。

引理 2
.

6 下面结论成立
:

lim T : , 二 T *。劣 ,
lim R ‘戈二R ,产 (几

。) o
,
劣〔刀(T ))

.

几”凡
。 又, 久.

证明 由T , 之定义以及T 之单调性有
, 二 ,

。
、 , ,

。 、 、 。
、
一 几一只

。 , , ,
。

、 .

。 ~

LJ 气找“戈一 x ) 一 J L式几
。x 一 戈 ) , 式“劣一川

。x )气一疏石一 LJ ‘式之, 劣一 劣) , “‘二一代几
, 二)

(公R
: 二一劣 l}一 犯凡

。 x 一 x “)
吕
《(J (R

; x 一 x )一 J (几
. 劣一劣)

,
R ; 劣一 R 、

。劣)
,

故有

“R : 劣一 , 朴一 {}R ; 。 劣一到广(
几一凡
久
。 (J (必

。二一二)
,

刀: 劣一成
x )

.

由引理 2
.

5 我们得

11也 鱿R
; 劣一 戈蕊二 “几

。 , 一 劣翻
,

几, 孟。

lirn (J(RA
. 劣一 劣)

, R : 书一 男 )= 砚R ; 。二一 戈 }!
2 .

几咔几.

由E之局部一致凸性
,
得

R ‘
(二), 凡

。

(劣)
, T :

(劣) , T几。(劣)(当其久, 几。时 )
.

引理 2
.

了 {T , ; : + (、一 , ),
:

+ T : } , (to
.

门是(S )
+

同伦类
,

其中凡
, , 人: > 0

.

证明 只需证 T , , ,
: + (; 一 *, ),声, 一T t内 + (: 一 t。)两戈。 (当其劣, , 劣。

,

ts , t。时 )
.

事实上
,
我们

有
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T * , 之t + (卜 t , )几
: x , 令T t 。之: + (l一 t。)孟: x

。 .

为简便起见
, 记矛, 几: + (1一 t,) 几

:
为心

, 由引理2
.

5我们知 (T心x, )有界
, 故我们有

lim (T ; , 浑 , 一 T 久一戈。, , , 一 戈。)二 0
.

夕- 卜 C。

为 = 几声
, + 心J

一‘

乃声
J , 二 。

~ 几声
。+ 幻J

一 ‘

八声
。

(i 二 1 , 2 , ⋯ )
因故

lim (T , ,
衡一 T , , 戈。,

R * , 劣
一刀, , 二。+ 几, (J

一 ‘T ,声 , 一J
一’T ; , x 。))= 0

.

, 一知。口

因而

lim (T 浇
s戈, 一 T 几, 二。-

, 峥的

汽, (J
一 , T 大, 二 , 一 J

一 ’T , , x 。

))= 0

由(I )得

( I )

由引理 2
.

4有T ; , 劣。, T ,。; : + (卜t 。)儿苏
。 ,

若0带磋(T + T :
)(。二)

,

、.产
‘
了、百坦丁/气

矛
‘、

!}T 几
, 琴,
挂, 肠T *礴

。+ (卜 t。)几
, x 。

}}
,

T ,声
,
(J

一 ’T 久, 二。), 口T *0 , : + (, 一r。),声。皿
2 ,

由E 铃 之局部一致凸性得

T 、, 劣 , * T 扣儿+ 、, 一f0) 石与 (j* 。)
.

命题 2
.

5 设T + T
: :

汀, 2 : , , T 极大单调
, T

、

有界 (S)
十

映象
.

N1J 刁几。> o使得 0长曦(T
; + T :

)(口9 ) (V 久〔(o
, 几

。

))
.

证明 设相反
,
有与, 0

.

(为)c= 口幻
, 二 , 、二。及九〔T

, 二, 使得

T 孟, 劣 , + f , 二 6釜

因T ,
有界

,
不失一般性

, 设T幻(勺)“巩
,
九一八, 一 “。.

因尸幻x , 二 二, 一‘J
一 ’v一, 。, = T , ,

(劣
,
) (j二 i , 2

,

⋯ ) 故

(
。, 一 j

, 二, 一几, J
一 ’v , 一二 )》0 (V 戈〔D (T )

,
f〔T 戈)

由(I )知
、

(T , , 戈 J , x , 一 劣。)+ (f , , 戈, 一 二。)二 o (j二 i , 2
5

因T : 是(S )
,

映象
.

故
‘

lim (f矛
, 二 , , x 。

)》0

J一卜 ) ,

易见

(V )

lim (T 火
,
(x

,
)

, 二, 一 x 。
)簇0 -

J
. 于。〕

11二 (T 只
, x , , 劣,

)( (
。。, 二。)

.

,
- 争C o

由(丁)有
v , , x ,

)》 (。 , , 兄, J
一 ’v , + , )+ (f

, 二 , 一几, J
一 ’v , 一 二)

,

故有
(
v 。, x 。)异(

v 。, 二)+ (f
, x0 一 二) (V 二〔刀(T )

,

f〔T 二)
,

(
v 。
一j

, x 。
一 戈)> 0 ( V x 〔D (T )

,
f〔T 劣)

.

因此二o
〔D (T )

, 口。( T x 。, 由引理 么
.

4 知八
,
(二

。
), g 。〔T 二

。.

因 (T石二
,
一 T , , 二。, 二 , 一 x 。

)》 O
,

故

lim (T 几
,
为

, 二, 一劣
。

)> 0
.

, 峥为

由(v) 气鳃 (j,
, 构一‘)动

·

故’, ”‘。〔栩
,

j, 一
”。

“
‘’。

·

因此

0. = T * , 劣 , + f
, 、 v 。+ (一

v 。
)〔T xo + T : x 。,
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这与假设矛盾
,

结论得证
.

由以上讨论我们知若 T + T : :

汀, 2沙
, T 极大单调

, T :
有界 (s )

*
映象

,

份口)
, 则我们可定义T + 兀 之拓扑度d (T + T : ,

口
,

e约为 d (T
; + T : , 口,

我们有下面结果

定理 2
.

2 (应)若 d (T + T : , 习 , 口资 )笋 0 , 则 0 . 〔(T + T
;

)二 在口中有解

4 1 5

8釜诺(T + T :
)

0朴)之共同值
.

d“
,
“, “· , 一

{
i (若0势〔J (口))

o (若夕
,
诺了(灯))

设{T
: :

0( t( 1 }为一族极大单调映象
,

假设下面条件满足
:

、.刀户、/ .
曰

bC了t、/‘、

( i ) 设 f , 〔T t,
,

“, (x , ) ,
f , 一f

。, , , 一 x 。, t, ” t0
,
义, > o , 久, ”久。〔〔o

,

+ ” )r

lim (f
, ,
二 , )( (f

。,
戈 。

) ;

子洲
卜。。

贝lJ

f
。〔T t。 x 。

且 (f ,
,
二, )” (f

。,
x 。) ;

(i i) ”乃
, ,

招
, 一 T 九

.

, 二刁”o 〔当 粉, 九, 二, ‘二。时 )
.

其 中Tf
,

, 为 T ‘ 之 Yos id a 逼近
.

假设{尸
. : 。《t《 1 }是一(S)

十

同伦类
.

笼尸
。

}一致有界 (不依赖于戈〔o
,

1] )
.

若 尹戌(T
:

+ 尸.)

(口口) (0《才《 1 )
, 则

d (T : + P : ,

口
,

8餐)= d (T 。+ P
。,

D
,

0份 ) ;

(d ) 若口 :
U D

Z
一口, 口 ;

n 口
: = 小

, 则

d (T + T ; ,

口
,

6关 )= d (T + T , ,

习 ; ,

B共 ) + d (T + T : ,

口 : ,

尹 )
.

二 证明 (a ), (b ) , (d )显然
.

现证 (e )
.

由引理 2. 5知条件(i )保证 。凡> 0’ 使得
‘

丫
.

e怜戌(T ,
.

* + P . )(口口) (几〔(o
,

久
。

) ,
泥〔0

,

l〕)
.

下证 {九
,

、+ 只
, o《t《 1卜为(S)

,

同伦类
, 元> 0

.

这只须证 二 , ‘二。
.

t, ‘t0 ,
f, 〔几

, 二 , 且

lim (T , ,
,

; (x , ) + f
, ,

, , 一 二。)《 o时 ,
有 二, 、 x 。且 (T *,

,

; + f , ) 有子列 T : ,。.

几劣, . + f一二石垮
, - 争 C幻

T t。
.

, 劣。+ Pf
。x 。.

因 {P 。
}是 (S )

,

同伦类
, 故 lim (f,

,
二 , 一 二。)> 0

.

我们有 lim (T , , .

; 二,
,
二, 一 二。)《0

.

由
I , 动 , , OO

。

(ii )知乃
,

,

}.( 戈 , )有界
, 不失一般性设乃

,
.

林 , 一f
。.

故
.

,

lim (T , , .

几二,
,
x , )( (f

。 ,
x 。)

, 一卜。。

令只, = 几((j~ 1
,

2
,

⋯ )由(i)得f
。
〔T l。劣 。

且 (T t , ,

, x ,
,
“ , )” (f

。 ,
x 。)

.

故 lim (f , , 劣r一 x 。)
, 今OO

= o
。

所以x , ”二。
,

(f
, )有子列 f

s 。一夕掩尸: 。 x 。 。

定理 2
.

2证毕
.

下面给出一有用之性质

定理2. 3 (仿射 同伦定理 )
。

假设T ; ,

T Z
极大单调

, 尸: ,

P :
为有 界 (S)

,

映象
。

尹戌(t(T :

+ P : )+ (i一 t)(T : + P Z ) )(口口 ), t〔〔o
,

i〕, 则

d( 兀 + 尸1 ,

口
,

0朴) = d (T : + 尸: ,

口
,

e肠)

证明 因tT : + (1 一t) T
:

极大单调
, 才〔〔o

,

1〕
.

用命题2
.

5之手法可证 日又.
> 。使得

0釜戌{〔tT
,
+ (i 一 t )全: ] ; + 〔tP

; + (1一t)P : ] }(a口 ) (t〔〔o
,

王〕)

井中 E(t 爪 + 牡一t)T 必 是必+(
1 一
t)T 侈卜ida 洱近

,

简记为几尸 ;为九之像解式
,
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由tT : + (l一 t) T : 之单调性有

班R 义劣一 劣I}
恶
《。兄(R

: 劣一v
,

g )一 (劣一 , ,

T (R 互x 一 x )) , 丫劣〔E ,

夕〔D (矛T : + (1一 t)T
:
)

,

死(tT
;
+ (i一 t)T Z )(g )

,

t〔〔0
,

1〕
.

因此 IR 生劣翻《M
,
M不依赖于 惬[0

,

1〕,
因

(J (尸介
二一 x )一了(尺互二一 二 )

,

R 全
x 一 R 孔二)《久( g 一 T全

二 ,

R全
二一 R 互二)

v 夕〔〔t :犷; + (r一 t : )T : 〕R 全(
二 )

,

T全
二〔〔t o T : + (l一 t。) zR全(

x )
.

令t, t。得 R 加、R 全
二

,

T 扭 , T妙二
.

假设x , 一二。, t一, t。,
f , 〔t , P声 , + (1 一 t , )凡x , 且

不石 ( r分
二 , + f

, ,
二 , 一 二。 )《 0

.

因魂护
二+ (l 一t) 凡}为(S )

,

同伦类
, 因此有

h m (f ,
,
二 , 一 戈。)> 0

.

j
‘

州卜‘二。

因 (T分
二 , 一 T厂

, x 。 , 二 , 一气)> 0
.

lim ( T分
二,

,

故有

x , 一 x 。

)> 0
.

所以

了~ , 以〕

lim (f
, ,

x , 一 x 。)= 0

, - 卜。。
(2

.

1 )

,

聆 (代
‘ , ,

‘ , 一 ‘。

卜
”

由(2
.

2 )有劣, , 劣。且 (f , )有子列f
, 。‘ f

。〔toP ; 二。
+ (1一 t。)凡劣。

.

(2
。

2 )

h m (式
‘ , , 一 T分

x 。,

R分
二, 一 R分

二 。

+ 泥(

由(2
.

2 )得

J
一 ‘T护

二, 一 J
一 ’T分

x 。 )) = o

, 一知 C民)

因 (T夕
二, 一T分

二。
,

R全
二 , 一Rt/ xo )> 0

.

故有

lim
了
一 卜仁减〕

(T分
二 , 一 T分

二。
,

J
一 ‘

T夕
二 , 一J

一 ‘
T夕

二。 ) = 。

因而 T分勺, T介,x 。.

这表明 {T 丈+ (tP
; + (1一 t) 尸

2

)}是 (S)
,

同伦类
,
我们得

d( T 、+ 尸
、,

口
,

口件)井d (T : + P : ,

口
,

e朴 )
.

证毕
。

由上面讨论知
, 若T J是一有界 (S )

,

极限映象
.

T 极大单调
.

尹戌( T + T 孟)(口口 )
。

则

〕几
。

> o使得尹在(T + Tl + 之v) (a 口 ) (几〔(0
,

几
。

))
.

故我们可定义T + T 孟之拓扑度如下
:

d (T + T 孟
,

口
,

尹 )二 h m d (T + T ‘+ 几v
,

口
,

0. )
.

几甲
) 0

下面我们将定义极大单调映象之拓扑度
,
首先给出如下结果

:

引理 2
.

8 设x, 一 x 。 .

J勺一f
。.

(“, )为一列严格减之正数列
,
使得

(编Jx 一‘J二
。 ,

, 。一劣砂《 0 (V ,
, ,
)

’

(2
.

3 )

则‘”劣。
.

证明 由(2
.

3 , 得
。. (J劣一Jx , , x 。一 劣。

)《 (。一
。。 )(J戈

. ,
劣

一
戈 .

)
,

故{ .勺胜}为有界增数列
.

卜 , }}含,
c ,
让。, 。 得

e 一(J二.
,
劣

一
劣。)+ e 一c一 e . f

。(劣一 )《 (。。一。. )[ f
。(‘ )一 c〕
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故
。. (J 劣一 二

一
劣。)《

。。(f
o

(戈 . )一 c )《 o ,
即 (Jx . , 戈

一
戈。)《 0 ,

一

因此有 lim (J劣. , 二

一
劣。)

《O ,
故劣 . 今气

。

引理2
.

9 设T
:

D (T ) , Z E .

极大单调
, 口c D (T )

.

其中口为非空有界开集
,
假设 尹浅

T (口口) , 贝一1存在
e 。> o使得0朴去(少+ 。J )(a口) (V 。〔(0

, 。。))
.

证明 假设相反
,
存在 (劣, )C= 口口 ,

幻‘丸
, J二 , 一f

。

以及严格减之数列 (。, )
,

匀、0 使得

0戈J x , + 。, J x , (j= l , 2 ,

⋯ )

因此有

(eo J 戈一
己.

J戈
。 , x 。一 劣 .

)( 0

由引理2
.

8得x 。

, 劣 。
〔日口 , 故有尹〔T xo , 矛盾

.

由以上讨论
,
设尹在T (口口) , 由引理 2

.

9知存在
e 。> 。

.

使得尹戌(T + eJ )( 沁) ( V 。〔(o
,

。。

))
.

故拓扑度d (T
,

口
,

决) ~ h m (T + 汀
,

口
,

0, )有意义
.

. 州
) O

现在我们给出极大单调映象拓扑度的一些性质
:

-

定理 2. 4 设T
:

口〔D (T ) , 2 “ ,
极大单调

.

( 。 ) 、(,
,

。
,

“·)一

{
(若 8份〔J (口 ))

(若 。,
戍了(订))

( b )

( e )

若d (T
,

口
,

8璐)今。 (则尹( T (口) ),

设T : , T : 极大单调
, 0朴戌

: 。

(tT ‘+ (l一 t)T : )(口口)则
冻

d (T ; ,

口
,

6. )二 d (T : , 口
,

8朴 )
.

( d ) 设口
:

U 口
: = D 且 D

:

n 口
2 = 小

, 则

d (T
,

口
,

0铸 ) = d (T
,

口
: ,

0朴 ) + d (T
,

口a ,

尹 )
。

三
、

对多值映象方程之应用

本节
,
我们将应用第二节的度理论来讨论多值映象方程解的存在性以及计算一个真凸下

半连续泛函f之广义梯度ej 之拓扑度

以下我们均设 E
,

E 气 习满足第二节条件
.

定理 3
.

1 设T + T ; :

汀 , 2产
, T 极大单调

, T : 为有界 (S)
,

映象
, 。 为 E 之有界开子

集
,
假设存在毖〔口使得

(f
.

二一牙)> 一班f朋!lx 一至}} (劣〔a口
,

.

f〔(T + T : ) (, ) )
.

则e. ( (T + T
‘

) (习)
.

证明 设
丁

. 苏二 t(丁+ T : )劣+ (l一 t)了(二一 : ) (关〔o
,

z〕
,

咬订)

易见夕
.
在T 。(a口) (o( 城 1)

.

由定理2
.

3得
d (T + T ; ,

。
,

0‘)二 d (字(. 一
, )

,

。
,

0 , )
, ·

易见

d (J (一至)
,

口
,

0书 )二 d (J (劣)一 J (牙)
,

口
.

口荟)= l
,

故有尹〔(T + T : )( 习)
。

证毕
。

定理 3
.

2 设T 极大单调
.

T 二为一有界(S )
,

极限映象
, 口为E 之有界开凸集

,
T + T 二:

口己E , Z E ‘ .

假设下面条件满足
;
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( i ) 若 x, 二二。,
方〔(T + T 孟)( 为 )

,

了, , 产
, 则P. 〔T + T 孟(劣。) ;

(11 ) 若 劣, , 气, 夕,〔T 二(劣, ), 夕, 一夕
。, 则夕。〔T 二(戈。) ,

(111) 若 为二‘ ,
f夕( (T + T 毒)(二, ),

则 lim 丈f , ,

构一 二。)> 0 ;

, 叫卜。。

(i , ) 存在 牙(口 ,
使得

(f
, 二一 : )》一 砚f臼卜一恋!} (戈〔。口,

则e. 〔(T + T 孟)(二)在口中有解
.

证明 令

T
. 戈二 t(T + T 二)(x ) + (l一 t)J (x 一至)

f〔(T + T 二)(戈) )

我们可设尹在

使得

T t( a口)
.

事实上
,
若有(为 )C= a口,

(花 [ o
,

1〕
,

珑仃)

x , 一二。, t , , 矛。
,

f, 〔(T + T 孟)(男, )
.

�U[0
e

t , f , + ( 1一 t , )J ( 戈 , 一 , ) , 口二

( a ) 若矛
。二 1 , 则j, , 尹

.

由 (i ) 知尹〔( T + T 二) (‘), 定理结论巳获证
.

( b ) 设t0 祷 1 ,
由(i i) 我们有

,

、

h m (j , ,

为一气 )》。
,

J - 卜 。。

故
怒

‘了‘构一”
, x, 一 ‘。’( 0 ,

因此
x,~ 砍‘

·

我们断定t。铸 。,
事实上

,
若t0 二 o , 则有 功〔T 幻

,
戮〔T 孟幻

,
九二如 + 川

,
因 T 咨有界

故t, 川 , 尹
.

因
、 .

( t , 口, 一t , f , 戈, 一 : )》 o
‘

其中 f〔T 云, 幻幻 , 一J (丸一幻
.

故有

( 一J ( 二。一忍) , 戈。一 派)> 0 , 即有劣。二至
.

这与毖〔习矛盾
,
故t。祷 0

.

因此j, , 一 (1 一 t。)芍卫J ( , 。
一幻 , 由 ( i) 得

1一 t o

t o

一

J (气一 矛)〔( T + T 孟) ( 二
。)

.

这与 ( ‘’ )矛盾
, 因此我们可设以

. 。

以
, : , r ‘(胡), 故存在丸>0

,
使得

8井去*( T + T 孟+ 元口) ( 劣 ) + ( 1一 t ) J (劣一至) ( V 几〔( o
,

几。)
, 劣
曰口 )

.

由定理2
.

3得

d ( T + T i + 孟口
,

口
,

8. )二d ( J ( x 一忍)
,

口
,

夕璐 ) 二 1 (几〔( 0
,

几。) )
,

这表明0 , 〔( r + T ‘+ 几。 ) ( x )在口中有解 (元〔( o
,

几。) ) ,
让几, o使用假设 ( i ) 知

’

口
, 〔( r + T J) ( 二)

在口 中有解
.

定理 3
.

3 设T :
刀、T )c E , 2“‘极大单调

,

汀c D (厂) , 。为有界开集
,
设存在 ,

朋
,

使得

(了
,
劣一 至) > 一砚f 肠妞劣一 , 肠 ( 二〔口习

,

f〔T 劣 )
,

则0 . 〔T 劣在口中有解
。

证明 令

T : 劣== tT 劣+ ( z一公) J ( x 一至) (o《K l ,

拢D ( r ) )
,

因T , J ( 二一 忍)极大单调
,
尹聋乙 (栩) (0 《城 l ) ,

由定理 2
.

4 ( 。) 得
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d (T
,

幻
,

尹)二 d( J (一
牙)

,

口
,

0釜 )二 1
.

故方程尹〔T x 在口中有解
.

推论3
.

1 设T
:

D (T )、 2 。‘极大单调
,

仃c D (T ) , 。 为有 界开集
,

e〔。 ,
假设 (j

,

x)

) 0 , v 二〔。
,

爬Tx
.

则。, 〔T x 在厨中有解
. ’ -

推论3
.

2 (B r o w d e r )
一

设T
:

E 、 2 , , 极大单调且满足 C o e rc 扮e 条件
, 则 T 满射

.

定理3
.

4 设f
:

E 、 R ~ (一 砧
,

+ 、 )为下半连续凸泛函
,

假设f(劝、 + 的当其 llx l, oo

时 , 则 〕r 。

> 0 使得

d (口f
,

B (0
, r )

,

口釜 )= 1 (任一
r > r 。)

。

其中 B (0
,

r) 是半径为
r 之开球

.

证明 因f
:
E , R 下半连续凸

, 故口f
:
E * Z E 关极大单调

, 又j( 劝 , 十 oo 当其卜朋, + OO
,

故存在
r 。> 0 ,

使得尹 戌口f(二) V 正E
,

I}戈I}>
r 。 .

设B (0
, r )为半径 为

r之开球
, r ) r 。, 则 0釜戌。f(。B (o

, r ))
.

另一方面
,
有 牙〔E ,

使得 f体 ) , in ff (x ) , 故 6朴〔口f归 ) , 牙〔B (o
, r ) ,

令

我们证6肠戌

T
:

二姆f + (1 一t) J (劣一 牙) ,

T
:
(口B )

.

设相反
, 刁x 。

〔口B (o
, r ), t。( [ 0

,

1〕
,

f
。
( af(二 。)

,

使得川�t0

仁

to f。+ ( 1一 t。) J (二。一牙) = 6气 即 f。= 一

因( f。一0气二。一 云 )> o , 故有

」二如
t。

一

J ( 二。一 牙)
,

(J 之二
。
一 至) , 二。一至) ( 0

.

即有 x 。
二 云

.

矛盾
,
故尹 戌

: 。

拟 T
‘

(口B )
.

由定理艺
.

4 得
1 ]

d ( 口f
,

B ( 0
,
r )

,

8价 ) 二d ( J ( 二一 派)
,

B ( 0
,
r )

,

0长 ) = 1

四
、

对不动点定理的应用

这一节中我们用第二节结果来研究一类多值映象不动点的存在性
.

以下设H 为一 H il b e rt 空间
,

定义4
.

1 多值映象T
:

D (T )〔H , Z H 称为伪 紧的
,
假如 I

~

T 是 (S)
+

映象
.

定义 4
.

2 多值映象T
:
刀( T ) c H , Z H称为伪压缩的

,
假如 I

一 T 极大单调

二定理4
.

1 设T
:

磨, Z H
伪紧

,
。为H 之有界开集

, 0〔。 , x 戌几T 二
, v 二〔祝

,

几e (0
,

l )
.

则 T在灯中有不动点
.

证明 令 T ‘
二 I 一 t少 (0 ( t《 1)

.

则 {T
. : 。《t《 1 } 为 ( S)

,

同伦类
.

不失一般 性 ,
假

设“戌
.

T x, v x 〔。 , 故0戌朴归。 ) ( 。《t ( l). 由定理2. 3知

d( I 一 T
,

习
,

0) = d ( I
,

口
,

0 ) 二 1

故存在 至〔习使得牙〔T 牙
.

推论4
.

1 设。是 H 的有界开凸集
, o〔口,

假设T
:

仃, 2 “伪紧
, T (a 。) c 。, 则T 在 订

中有不动点
,

推论4
.

2 设口为H 之有界开凸集
, e〔。

,

设T
:

灯 , Z H
伪紧

, 对 v 劣
曰。

,
f〔T 与 假设

下面条件之一满足
:

( i ) 日f .《 I劣口,
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(11 )

( i户

}}f l!《 }!f一 二}!
;

}!f l}
. “ ’( Ilf一 x }{

价‘含’+ }}劣 }}价 (, ’

其中 m (x )
:

定理4
.

2

。口、 (1
,

十oo )
.

则 T在订中有不动点
.

设 T
:

D (T )c H , 2 “ 伪压缩
,
仃c D (T ) , 。 为有 界 开 集

, 0〔。 , 对任一

“〔口口 , 义〔(o
,

1〕, 二戌几T x , 则了在习中有不动点
.

证明 因 I
一
T 极大单调

, 故 T
:
二 I一 tT 极大单调

, t〔〔0
,

1〕
.

由假设知 尹聋T
。

(a 口) ,

( 〔O
,

1〕, 由定理 2
.

4有

d( I一 T
,

口
,

0) 二 d (I
,

口
,

0 )二 1
,

这说明T 在口中有不动点
.

注
:

〔们中不动点定理是定理4
.

2之推论
.

参 考 文 献

B ro w d e r ,

F
.

E , ,

D e g r e e o f m a p p in g o f n o n lin e a r m a p p in g s o f m o n o t o n e tv p e ,

P r o e
.

N a t
.

A e a d
,

S e ‘
.

U S A
,

8 0 (1 9 5 5 )
,

2 7 7 2一 1 7 7 3
.

B ro 贫 de r ,

F
.

E
. ,

D e g r e e o f m a p p i n g fo r n o n lin e a r m a p Pi n g s o f m o n o t o n e typ e

d e n s e ly d e fin e d m a p p in g s ,

Ib id
,

8 0
,

(1 , 5 5 )
,

2 4 0 ‘一2 4 0 7
.

B r o w d e r ,

F
.

E
. ,

D e g r e e o f m a p p i红 9 fo r n o n lin e a r m a p p in g s o f 也o n o t o n e ty p e

s tr o n g ly n o n lin e a r m a p p in 盯
,

Ib id
,

80 (1 9 5 3 )
,

2 4 0 5一 2 4 0分
.

B r

嘛d e r ,

F
.

E
. ,

D e g r e e th e o r y fo r n o n lin e a r m a p p in g s ,

P r o c
.

S 夕协
.

P ” r e M a 君h
. ,

4 5 (1 9 8 6 )
,

2 0 3一 2 2 6
.

B r o w d e r ,

F
.

E
.

a n d W
.

V
.

P e tr y sh y n ,

A p p r o x im a tio n m e th o d s a n d th e g e n e r a -

li z e d to p o lo g ie a l d e g r e e fo r 双o n lin e a r m a p p in g s in B a n a e 卜 sPa e e s ,

J
.

F “”c *才。”a l

A ”a l
. ,

3 1 ( 10 6 , )
,

2 1 7一2 4 5
.

M a ,

T
.

W
. ,

T o p o lo g ie a l d e g r e e fo r s e t一 v a lu e d e o m p a e t v e e to r fie ld s i n lo e a lly

e o n 丫e东 s p a e e s ,

D iss e r t a tio 件e ‘ 、

M a th
. ,

92 (1 9 7 2 )
,

1一4 3
.

B e r k o 丫its
,

J
.

a n d V
.

M u s t o n o n ,

o n the to p o lo g ie a l d e g r e e fo r
皿a PPin g s o f 扭o n o -

to n e t了p e ,

N o ”If”e a , A n a l
. ,

10
,

x Z (10 5 6 )
,

2 3 7 5一 1 3 5 3
.

C r a n d a l
,

M
.

G
.

a n d A
.

Pa 么y
,

S e m ig ro 让 p o f n o n 东in e a r e o n t r a e t玉o n s a n d d is s ip a t i丫 e

s e ts
,

J
.

F “肋矛
.

A ”a l
. ,

3 (1 9 6 9 )
,

3 7 6一4 1 8
.

W ille m
,

M
. ,

T o p o lo g y a n d se 皿slin e a r e q u a tio n s a t r e s o 皿 a n e e 元n H ilb e r t Sp a e e ,

N o n l初万a r A n a l
. ,

5 (1 , 吕1)
,

5 17一5 2 吐
. ’

R e i n e r m a n ,

J
.

a n d R
.

S eli o n e b e r g
,

S o m e r e s u lt争 in fix e d p o in t the o r y fo r n o 牡·

e x p a n siv e a n d p se u d o 一e o n t r a e tiv e m a p s in H ilb e r t s Pa e e ,

F 一x e d P o ‘移t T he o r . a n d

I ts A PPlie a tio ”s ,

A e a
de m ‘c P r e s s ,

N ew Y o rk ( 10 7 6 )
,

15 7一 1 0 6
.

[l][z]

, ..目,‘J
曰今4

r.
.

�r
.

L

�‘月J, ..已八O门‘
r..‘rJes

气. .J, ..J

8Q
Ur..�r.

.

L

T ro y ja n s k i
,

5
.

L
. ,

c e r t a i红 n o n s e p a r a bl
e

o n lo e a lly u n i fo r m ly

B a n a e h s Pa e e s , s t‘d ‘a

CO n V e X

M a t h
. ,

a n d d i ffe r e n t i a b le n o r m s i n

,Jf.l‘J
‘

n�1J.二. .上r
‘
.
工

J申..J

37 ( 1 9 7 1 )
, 1 7 3一 1 8 0

.



多值(s) 型映象度理论以及不动点定理 4 2 1

D e g re e T he o ry fo r Mu ltiva lu e d (S) Type Ma PPin g s

Fix e d Po in t T he o re m s

T h e

d e r rl ’. J
.

T 五15

Zh a n g Sh i
一s he n g Cli e n Y u 一

q in g

(刀即
a r tm 。 , * o f 对

o th口。a 才ic s .

s 玄c ho o 。

价玄。e r s‘t,
,

C he
匆d 。 )

A卜str盆c t

tn a in P u r Po . e o f this Pa p e r 15 d e v o t已d to ‘e n e r a ll么in ‘ the r e s u lts o f B r o ,
·

Pa Pe r c o 皿 s五s ts o f fo u r p a r t s
.

In th e f ir s t P a r t
.

, e in t r o d u e e the e o n c e Pts o f

m u ltiv a lu e d (S ) a n d (S )
+ typ

、

e tn a Pp in g s a n d the e o n e e p ts o f th‘ 11边 its o f

lu e d (S ) a 皿d (S )
十 tvp e tn a p p in ‘s

.

T 五e s e k in d s o f m a p p in g s c o n ta in m a n y

m u lt二甲a -

m o n o t o n e

ty p 心 m a p p in g s , s u c h a s m a 盆im a l 皿 o n o to n e m 扛p p in g
,

b o u n d e d p s e u d o 一也o n o to n e m a p
一 、

p in g a n d b o u n d e d g e n er a liz e d p s e u d o 一m o n o to n e m a p p in g
, a s its ‘p e e ia l c a s e s

.

In the

s e e o n d p a r t 下。 d efi立 e t五e p s e o d o 一d e g r o e f o r (S ) t了p e 皿a p p二n g a n d th e d e g r e e fo r

(S )
, t了p e 也a p p io g

.

T 五e s e tw o kin d s o f d e g r e e s a r e a ll the g e n e r a liz a tio n s o f t五e

d e g r e e d e fin ed b了 B r o w d e r 仁盆’. J
.

A s a p p lie a tio n s , .

下e u tili: e th e d e g r e e theo r了

Pr e s e n ted 豆。 Pa rt 2 to s tu dy the e x is t e n e e o f s o lu tio n s fo r t五e m u ltiv a lu e d o p e ra t o r

eq u a tio 皿s (s e已 Pa r t 3 ) a n d to o bta in s o m e n ew fil e d Po in t t五。O r em ‘ 元n Pa r t 4
.


