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摘 要

在本文中
,

我们引进了M o n g盯空间中拟距离空间族的嵌入概念并研究了它的一些性质
.

证明

了 M
e n g e r

空间中连续映象序列的一个公共不动点定理
.

这些映象是假设满足广义的压缩条件的
.

这里采用的证明方法对于 M en g et’ 空间的映象而言是
一

, 种新的思想
.

1 9 4 2年 K
.

M e n
ge

r
引进了所谓的概率距离空间的概念 并称之谓P. M

.

空间〔‘’.

此后 ,
-

A
.

w
a ld , B

.

S
e h w o i: e r , A

.
‘

S k la r 和 T
.

E g be r t〔2 ‘5 ’
等系统地 研究了 p

.

M
.

空间的基

本理论和它的拓扑结构
.

与此同时 ,
朱林户和刘作述

〔“ “ ’〕又对 P
.

M
.

空间和 G 一
值距离空 间

的嵌入定理和它的一些应用作了深入的研究
.

在 本文中我们继续这个研究
.

在一个更为广泛

的条件下我们得到一个方法
,
它嵌一个 M e n g e : 空间到一拟距离空间族 、 由于每个距离空间

是一M en g er 空间
.

则所有上述结果作某种变更均可应用到不动点定理中
.

一
、

嵌入定理和收敛性

在 本节中
,
我们将嵌一 Men g e r 空间到一拟距离空间族并讨论根据嵌入定理所得到的拟

距离空间族中序列的收敛性与原来 M e o g er 空间中序列的收敛性之间的关系
.

首先 ,
我们 回

忆M e n g e r空间的一些基本知识
.

在本文中
, R 表实数集

,
R

+
二 [0

,

+ 。 )
,

N 是自然数集
, (。

,

了
,

尸。是一完备概率空

间
。

定义 1
.

1 一个映象F : R 、 R
十

称作是一分布函数
, 如果它是非减左 连续月

.

满足

in fF (t)二 O和 s 认p F (t )二 1
‘

t(R 公(R

我们将用亨表所有分布函数集
.

而11 将表用下式定义的特殊的分布函数
:

汀“ , 一

{
(t簇 0 )

(t> 0 )

.

郭友中推荐
,

198 6年 10 月 25 日收到
.
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定义 1
.

2

(刁一l )

(刁一2 )

(刁一3 )

(刁一4 )

定义 1
.

3

一个映象刁
, [0

,

1〕x 〔0
,

1〕” [0
,

1〕称作卜范数
,
如果它满足

:

刁 (a , i )二 a , 才(0
,

o )二 o ,

刁(a ,

b)二刀(b
, a ) ,

刁(c
,

d) > 刁(a
,

b) (对于 c > a, d > 吞) ,

才(刁(a
,

b)
,

c) 二才(a
,

才(b
,

c) )
.

一概率距离空间 (简称为 P
.

M
. ‘

空间) 是闷有序对(X
.

了)
,

其中X 是元素的

抽象集
.

了是一X x X 到牙的映象集
.

我们将用 F
‘ ,
表示分布函数演(二

,

刃
.

并且凡
, (t) 将

表示F
,

浓掩尸处的值
,

函数F
. , , 二 , y〔X 是假设满足下列条件

:

(PM一1) 凡
, 二H (当且仅当 x 二9)

.

(PM一2 ) F
二 ,

(o )二 o ,

(PM ee 3 ) F
一, 二 F , . ,

(PM一4 ) 如果F
二 ,

(t ,
)二 1

.

和F , :

(八)二 1 , 则凡
,

(t : + 八)二 1
.

定义 1
.

4 一 Men g er 空间是一三元组 (X
,

了
,

刁 )
,
其中 (X

,

了)是一P
.

M
.

空 间, 刁

是卜范数
.

且对一切戈
,

y
, “〔X 和 t、

,

八〔R
+ ,
下之广义三角不等式成立

。

(PM 一4 )
’

F
二 :

(t : + 八)》刁(F
, 一

(t:
)

, F r ,

(八)) (1
.

1 )

我们首先给出下列主要结果
.

定理 1
.

1 (嵌入定理) 令 (X
,

了
,

刁) 是一 Men g er 空间
, t-- 范数刁是假设满足刁(t

,

t)

》t ,
V ( [0

,

1〕, 则 (X
,

了
,

才)也是一拟距离空间族
,
它有下列拟距离

:

d
。

(二
, 夕)= s o p {埂R IF

, 一
(t)《a }

.

(屹 [ o
, 1 )

, x , y〔X ) (2
.

2 )

且{( X
,

心)
: a 〔〔0

,

1 )}是称作由 M e 红g e r 空间(X
,

了
,

刁)生成的拟距离空间族
.

证明 显然
,
对于任意 二 , 刀〔X

:

F
: ,

(o )二 o , NIJ (认
.

2 )是一非负实数
,
由于(1

,
2 )

,
我们

亦有d
。

(二
, , )二 d

。

(夕
,

x )(V a 〔〔o
,

l )
,
且 当‘ , 夕时我们有 d

。

(x , v)二 0 ( V 屹〔o
,

1 ))
.

下面我们将证明

d
。

(x
,

y )《 d
。

(二
, z

)+ d
.

(
二 , , )

,

(V 晚[ o
,

1 ); 二
,

g
,

正X ) (1
.

3*)
.

事实上
,
令 t : = d

。

(x , 夕)
, 九二 d

。

(二
, 夕)

,

由(1
.

2 )我们有

凡
,

(t
, +

幼
> 。

,

凡
,

(tl
+

劲
> ‘ (v

e>
“,

于是从(1
.

1)和刁(t
,

t)> t , 分便〔0
,

1〕我们有

F一(‘
1 + ‘: + “

)“(

知in{ F.. (t
: +

(
, : +

一

音)
,

F 一

(
‘: +
令))

凡小
+

珊>a

凡孙

根据 (1
.

2 ) 显然有

da (二
, 夕)《t、+ 人+ e

令
。, 0+ 我们可得到

、

d
a

(二
,

, )《t ; + t: 二d
。

(二
,

: ) + d
a

(: ,

夕)
.

注’
·

’
·

如果t一范数跟连续的 (叱紧次
“ , “’一‘’

,

则“
·

”可用下列不等式代替
:

V a ([ 0
,

1 )
,

存在一a ’
(10

,

1 )使
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d ,

(劣
,

夕)《 d . ,

(, , : )+ d . ,

(之
,

p )
,

(V 二 , ,
, 之(X ) (1

.

4 )

事实上
,

根据

留
‘“

, “, 一“如果雌续
,

这个条件显然成立’我们可推得存在一““〔“
,

‘’
,

使得‘
“ ‘ ,

a ’

) > a ,

于是由定理 1
.

1的证明我们有

“
: ,

(fl+ 研
· ,
“(

“二

(tl+ 劲
·

尸
·

,(t
; 十

:))
> 刁(a

’ , a ’
)> a

再次利用(’
·

2 )并令 ‘, “+, 我们可以得到(’
·

4 )式
·

以下 ,
我们假设(X

,

了
、

刁 )是一有连续卜范数刁的渔M
“
ng

“r 空间
.

引理 1
.

11 3 ,
‘

如果(x
,

了
,

刁)是一M en ge
r 空间 , 则(x

,

了
,

刀)按
。 ,

几一邻域族 {u ,
(
。,

幻卜

所诱导的拓扑 了是一 H a o dor “ 空间
.

其中 U ,
(
。 ,

幻二 {二〔X }F。(e) > 1一之}
.

因此
, 按这

个拓扑了我们可诱导如下的概念
,
诸如了一收敛性

, 了一c 。
耽h y序 列

,
尹一完 备 性

.

和映象

T
:

X , X 是 尹一连续
.

等等
.

定理 1. 2 如果笼(X
,

心)
:

列{劣
。

},

( 1 )

( 2 )

( 3 )

( 4 )

( 5 )

证明

王夕
。

}g X
, 劣

,

妓X
.

a 〔〔0
,

l )}是Me n g er 空间(X
,

了
,

刁)生成的拟距离空间族
,

序

则我们有
:

尹
、 _ ‘

_ ‘

_ _ _ . 、

d
。

兮 x 吸n 斗“)嘴井令
,

V a 七L U
,

1 )
, 劣。

一砌
今
肋{二

。

}是了
一C a “e h y序列资= 势 丫a 〔〔o

,

1)
, {劣

。

}是d
。一C a u e h了序列

;

(X
,

了
,

刁)是了
一
完备的嘴二势 V 硬印

,

l)
,

(X
,

了
,

刁)是d
。一完备的 ;

T
:

X 、X 是了一连续受半乡 V a 〔〔0
,

1)
, T

:

X , X 是da 一连续的 ,

如果 V a 〔[ o
,

1)
, d

o

(二
,

夕)二 o , 则劣 = 9
.

(1) 二 。
一

更
一

, 二(, , oo )
份

v 。贬〔o
:

一)
, v 。> o ,

存在对
。 :

> o ,
.

使得 尸二. ,
(
。
)>

a
.

V ”> M
o a ,

。 )
。

备

专今
.

V a 〔〔0
,

1)
,

_ _
、 , _ _ _

、 : , , 、
. , _ , 尸 。 , 、

_ ‘

成
“ a

气轰 . , 荡少吸
、 己, 耳 Z 户 1以 。一 二于二于卜

V “七 L V , 1 j s 万几

—
分, 万 气扮

. 争

利用实际上 与(1) 相同的方法
,
我们可得到 (2 )与(4)

。

并且从 (2 )可推得(3 )
。

(5 ) 如果二斗 g , 则存在一
e 。) o ,

使F
: ,

(
。。

)< 1
.

于是根据(1
.

2 )我们有 d F
, , (

: 。
)(戈

,

夕)>

。

> O
。

这是一个矛盾
, 于是戈 = 从

二
、

一
.

些 引 理

本节将给出一些基本引理
,
我们将省略一些证明

, 读者可在印〕中找到
。

定义 2
.

1 令 (X
,

了
,

刁 ) 是一 M e
雌er 空间 , A 二X 称作概率有界的

,
‘

如果下列条件满

s u P in f
t> 0 户

,

诚A

F 一。
(才)二 1

.

引理2
.

I A g X 是概率有界 ( = 乡 丫 a〔印
,

1 )
, · s “P d

。

(P
, g )<

·

00
.

P
.
q (A

证明 由定义2
.

1 , A g X 概率有界专= 》丫a 〔〔0
,

1 )
,
存在一t。(a )> o 使 当才> 九时

,
我们

有 F , 。
(t)> a , 丫P

,

口〔左 令合 V a 〔〔o
,

1 )
, d

口

(P
,

g ) 《 t。(a )
,

《 t。(a )< 。
, V a 〔〔0

,

1 )
.

V 夕
,

q〔A 嘴卜合 s‘p d
。

(P
,

口)
P

,
q (A

引理 2
.

2 ( i) 如果A g X 是概率有界
, 则 V a 〔〔O

,

l)
,
我们有



权
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郑
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述
一

一

作
一

一一

刘
�42吞

s 住p d 。

(P
,

口) ( s u p {t〔R
+

! in f F , 。( t ) )( a }
户

.

q ( A P
,

q ( A
(2

.

1 )

( 11 )

( 111)

证明

当月 g X 是一有限集时
,

( 2
.

1) 中的等
一

号成立
,

如果A g X 是一无限集且概率有界
, 则 ( 2

.

1) 中的等号一般不成立
.

( i ) 由A 二X 是概率有界就可推得
, 对一切 a 〔〔O

,

1 )
, s u p {才》 o }i

n f F
, 。

(t )( a }
P

.

q ( A

< 。
, 于是对一切 t ‘> s o p {t》 0 1i

n f F
, 。
( t )簇a }

,

我们可推得 i n f
P .

q ( A
’

P
.

q ( A
F , 。

(t
,

) > a ,

即 F 一。(t
,

) >

a , V p 月〔A 或d
a

(P月 )簇 t , , 丫P月〔A ‘ 则我们有
s u p d

。

( P
,

q )《t , .

P
,

口( A
由t, 的任意性

,

这就证

明了 ( 2
.

1 )
。

( ii )
一

因为一有限集必然是概率有界集厂 同时注意
, 根据 ( 2

.

1 ) , 为了证明 ( 11) ,
我们

只须证明下式
:

s ‘p d
a

(夕
,

g )》 s“p {亡> 0 li n f F , q
( t )簇 a }

P
,

口( A P
.

q ( A
( 2

.

2 )

事实上
, V 硬 [ O

,

l)
,

令t, 是一任意实数
, 它满足 t ,

> s u p d a

(P
,

q )
,

于是从 ( 1
.

2 )可推得
P

,

口( A

t ,

> s o p {t》0 .F , ,
(t )《 a }

则 F , 。(t, ) > a , 丫P
,

q 〔A , 因月是二有限集
,

( 丫P
,

q〔A )

则我们有 in f F , 。(‘, ) > a 并且
p

,

q ( A

t‘> s u p {t》 0 }i f
n F 一。(t )簇 a 卜

P
.

q ( A
(2

.

3 )

令t’杏s o p J
。

(P
,

的
,
我们可得径

.

2 )
.

( ii ) 的证明完毕
.

p
.

q ( A

,

⋯
、

~
,

_
* 止 ‘ 、 。 .

_ 、

_ 。 一一 、
.

了
。

1 、 ~
.

Lll : )例于 令月 = lx o
In == U ,

1
, 名 , ’ . ’

r匕八 , 回正a大 气U , 。
夕, 足义

、 乙 /

Fx
o x 。

(才) 二 口。+

1

1
招 + 2

(t簇 1 )

( l< t《 2 , , = 0
,

1
,

2
,

⋯ )

(t > 2)

凡,(t , 一{
(t簇 1 )

( t< 1 )
( P

,

q〔{x 。

{
。二 1

,

2 ,

⋯ })

于是我们有

O

>口
1r.J、t.

s u p d a 。

(P
,

P
,

g〔A

g ) = 1 和 i n f F , 。
(t ) 二

P
,

q ( A

( t簇 l )

( 1< t簇2 )
·

( t> 2 )
.

二 。p d 。。

(P
,

g )
.

P
. q〔月

因此推出A 是一概率有界集
, 但

’

s u P{t》 0 }i o f F , 。
(公)《a 。} = 2 斧 1 =

’
、

p
.

q ( A

:

〔。
,

+ oo ) * [0
,

+ co )是一映象并满足下述
.

(+). 献‘)是4 按‘严格上升和右连续的且d(f ) > 九 丫‘> ”伙业psoo( 奴‘)一 ‘卜 + 叭
弘理2

.

3 假设映象必满足条件 (帕
, 则存在少

‘
使得少

‘
也是按‘严格牛升右连续

,
功
一 ’

(t )
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< 八 V t > O
。

并且

功
一 ‘

(
s o p {t》 0 1

‘

F (t)( a 卜)>
s o p {‘》 o 】尸(功(t))《a }

·

(丫 a〔〔0
,

1)) (2
.

4 )

证明 显然
.

为了 证明引理2
.

3
.

只须证明 (2
.

4 )式
.

令t。一 s‘p 王才> 0 1尸(t) ( 时
.

由协的

严格上升 , 我们有
’ ·

.

s u p {了》o !F (功(t ))《a }二 s o p {广》 0 1功(t )簇 t。}
.

二 s u p {t》 o {t( 功
一 ‘

(t 。)}( 功
一 ‘

(t。)

这就完成了 (2
.

4 )之证 明
.

引理2
.

4 假设映象功满足条件(们
, 则

( i ) 如果对任意 杠
二

I
n 二 l

,

2
, · , ·

} 二 仁。, + oo )
, ‘. , ,

簇 少
‘
(t。 )(

n = l
,

2
,

⋯ )
,

则

lim t。 ~ 0 ;

月、》 弓减 1

(11 ) 如果 t( 沪。) (V t》 o )
, 则 t = o ;

(111) 对任意g ) o,
存在“(q )> o ,

使得
s o p {p ) o lp ( 必

一 ’

(p ) + 叮}( ; ‘(夕)
.

这个引理的证明出现在 〔8〕
.

三
,

应 用

在本节中
,
我们将应用在 第二节所得结果到 P. M

·

空间 , 并给出 P. M
·

空间中的一个不
动点定理

.

以它作为一个例子去解释这个嵌入方法的应用
.

定理 3
.

t 设(X
,

了
,

刁 )是一完备 M e
ng

e r 空 间
.

t一范数J 满足 J (t
,

t) > t, V 掩 [0
,

l〕
.

T 是X 上的 自映象
.

T “是了一连续 (m 是一正整数且固定 )
.

T
二 :

T “ 一 ‘

X , X (
n == 1

,

2
, ·

‘) 满

足 T
o

T = T T
。

和 T 沙 (7
’ ‘ 一 ‘

万 )二T , X (
n == 1

,

2
,

⋯ )
,

其中义m 。 : n 一 1
,

2
,

⋯ }是一正整数序列

并且对一切
, f

,

j二 1
,

2
,

⋯ (f斗 j)
, x

,

y〔X ,
我们有

F 丁; m 、二 丁甲, 。 (t)> , in 蓬F介粉(功(t))
, .

F 犷二犷二* 二
(诱(t ))

,

F 丁, r , , , (价(t ))
,

F T 二 于m , , (功(t))
, 丁少‘二 (功(t ))}

⋯ }
:

(3
.

1)

其中映象砂满足条件(小)
, 如果存在丸〔X ,

使得序列 {V
。

!
n 二 0,

。.
二 尹吧,

一 ‘二。
一介

二
. , ,

(n 一。厂1
、,

2 ,

二
几十 1

是概率有界的
.

则 T 和笼T
二

}移二 1, 2
,

⋯ }在 X 中有唯一公共不动点
.

证明 对任意a 〔[0
,

1 )
, 由引理足 2,

.

引理2
.

3和(3
.

1) 式
,
我们有

心 (冲
‘

,
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。
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,

理
‘

劝
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,

畔
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现在对任意
n > m ,

S 妞p

d
口

(T x
,

T少
‘, )

,

d
o

(T 夕
,

T尹
‘, )})

利用条件饰 )和 (3
.

2 )
,
我们有

(3
.

2 )

d
。

(g ‘ ,

夕,
)二

份鉴‘< j岌 .

《
s u P

用( i < j‘
”

、 。

州
T粼沙

一

“。,

T
翔 ,

一 ’

x,)

功
一 ‘

(。
a x 毛d

。

(T , 二‘,

T “二,
)

, d
。

(T , “
,

T留T , 一 ‘x ‘)
,

d
。

(T 仍二, ,

d
。

(T 饥劣, ,

T
翔

T 一
’“ ,

)
,

d
。

(T ‘“ ‘,

T聆尹T
’ 一 ’‘, )

T翔T , 一 ‘“‘)})《功
一 ’

(
s u p d

u

(y ‘
,

夕,
)) (3

.

3 )
用一 1犷公< i或

”

注意

S林P
0 〔i < j〔

.

廿
。

(夕
‘,

, , )成d
a

(梦
。 ,

夕;

)+ S U P
1厂 i ( j好

”

d
。

(夕
‘ ,

v , )

则 由上式及(3
.

3 ) (取 m = 1 )
: 我们有

S U P
0 蓄f < j呀 n

d
a

(, ‘
,

夕, )《 d
a

(夕
。,

夕,

) + 必
‘

一‘
(

s u p d
。

(g ‘
,

夕,
)) (3

.

4 )
0续 亡< j延 .

由引理2
.

4 (iii )推得(3
.

4) 式存在最大解t 。〔〔0
,

、 )
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s o p d
。

(v . , , ,
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。
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。= 1

,

2
,
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”
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)《t。 (3

.
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.

的并利用和(3
.
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s “p d
。

(y‘
,
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(
s u p d

。

(y‘, 夕,
)) (沉 = 1
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2
, ·

⋯ )
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于是由引理2
.

4 (i )可得

110 su p d
。

之,
‘,

, , )二 o (v a 〔〔o
,

z))
fn 峥co 仍〔‘< j

因而由定理1
.

2 (2 )知 {y 。

}是X 中的 了一c a
此五y 序列 ,

因为(X
,

了
,

J )是了
一完备的

,
存在一

点y . 〔X
,
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.
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并注意T “的连续性
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。
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= 功
一’

(d
一

(二一 T尹
‘二一)) (v喊〔o

,

1 ))

4 2口

因此可推得 T户
二. 。二.

(i = 1
,

2
,

⋯ )
.

综合以上我们可得到

T 二 .
, T( T妙T一

’

g. ) 二 T笋T 娜g.

一 T笋
二

一
二 ,

则‘. 是T 和 魂T外

正整数” ,
我们有

}f= 1
,

2
,

⋯ } 的一公共不动点且唯一性由 (3
.

2) 式易得
.

另一方面
, 对任意

T尹(T
。二.

)~ T
。

(T严
二.

)二 T
。二 , ,

T (T
。二一 )= T

。

(T 二汤= T
。二,

(‘产 l
,

2
,

⋯ )

故 T
。二, 亦为T 和 王T笋!‘二 1

,

2
,

(3
.

2 )可推得劣
. 是T 和{T ‘

11二 1
.

⋯ } 的公共不动点
,
从 而 T

, 二. = 劣 ,
(”== l

,

2
,

⋯ )
。

并利用

2
,

⋯ }在劣中的一个唯一公共不动点
。

定理3
.

1证毕
。

如

注舀
.

1
.

定理3
.

1提供了将一距离空间中的不动点定理转化为 Men g e r 空间中相应的不动点定理的一个

一般的方法
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