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摘要:  对具有无穷时滞的细胞神经网络平衡点的存在性、唯一性和全局渐近稳定性进行了分析# 

在放弃了激活函数的有界性、单调性和可微性假设的情况下,得到了系统的平衡点的存在性条件# 

利用向量Liapunov函数法的思想, 构造适当的含有变时滞和无穷时滞的微分_积分不等式, 通过对

微分_积分不等式的稳定性分析,得到了神经网络系统的全局渐近稳定的充分条件# 
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引   言

细胞神经网络是由 Chua 和Yang
[ 1, 2]
在 1988年提出的# 此后 20多年里, 细胞神经网络得

到了广泛的研究,并成功用于信号处理、图像处理和解非线性代数方程[ 2~ 4]# 这些应用依赖于

神经网络平衡点的存在性与稳定性# 在网络的硬件实现中,由于信号传输速度的有限性,使网

络系统中时间滞后不可避免# 另一方面,在神经网络中引入时间滞后参量,有利于移动目标的

图像处理、移动物体速度的确定和模式分类# 但时间滞后量的引入, 可能使网络产生不稳

定[ 5] ,其动力学行为更加复杂 # 对于时滞神经网络系统有许多研究,并得到了一些有意义的

研究结果
[ 4~ 10]# 一般地,在神经元较少的神经网络中, 有限时滞是一种较好的近似模型# 由

于各种并行通道的存在, 使网络具有空间特征,这使得人们试图通过无穷时滞来模拟网络的时

间滞后
[ 11~ 19]# 

具有时变和无限时间滞后的细胞神经网络可由以下微分积分方程描述:

  
du i ( t )

dt
= - ei ( u i ( t ) ) + 6

n

j = 1

a ij gj ( uj ( t ) ) + bij gj ( uj ( t - Sij ( t ) ) ) +

    6
n

j = 1

cijQ
t

- ]
kij ( t - s ) g j ( uj ( s) )ds + Ji   ( i = 1, 2, ,, n) , ( 1)

其中, ui 为第 i个神经元的状态, i = 1, 2, ,, n, A = ( a ij ) n@ n, B = ( bij ) n@ n , C = ( cij ) n@ n为
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关联矩阵, J = ( J 1, J 2, ,, J n)
T为常输入, g( u) = ( g1( u1) , g2( u2) , ,, gn ( un ) )

T为神经元的

激活函数, E( u) = diag( e1( u1) , e2( u2) , ,, en( un) )# 不失一般性,令 E(0) = 0, g(0) = 0# 

时间滞后 Sij ( t ) \0 ( i , j = 1, 2, ,, n) 为有界函数, kij : [ 0, ] ) y [ 0, ] ) ( i , j = 1, 2, ,, n )为

[ 0, ] ) 上的分段连续函数,并满足

  Q
]

0
kij ( s )ds = 1   ( i , j = 1, 2, ,, n)# 

系统( 1)的初始条件为 u i ( s) = <i ( s ) , s [ 0,其中 <i 为(- ] , 0] 上的有界连续函数# 

我们假设激活函数满足以下条件:

假设 ( Ñ )  对所有的 j I 1, 2, ,, n , 函数 gj : R y R 为全局 Lipschitz 的, 并具有

Lipschitz常数 L j > 0,即对任意 uj、vj , 有

  | g j ( uj ) - gj ( vj ) | [ Lj | uj - v j | # 

假设( Ò)  对所有的 j I 1, 2, ,, n ,存在 dj > 0,使函数 ej 满足:对任意 uj、vj , 有

  dj ( uj - vj )
2 [ ( uj - vj ) ( ej ( uj ) - ej ( vj ) )# 

令 L = diag( L 1, L2, ,, Ln ) > 0, D = diag( d1, ,, dn )# 

满足假设( Ñ)的激活函数可以是有界的,也可以是无界的# 在神经网络中使用的激活函

数,如 S型函数[ 11, 12]和分段线性函数[ 1~ 3]均满足假设( Ñ )# 

本文的目的是研究细胞神经网络( 1)平衡点的存在性、唯一性和全局渐近稳定性# 对于具

有固定时间滞后神经网络的稳定性研究,一般采用标量 Liapunov函数
[ 9~ 17]# 但当系统中同时

含有变时滞和无穷时滞时, 标量 Liapunov 函数就不再适用了# 稳定性理论中的向量 Liapunov

函数法在处理一些复杂系统时有其特殊的优势[ 20~ 23]# 本文我们利用向量 Liapunov 函数法的

思想,构造适当的微分_积分不等式, 通过对微分_积分不等式的稳定性分析, 得到了神经网络

系统的全局渐近稳定的充分条件# 

为了方便,引入以下记号: | x | 表示绝对值矢量 | x | = ( | x 1 | , ,, | x n | )
T
,对于矩阵 A

= ( aij ) n@ n , [ A ]
s定义为[ A ]

s
= ( A

T
+ A) / 2, | A | 表示绝对值矩阵 | A | = ( | aij | ) n@ n ,如果

A、B 为对称矩阵, A > B( A \ B) 意味着 A - B为正定的(半正定的)# 用 + x +表示矢量

的范数, 定义为 +x + = ( x
2
1 + , + x

2
n)

1/ 2
, +A + 表示矩阵的范数, 定义为 +A + =

(max K: K为 A
T
A的特征值 )

1/ 2# 

1  平衡点的存在性与唯一性

与激活函数为有界时不同,对于具有无界激活函数的神经网络可能没有平衡点[ 19, 20]# 平

衡点的存在性, 对于神经网络的应用十分重要,也是神经网络稳定性分析的前提# 本节将讨论

神经网络平衡点的存在性与唯一性# 

定义 1  实矩阵 A = ( a ij ) n@ n称为M _矩阵,如果 aij [ 0, i , j = 1, 2, ,, n , i X j ,且 A的

所有顺序主子式为正# 

引理 1[ 20, 21]  对于矩阵 A = ( a ij ) n@ n,如果 aij [ 0, i , j = 1, 2, ,, n, i X j , 则以下陈述等

价

( � ) 矩阵 A 为M_矩阵;

( � ) 存在矢量 N> 0使 AN> 0;

( � ) 存在正定对角阵 D,使 AD+ DA
T为正定矩阵;
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( � ) 矩阵 A 可逆,且 A
- 1的所有元素非负# 

为了研究系统( 1)的平衡点的存在性,我们需要引入一些概念# 

定义 2  映射 H : R
n y R

n为R
n上的同胚映射,如果 H I C

0是R
n上的单射和满射, 且H

- 1

I C
0# 

我们首先定义与系统( 1)相关的一个映射:

  H( u ) = - E( u ) + ( A + B + C) g( u) + J# ( 2)

显然方程 H( u) = 0的解是系统(1) 的平衡点# 如果 H( u) 是 R
n的同胚,则存在唯一点

u
* 使 H( u

*
) = 0, 即系统(1) 有唯一平衡点 u

* # 

引理 2
[ 20]  如果 H( u) I C

0
满足以下条件:

( � ) H( u) 是 R
n 的单射;

( � ) lim
+ u+ y ]

+H( u) + y ] ,则 H( u) 是 R
n 上的同胚# 

由文[ 15]中引理 3及其证明过程可以得到以下结论:

引理 3  设 B和L 为正定对角矩阵,即 B = diag( b1, ,, bn) > 0, L = diag( L1, ,, Ln ) >

0# 对于矩阵 Q = ( qij ) n@ n,如果 Q+ BL
- 1
为M _矩阵, 则对任意0 [ K [ L的对角矩阵K =

diag( k1, ,, kn) , QK + B 为M_矩阵# 

引理 4  如果 g ( u) 和 E( u) 分别满足假设( Ñ ) 和( Ò) , 且 A= DL
- 1

- ( | A | + | B | +

| C | ) 为M _矩阵,则对于任意输入 J ,由(2) 定义的映射 H 为单射# 

证明(反证法)  假设存在 x, y I R
n
, x X y ,使 H( x) = H( y)# 由式( 2)得

  ei ( xi ) - e i ( y i ) = 6
n

j= 1
( aij + bij + cij ) [ gj ( xj ) - gj ( yj ) ]   ( i = 1, 2, ,, n)# 

对上式两边取绝对值,由假设( Ñ )知, 存在常数 kj 满足 0 [ kj [ Lj 并使 | gj ( xj ) - gj ( yj ) | =

kj | xj - yj | ( j = 1, 2, ,, n )# 再利用假设( Ò) , 得

  [ D - ( | A | + | B | + | C | ) K ] | x - y | [ 0# ( 3)

其中   K = diag( k1, ,, kn ) # 

令 [ D- ( | A | + | B | + | C | ) K ] | x - y | = w, 由(3) 知 w [ 0# 当 A为M_矩阵时,

由引理 3知,对任意满足0 [ K [ L的对角阵K , [ D- ( | A | + | B | + | C | ) K ] 为M _矩阵# 

由引理1( � ) 知,矩阵[ D- ( | A | + | B | + | C | ) K ]
- 1
的每一元素非负# 从而有 | x - y | =

[ D- ( | A | + | B | + | C | ) K ]
- 1
w [ 0# 所以 | x - y | = 0# 但这与假设矛盾# 故 H 为单

射# 证毕# 

引理 5  如果 g ( u) 和 E( u) 分别满足假设( Ñ ) 和( Ò) , 且 A= DL
- 1

- ( | A | + | B | +

| C | ) 为M _矩阵,则对任意输入 J, 映射 H为R
n 上的同胚# 

证明  由于 A为M _矩阵,由引理4知, H( u) 为 R
n
上的单射# 由引理3知 D- ( | A | +

| B |+ | C | ) L为M _矩阵,从而由引理 1知,存在正定对角阵 P = diag( p 1, ,, p n) ,对充分小

的 E> 0有

  P[- D+ ( | A | + | B | + | C | ) L]
s [ - EIn < 0, ( 4)

In 为单位阵# 又

  [ Pu]
T
H( u) [ | u |

T
P[- D + ( | A | + | B | + | C | ) L]

s
| u | [

         - E+ u +2# ( 5)
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由( 5)并利用 Schwartz不等式得

  E+ u +2 [ +P + + u + +H( u) +, ( 6)

即 E+ u + / +P + [ +H ( u) +# 所以当 +u + y+ ] 时,有 +H( u) + y+ ] # 由引理 2

知对任意输入 J,映射 H为R
n 的同胚# 证毕# 

定理 1  如果假设( Ñ )和( Ò)成立,且 A= DL
- 1

- ( | A | + | B | + | C | ) 是M_矩阵,则

对任意输入 J ,系统(1) 有唯一平衡点 u
* # 

证明  由引理5知,当 A为M _矩阵时,对任意输入 J, H( u) 是 R
n上的同胚, 故系统(1)

有唯一平衡点 u
* # 

2  平衡点的全局渐近稳定性

定理 2  如果假设( Ñ )和( Ò)成立,且 A= DL
- 1

- ( | A | + | B | + | C | ) 为M_矩阵,则

对任意输入 J , 系统( 1)存在唯一平衡点,且为全局渐近稳定的# 

证明  由于 A为M _矩阵, 由定理 1知, 系统(1) 存在唯一平衡点 u
* # 令 x( t ) = u ( t ) -

u
*

, 则系统( 1)可写为

  
dxi ( t )

dt
= - �e i ( x i ( t ) ) + 6

n

j = 1

aij f j ( xj ( t ) ) + 6
n

j= 1

bij f j ( xj ( t - Sij ( t ) ) ) +

    6
n

j = 1
cijQ

t

- ]
kij ( t - s )f j ( xj ( s ) )ds   ( i = 1, 2, ,, n) , ( 7)

其中 f j ( xj ) = g j ( xj + u
*
j ) - gj ( u

*
j ) ,�ej ( xj ) = ej ( xj + u

*
j ) - ej ( u

*
j ) ( j = 1, ,, n)# 系统(7)

有唯一平衡点 x = 0# 由于 A为 M_矩阵,由引理 3知 D- ( | A | + | B | + | C | ) L 为M_矩

阵# 由引理 1,存在 Ni > 0 ( i = 1, 2, ,, n) 满足

  - Nidi + 6
n

j = 1
( | a ij | + | bij | + | cij | ) NjLj < 0   ( i = 1, 2, ,, n)# ( 8)

考虑 | x i ( t ) | 沿系统(7) 的解轨线的右上导数 D
+

| x i ( t ) |

  D
+

| x i ( t ) | = sgnxi - �ei ( xi ( t ) ) + 6
n

j= 1

aij f j ( xj ( t ) ) + bij f j ( xj ( t - Sij ( t ) ) ) +

    6
n

j = 1
cijQ

t

- ]
kij ( t - s )f j ( xj ( s ) )ds [

    - d i | xi ( t ) | + 6
n

j= 1
Lj [ | a ij | | xj ( t ) | + | bij | | xj ( t - Sij ( t ) ) | ] +

    6
n

j = 1
| cij | Q

t

- ]
kij ( t - s ) Lj | xj ( s) | ds, ( 9)

定义曲线 C= z( l ) : z i = Nil , l > 0, i = 1, 2, ,, n ,集合 8 ( z) = u: 0 [ u [ z , z I C ,

S i ( z) = u I 8( z) : ui = zi , 0 [ u [ z # 显然如果 l > lc,则有 8( z( l ) ) = 8 ( z( lc) )# 

任给 E> 0, 存在点 z0( l 0) I C使得 8 ( z0( l 0) ) < u : + u + [ E # 我们将证明存在正

数 D> 0,且 | x | : +x + [ D < 8( z0) ,当系统(7) 的初始条件满足

  +<+ = max
i= 1, n

sup
s I ( - ] , 0]

| <i ( s) | < D,

则对 t \ 0有 + x( t ) + < E, 即系统( 7)的零解是稳定的
[ 24]# 

设存在 t 0> 0使 +x( t 0) + = E,则存在某一指标 i和时间 t 1, t 2, ( t 0 \ t 2> t1)使 | x i ( t 2) | I
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S i ( z0( l 0) ) ,且对 t I [ t1, t 2] 有 D
+

| x i ( t ) | \0,以及对于- ] < t [ t 2有 | xj ( t ) | [ z j0 =

Njl 0, j = 1, 2, ,, n# 但由式( 9)知

  D
+

| x i ( t 2) | [ - d iNi + 6
n

j= 1
( | aij | + | bij | + | cij | ) L jNj l 0 < 0# 

这是一个矛盾# 故对任意 t \ 0 有 + x( t ) + < E# 以上证明还表明如果 | x( t ) | :

- ] < t [ t0 < 8( z0) ,则 | x( t ) | : t > t 0 < 8 ( z0) , 即集合 8 ( z0) 是一不变集# 

下面进而证明零解是全局渐近稳定的# 为此, 我们将证明对任意给定的 E> 0和 G> 0,

存在 T = T( E, G) > 0使得对任意 t 0 > 0,当 +x( t ) + [ G(- ] < t [ t 0) 时, 有 +x( t ) +
[ E( t \ T)# 

显然存在常数 l 1, l 2( l 2 > l 1) 使得

  8( z1( l1) ) = | x | : 0 [ | xi | [ z i1( l 1) , i = 1, 2, ,, n < x: +x + [ E ,

  8( z2( l2) ) = | x | : 0 [ | xi | [ z i2( l 2) , i = 1, 2, ,, n = x: +x + [ G ,

其中 z1( l 1) I C, z2( l 2) I C, 即 zij ( lj ) = Nilj , i = 1, 2, ,, n, j = 1, 2# 令

  B= min
1 [ i [ n

d iNi - 6
n

j= 1
[ | aij | + | bij |+ | c ij | ] L j Nj ,

由于Q
]

0
kij ( s)ds = 1,存在常数T 1> 0使Q

]

T
1

kij ( s )ds [ Bl 1 3 max
1 [ i [ n 6

n

j= 1
Lj | cij | G # 令0<

E1 [ min 1, Bl 1/ (3 max
1 [ i [ n

djNi ) , Di = E1Ni ( i = 1, 2, ,, n)# 设 N 为使 min
i= 1, n

z 1i +

NDi - Nil 2 \ 0成立的最小非负数, 并取 t k = t 0 + kT
*

, T
*

= T
*

( E, G) = T 1 + 3N( l 1 +

N ) / ( Bl 1) ,这里 k 为非负整数, N= max
1 [ i [ n

Ni # 

我们先利用数学归纳法证明: 如果 +x ( t ) + < G(- ] < t [ t 0) ,则对所有 k = 0, 1, 2,

,, N 有

  | x i ( t ) | < z i1+ ( N - k ) Di ,   t \ tk( i = 1, 2, ,, n)# ( 10)

由于 8 ( z2( l 2) ) 为不变集, 显然对于 k = 0,式(10) 成立# 假设对于某一 k (0 [ k < N) ,

式(10) 成立,即对所有的 t \ t k , 有

  | x i ( t ) | < z i1+ ( N - k ) Di   ( i = 1, 2, ,, n)# ( 11)

现证:对于 t \ tk+ 1有

  | x i ( t ) | < z i1+ ( N - k - 1) Di   ( i = 1, 2, ,, n)# ( 12)

下面我们分两部分证明# 首先证明存在�t I [ t k+ T 1, tk+ 1] 使(12) 成立# 如若不然,则存

在 i 对一切 t I [ tk + T 1, tk+ 1] 有

  | x i ( t ) | > z i + ( N - k - 1) Di# 

由上式及式( 11)、( 9)得

D
+

| xi ( t ) | [ - d i z i1+ ( N - k - 1) Di + 6
n

j= 1
( | aij | + | bij | ) Lj z j1+ ( N - k) Dj +

  6
n

j = 1

| cij | L j GQ
t- T

1

- ]
kij ( t - s )ds + z j 1+ ( N - k ) Dj Q

t

t- T
1

kij ( t - s )ds [

  - d i z i1+ ( N - k) Di + 6
n

j= 1

( | aij | + | bij | + | cij | ) L j z j 1+ ( N - k ) Dj +

  6
n

j = 1

L j | cij | GQ
t- T

1

- ]
kij ( t - s )ds + d iDi# 
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因为 z i1 = Nil 1, Di = E1Ni ( i = 1, 2, ,, n) , 可以得到

  - d i z i1+ ( N - k) Di + 6
n

j= 1

( | aij | + | bij | + | cij | ) L j z j 1+ ( N - k ) Dj [

    - B l 1+ ( N - k ) E1 [ - Bl 1# 

由于

  Q
t- T

1

- ]
kij ( t - s)d s = Q

]

T
1

kij ( s )ds [
Bl1

3 max
1[ i [ n

6
n

j= 1
L j | cij | G

,

  max
1 [ i [ n

d iNi E1 [
Bl 1
3

,

则

  D
+

| x i ( t ) | [ - Bl 1+ 6
n

j= 1
Lj | cij | GQ

t- T
1

- ]
kij ( t - s)ds + d i Di [ -

Bl 1
3

# ( 13)

进一步可得

  | x i ( tk+ 1) | [ - ( Bl 1/ 3) ( tk+ 1- tk - T 1) + | xi ( tk + T 1) | [

    - ( Bl 1/ 3) ( T
*

- T 1) + zi1 + ( N - k ) Di < 0# 

这一矛盾表明存在�t I [ t k+ T 1, t k+ 1] 使式(12) 成立# 为了证明式(12) 对所有 t \ tk+ 1成立,

我们还需证明对于 t \�t ,式( 12) 成立# 如若不然,则存在 t
* \�t 和某一 i 使

  | x i ( t
*

) | = zi + ( N - k - 1) Di

且 D
+

| x i ( t
*

) | \0# 但仿式(13) 的证法可知 D
+

| xi ( t
*

) | < 0# 故矛盾# 所以对一切 t \

�t , 式(12) 成立,从而对一切 t \ tk+ 1,式(12) 成立# 在式(10) 中取 k = N 得到:如果 +x( t ) +

[ G (- ] < t [ t 0) ,则 + x( t ) + [ E( t \ T, T = t 0+ NT
*

)# 由全局渐近稳定的定义[ 24]

知式( 7)的零解是全局渐近稳定的,即系统( 1)的平衡点是全局渐近稳定的# 证毕# 

当激活函数 g 为分段线性的有界函数时, 文[ 18] 给了系统(1) 的一个全局渐近稳定性的

充分条件# 当 aii \0( i = 1, 2, ,, n ) 时,文[ 18]的主要结论是本文定理2的一个特殊情况# 

由定理2可得到以下结论# 

推论  考虑如下时滞神经网络系统

  
du i ( t )

dt
= - di ( ui ( t ) ) + 6

n

j= 1

aijgj ( uj ( t ) ) +

      bij gj ( uj ( t - Sij ( t ) ) ) + Ji   ( i = 1, 2, ,, n) , ( 14)

其中, Sij ( t ) \ 0 ( i , j = 1, 2, ,, n) 为连续有界函数# 如果假设( Ñ) 成立,且 DL
- 1

- ( | A |

+ | B | ) 为M _矩阵, 则对任意输入 J, 系统( 14)有唯一全局渐近稳定的平衡点# 

文[ 10, 11, 13, 15, 17]的主要结论是推论的特殊情况# 

3  结 束语

本文对具有无穷时滞的细胞神经网络平衡点的存在性、唯一性和全局渐近稳定性进行了

全面分析# 放弃了激活函数的有界性、单调性和可微性假设的情况下,得到了神经网络系统平

衡点的存在性、唯一性条件# 通过构造适当的微分_积分不等式, 利用 M_矩阵理论, 得到了平

衡点全局渐近稳定的充分条件# 这些条件适用于具有对称和非对称关联矩阵,以及激活函数

为全局Lipschitz连续的时滞神经网络系统# 这些条件是显式的,在实际应用中便于检验, 从而
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为神经网络的设计提供了一定的理论基础# 
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Global Stability Analysis in Cellular Neural

Networks With Unbounded Time Delays

ZHANG Ji_ye

( National Tr action Pow er Labor ator y , Southwest J iaotong Un iver sity ,

Chen gdu 610031, P . R . China )

Abstract: Without assuming the boundedness and differentiability of the activation functions, the

conditions ensuring existence, uniqueness, and global asymptotical stability of the equilibrium point of

cellular neural networks with unbounded time delays and variable delays were studied. Using the idea

of vector Liapunov method, the intero_differential inequalities with unbounded delay and variable de-

lays were constructed. By the stability analysis of the intero_differential inequalities, the sufficient

conditions for global asymptotic stability of cellular neural networks were obtained.

Key words: neural network; time delay; cellular neural network; stability
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