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摘 要

本文研究了半无限长圆管内5 t o k
e‘流的入 口流问题

.

我们导出了一种新的级数解
,

它 与文献

〔1
,

2」的解有一个明显的区别就是该解中不包含无穷积分
,

因此有利于 计 算
.

本文利用配 点法进
行了计算

,

得到了满意的结果
.

— 已 ! 谧犷
、 J 1 1二J

St ok
e “
流的研究近来受到了人们的注意

,
这是因为在石油

、

化工以及生物力学中都遇到

了许多低雷诺数的流动
f 3 ’.

本文研究的是st o k es 流的初始效应
, 即所谓入 口 流问题

。

1 9 6 9年 L e w 及 F‘。 g 〔
‘’首次研究了半无限长圆管内的 St o k ““入口 流问题

,

并得到了形式

较复杂的级数解
.

为了避免直接计算级数解中出现的富氏积分的困难
,

文〔1 〕用富氏级数近

似地代替富氏积分
,
这在理论上等价于用有狠长侧着来逼近羌恨长橱管

.

类似 于 圣 维南原

理
, s to ke

s
流动中

, 某一点给定的流动只对这二点的邻城内的流动产生影 响
,
而对较远处则

影响不大
,
因{此他们认为有限长圆管的入 口流可以是半无限长圆管 入 口 流 的很好的近似

‘

D o
ga 彭

‘,
等人的工作支持了这种观点

.

但 G luc k m a 彭启1等人又举出以下实例
:

两同 样大小的

圆球
,

间隔为20 倍圆球直径
,
在平行于圆球中心联线的方向上有St o k e s流流来

,
可得出双球

问题中每一个圆球的阻力和单球问题中的阻力相差 5场
,

这样的偏荤显 然 是很大的
.

因此需

要进一步研究
。

1 9 8 3年吴望一和斯加拉克
〔艺’
再次研究了同样的向题

,
得 到

、

了 与 文〔1 〕形式不同的级数

解
.

在处理级数解中出现的富氏积分时
,
文 [ 2 〕没有用富氏级数来代替富氏积分

,
而是直接

进行数值计算
,

因此得到的结果也较可靠
.

一 -
-

由于计算富氏积分比较麻烦
,
所以

,
如能得到户种不含无穷 秘分哟 解

,
将会有利于计

算

二
。

在研究不可压弹性体与5 to k e s
流的关系时

,

我们
,

导出了祠种不含无穷积分的St
o kes 入口

流的级数解
, 并且利用 配点法进行了讣算

,
得到了与文〔2 〕相同的结果

。 ‘
’

晃级
,

代淮荐
。

令‘7
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二
、

解 的 理 论 推 导

考虑半无胆长圆管内的5 to kes 流动
·

我们取柱坐标系如图所示
,

心上
.

设圆管半径为a ,

则圆管内的区域为{0 簇 。(
a , o( :

《 + oo }
.

的 , 于是我们的问题为轴对称问题
,

原点放在入口截面的重

我们假定来流是轴对称

取 a , U , 拌U /a 为长度
,
速度

, 压力的特征值
。

其中 U

二O /邢
2是平均流速

,

O是体积流量
,

“是流体的动粘性系数
。

以它们为参考值
,
可得到无量纲形式的St ok es 流动 方 程如

下

V 几. 二 V 夕

V
·

勺二 0 } (2
.

1)

其中

. 二 r o 口,

+ 在口
.

a 二 a
v = r0 之 + 介

一

盖口r
’ 一 ’

a之

为柱坐标系下的轴对称梯度算子
。

. ,

引进旋度Q

Q , V X .

并将(2
.

2 )
,
(2

.

3) 的表达式代入上式
,

(2
.

2 )

(2
.

3 )

P为无量纲的速度矢量及压力函数
。

(2
.

4 )

可推出

对Q再取旋度

。
一(鲁

一

鲁)
“ ,

。
‘
·· , ,

一
,

口
,

= o , O 一二D ~ 口, ,

一
口, , , 一 口

,

二o

‘

, 火

卜仓
’一

会
+ “
橇)

x “。·

一。

(臀
一

+

多)+
r 。

(一贯) (2
.

5 )

根据方程 (2
.

1)
,

(2
.

4 ) 及公式

V 火 (V x . )二(V 二)V 一 V 昌,

可推出

V 吕. 二一V x (V x . ), 一 V x Q

于是利用(2
.

4 )
,
(2

.

6 )
,
可将方程 (2

.

1) 化成如下等价形式

(2
.

。)

V
·

公二 0

Q一V X , 二 0

V 夕+ V x 口一 0

方程 (2. 7) 的分乓形式为

} (2
‘

1 )
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会
+ 令

一

+
一

骼
一。

黔
+ “一会

一。

留
+

犷
+

一

嚣
一。

犷
一

豁
一。

(2
.

8 )

、1.........气
!!
,
“百砚.声

这样
,

如果令

我们就将二阶方程 (2
.

1) 化成了一阶线性方程组
,
这种形式是利于研究的

.

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0
i

才

‘les,.se\

一一夕

、,J....夕U’人口p/咨....t\

一一了

尸
。 “

叭 r “ 1 ” 。、
Q一

!默朴
“一

畔 训
、 0 0 0 0 厂 \ 0 0 一 1 0 2

则方程组 (2
.

5) 可化成如下向量方程

吴了
+

一

弄Pj
+ 。了+ S

晶
一

了一“
(2

.

9)

为保证解在无穷远处收敛于稳定的Poi se 山U e流动
,

设 (2
.

的 的解为如下形式

f = 乞 K
.

f
‘. ’
(
r
)
e x p [ a

: z ] + f co ,
(2

.

1 0 )

了lIlwe又

一一了

其中 0

2(1一 r 艺)

4 t

P
-
一 8考{

为无穷远处的Poi se 硕 n e 流动 , P
。

为临界压力
.

了巾本身满足方程(2
.

9)
,
而了‘

. ’
(r) 为待定函

数
,
K

,

为待定系数
, a 。

为待定 指数
.

将 (2
.

10) 代入到 (2
.

刃 中,
我们得到一个向量方程

d ,
, . 、 .

1 。 ,
,
. 、 .

。 ,
/
. 、 ,

。 ,
, . 、

d「 J
、’一 ‘

十 示了 J
‘” ‘

个甘J
、

’
一 ‘

个 “。。尹一
u (2

.

11)

将方程 (2
.

11) 再写成分量形式

d了f
. ’

d r

d f奋
“ )

d r

+

知:
· , + a ·

r‘
· , 一。

+ f ;
” )一 a o

ff
“ ’= 0

(2
.

1 2 a )

军件
一

声
一

了‘
”’+ ‘了‘”一”

半几叼
‘”一’

(2
.

12 b )

(2
.

1 2 e )

(留
.

1 2d )

尹..哥..,,,l
,
/.........、
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将 (2
.

12 dl) 代入到

d I

(2
.

1 2 c ) 中
,
可推出

d j孟
, ,

+
圣

一

, :
, ,

)
+ 。,了,

. , 一”

少f聋
. J d f聋

. )

d r 么 r d r

+

(
。 : -

_

工
_

\, ( 。 , _
r :

I
, 3

一
(2

.

1 3 )

.

方程 (2
.

1 3 ) 是一阶B es se l方程
,
由于是内问题

.

不考虑N e u 二a n n 函数
, 故其通解为

‘. ,

f互
. , = C : J :

(a
o r ) (2

.

1 4)

其中 C :
为任惫常数

.

将 (2
.

1 4 ) 代入 (2. 12 c) 中, 并利用公式
‘7 ,

蕊
一

(‘
!
, 一对

可得到f奋
. , 的解

, ‘。 ,
_

_

1 了d六种 ,

1 , ‘。丫 。 ; , _ _ 、

J ‘
’

~ 一可、下刁「一 T 下,
3

‘

, ~ 一 , ’‘ 。L“ . ‘少 (2
.

1 5)

再由 (2
.

1 2 a )与(z
.

1 2 b)
,
得到

d
J

, dj 老:)〕二甲 t 一J 二厂一
争

,
.

“ r 、 “ 「

将 (2
.

1 4) 代入上式
,

d
艺

f老”
;

、

dr
Z

得到
,

1
, 卜 J

.

r

鲁f ,
·,

)
+ a ·(a

。

r : , , 一 , ; , 。)一 。

军
)
一

+( 云一食
:

),t 一cla
·
‘1
(‘

·
)

方程 (2
.

1 6) 的齐次方程与 (2
.

1 3 ) 相同
,
故其通解已经求出

, 只需找一个特解
.

.

1 6 )

设特

解为

验证
:

一众
c 卫a ·r J。(a

· 『
’

一~ G 「 d
Z , , , 、 、 .

1

Z匕片厉二一 石二
一 一

卜万二万La
ft r j o L“。 r 少, 十丁

‘ t石 . L 幼 , ,

+

(砍
一

详
一

)‘rJ0 (‘
·

,〕

二
J0 (x )一入(, ,

’

二J 。
(二卜J !

(X )+ 二

丢
一

, :
(X )

左端二 C i a .

J
:

(a
o r
)= 右端

, :
· , 一cs J :

(a
· ,

卜号
一 r J

·

(召
·r )

一

篡
一

(a 二J
。

‘a 二”

由公式
‘7 ’

(2
.

1 7 )

(2
.

18 )

到是得于

(2
.

19 )

淇中q 为任愈常数
.

粤由 (2
.

12 a ) 得烈
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, ‘ . 、
1 「d月”

J 一
‘

~ 一
一二一~ 班- -万二,门舀 . ‘ 幼下

1
,

十丁 J
了

( 肠)
1

一e : J o
(a

。r )+
孕

,
。
(。

。 r )一孕
一 , , ,

(a
, r )

.盛 n 乙
(2

.

2 0)

到此 了‘”的解已经求出
,
只剩其中的常数‘

,
q

, C :
没有定出

.

下面
,
我们将利用管壁的边界条件定出上述常数

.

为使在管壁处速度满足无滑移条件
:

p 一== 0 , 砂,
= 0

则应有

f老幻(1) 二 O,
f釜

“)
(1) = O

此即

。 I 王
; , _

八
.

。 ; , _ 、 _ 。

, l! 一下丁‘ o、“. 产J甲 , : ‘ i 、“ . , ~ v

、 ‘ ,

c 盆

(
为了使方程组 (2

1

a .

.

2 1)

,
。

(a
。

卜音
J :
(a

·

)
)
一C : J。(a

·

卜 。
(2

.

2 1)

关于C : 、

仇有非零解
, 则其系数行列式的值必须为零

, 即

n甘

一一

l
, , 、

一了
J o、“ ” ) J :

(a
。

)

之
一

J
。

(a
·

, 一
合
J l
‘a

·

, 一 J
。

(a
”

)

展开得

去
一

了:(a
·

)一
‘

1
, ,

_

、 , , _ _

二
,

l
r , , _

、 。

二一 J 。气“” , J
氏“

. 少宁 万
一 J r气“ . 少= u

“月 山

(2
.

2 2 )

由公式口 ,

ZJ :
(二)二 二(J

。
(二)+ J :

(书))

并代入 (2
.

2 2) 中
,
可得出关于a ,

的本征方程

J。(“
一

)
·

J :
(a

.

)二 J竺(衡)

由此本征方程可确定本征值 a.
.

方程 (2
.

24 ) 已经被 Fri ed m an nt “’
研究过

,
它有无穷个根

,
全部为复数

,

对共辘的复根
.

为了保证
二” oo 其解收敛到Poi se 戚lle 流 ,

我们取a 。

具有负实部
,

如表 1 所示
。

(2
,

2 3)

(2
.

2 4 )

很 显然是成

其前15 个a .

衰 1

一
土Re ‘ 土Im a. 士Re aff 土I血价

4
.

4 6 6 2 9 9

7
.

6 9 4 10 4

10
.

8 7 4 5 7 4

14
.

0 3 8 8 9 1

17
.

19 5 6 6 5

2 0
.

3 4 7 0口8

2忿
.

4 0 7 7 2 4

2 6
。

6 4 6 7 1 7

1
。

4 6 7 4 7 0

1
.

7 2 6 9 7 2

1
.

8 9 4 9 4 3

2
.

0 2 00 6 3

2
.

1 19 9 4 6

2
,

2 0 3 12 4

2
.

2 7 4 4 0 6

2
.

3 3 6 7 7 9

2 9
.

79 24 7 5

3 2
.

9 3 8 3 3 1

3 6
.

08 3 5 07

3 9
.

22 8 1 56

4 2
.

37又39 0

4 石
。

5 16 2 9 0

4 8
.

6 5 9 9 15

2
.

3 9 2 22 6

2
.

44 2 1 35

2
.

48 7 5 12

2
.

5 29 1 13

2
.

66 7 5 18

2
.

日0 3 ! 8 4

2
.

6 3 6 4 7 6
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当a 。

满足本征方程 (2
.

24 ) 时
, 方程(2

.

21 )的解可选定为

C
,
= Z J ,

(a
。

)
, C : = J

。

(a
。

)

将 (2
.

2 5 ) 分别代入到 (2
.

14 )
,
(2

.

1 5 )
,
(2

.

1 9)
,
(2

.

2 0 )中
,
可得到解如下

ff” (
r
)~ J。(a

”

)J
;

(a
o r
)一

r J ,
(a

。

)J
。
(a

o r
)

(2
.

2 5)

‘、.了
内匕,自,自

沙

‘
‘

、.百.t少I

Jf‘一 (
外

,一
r J

!

(a
·

, J
!
(a

·『
, + !氛

J !
(a

·

)一可
·

(a
·

,I
J
。

‘a
·r
)

f盗
” ’
(
r
)= Z J

I

(a
。

)J
:
(a

o r
)

f奋
”’
(
r
)= 一 ZJ

:

(。
二

)J
。

(a
o r
)

到此为止
,

通解 (2
.

10) 中的向量f
‘” ’及指数‘都已求出

, 只差系数K
”

入口处的边条件来决定
.

由于 a 。

是复数
,

相应的 了
‘” ,
(r)

、

K
。

也都是复数
,

数
, 所以我们在 (2

.

10) 中取级数项如下
‘

n = 1时对应al , n = 2时对应丘
: , ⋯⋯

如此下去
, 并在 以后的实际计算中将反

,

的项去掉
,

而只保 留 a 。

的项
, 于是

,

变为如下形式

未定
。

K
。

应由

而 f 要求是实

解 (2
.

1 0 ) 应

f = Z R e

E K
”

f
‘” ,
(
r
)b二p仁a

o z 〕+ f
‘。)

(2
.

2 7 )

这里的
n 是与a

。

对应的
.

三
、

配 点 法 计 算

我们计算进 口处具有均匀轴向速度和零径向速度的入 口 流
.

将通解 (2
.

27 ) 中的级数在
n项

_

L截断,
这样

,
在边界上均匀地取

n
个点

,

根据给定的边界条件列出 2n 个方程
,
这2n 个

方程确定
n
个复系数 K

。 .

我们计算了
。一 10 与 n ~ 15 两种情形

.

我们只计算了具有代表意义的速度值
.

计算结果列于表 2 和表 3 中
.

从表中可以看出
,

10 项与15 项的结果相差不到1肠
,

可见配点法的收敛性是 很好的
.

而且 这一结果与文〔2 〕的

结果接近
.

定义速度剖面和 Poi s e‘lle 剖面相差为平均速度的1肠的地方到入 口处的距离L为

入口段长度
, 则根据表中结果

,
L ~ 1

.

2a
.

仍 与文〔2 〕相同
.

这些结论说明了本文 的解是正

确的
,

同时也证实了文〔2 〕的结论
.
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