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摘 要

基于有限元概念
,

本文研究了结构响应对于设计变量的严格解析解
,

以空间析架为例
,

得到

了位移显式的解析表达式—
一个关于截面设计变量的有理函数

.

并进行了严格的数学论证
;

进

而推出了有益于结构敏度分析
、

结构优化的若干结论
,

针对含有位移显式的优化模型
,

提出了采

用广义几何规划解法的建议
;

最后计算了若干简例
.

一
、

问 题 的 提 出

在有限元方法的应用颇普及
、

理论研究颇深入的今天
,
计算力学呈现出一种进展减慢的

趋势
,
一方面是 由于成果 的饱和

,

另一方面是由于发展动向的不 明晰
.

其实
, 欲打破山穷水

尽的局面
,

需要有柳暗花明的探索
.

如果我们能用历史的眼光进行这一探索
,

则有可能较快

地找到曲径通幽的路径
.

回顾一下工程力学的发展
, 人们 长期以来 在探求解析解

,

数值方法

始终是实现解析公式的手段
,
有限元的出现打破 了徘徊不前的局面

,

离散的数值解在工程力

学中以主体的身份出现
,

有限元提供了人们需要的数值解
,

数值解有了充分的发展
.

永远逗

留在数值解上吗 ? 是不是到了再来一个解析解发展高潮的前夜 , 解析
-

-

一数值 一解析
, 为

什么不可能是这样一个发展过程 ? 然而新的解析阶段决不是第一个解析阶段的简单再现
,

它

必然要带上数值阶段的特点
,
亦即打上有限元方法的印记

.

否定之否定
,

即将到来的解析解

阶段将 出现一种基于有限元概念的解析解
.

实现这样一个阶段的转变
, 既是必要的

,
也是可能的

一 其必要性在于
, 结构分析的实现

必然给人们带来结构综合的信心
, 无论优化设计

、

计算机辅助设计
,

还是参数识别
,
都不仅

需要一个设计点的数值答案
, 更需要表示许多设计点或任意设计点的解答函数

,
这就是要给

出关于设计变量的解析解
; 其可能性在于

, 有限元数值解的方程本身就蕴含着求解析解的可

能性 , 例如表达求解总位移的总刚度阵方程为

〔K 〕{。} = {夕} (1
.

1 )

利用线性代数的数值解法
, 不难求出其解 {“}来

.

其实(1
.

1) 表达的结构静力响应方程是

在某个设计变量 {过
’

}〔万, 处建立的
,
这里的设计变量视具体情况

,
可以是单元的截面积或

.

唐立民推荐
.



厚度
,

也可以是节点的坐标等
,

此(1
.

1) 的实质是
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总之设计变量 {A }是我们通过设计打算确定的一组参 数
,
因

[ K (王A
’

})〕魂
。}二笼P(玉A

’

})}

进一步
,

如果把某个固定的设计{A
’

}换成变动的设计{肆}
夕

参量的代数方程
:

〔K ({刁 })〕{。 }= {P({A })}

问题就归纳为
:

找出一种解法
,

得到 (1
.

3 )的含参量解来
。

人A }的解不妨记为

{u }二〔K ({A })〕
一 ’{P({A })}

(1
.

2 )

那末结构 响应方程 则变成含

(1
.

3 )

为 了便于表达
,

这个含 参 量

(1
.

4 )

(1
.

4 )式的解与(1
.

1) 式的解的差别在于
,

这里的笼好乃是笼A }的函数
.

求出(1
.

4 )式的 困

难就在于方程 (1
,

3 )是含参量的
,

至今
,

我们还不会求解含参数矩阵的
“

逆
” .

不过
,

借 助 于

有限元概念
,

我们已经建立了表达这一解析解的方程(1
.

3 )
.

这就是问题的可能性
.

同时
,

也要注意这里所谓解析解与 以往解析解的差别
.

正如经典弹性理论所表达的
, 以

往解析解是三维空间坐标点的函数
.

如果是动力问题
, 则结构响应还是时间的函数

, 总之
,

解析解在四维时空中表达
.

本文通过(1
.

3 )表达的解析解
, 则是设计变量加上时间的函数

.

以

静力问题为例
,

则不考虑时间
.

其实设计变量{月}本质大也是三维空间的坐标
,

只不过有 限

元概念的引入
,

结构所在的空间点已经按有限元的意义结构化了
:

分成了表达 单元的坐标冲

一 截面积或厚度
,

表达节点的坐标量
-

一节点坐标
.

因此(1
.

3 )式揭示的解是打上了 有 限

元印记的解析解
,

顺便指出
夕

设计变量也可以表达弹性模量
、

泊桑比等物理量
,
这正如经典

解析解中也包含这些物理量一样
.

如果真的可以求出有 限元意义下的解析解(1
.

4 )式
,

我们就可以对于常用的结构进 行 分

析 一解析意义下的分析
,

求出解析解
,
设计改变了

, 只要将改 变 了 的谧月 }代入(1
.

4 )式就

得到了
_

具体的解
.

而对于结构优化设计
,

勿需进行敏度分析求结构响应对设计变量的导数
,

也勿需利用低阶的 T a y fo r 展式构造结构响应对设计变量的近似显函数了
, 因为我们 已经得

到了严格的解析解
,

‘

可以用之建立严格的数学模型
,

代之以往近似模型进行优化设计
.

如果

想得到结构响应对设计变量的导数
,

只要对解析解求导即可稠到导函数
,

而不是导数值
,
这

对于 C A D 也是有用的
.

总之
,

今天重提解析解
,

不仅有重要的理论意义
,

也有重要的实践

意义
。

二
、

解析解及其简化表达的定理

下面以空间析架结构为例探索其解析解
.

设析架由。个杆单元组成
,

所有截面积 皆为 独

立设计变量 , 即设计变量向鼠{A }〔E
”‘, 设析架节点独立位移自由 度 为

n , 相应的有限元方

程为(1
.

3 )式
.

利用数值方法
,

很难解(1
.

3 )式
,

然而用 C r a o er 定理
,

则可得到 (1
.

3 )式的解
:

⋯ {凡
。

{ 、
/ _ -

_

: l{P} / !式 !
”

·

IK
, ,

l , ,

(2
.

1 )
.

⋯从{“}

其中 !K l为〔K 〕的行列式
夕

{K
‘,

!为〔K 」的元素气
, 的代数余子式

.

总刚度阵第 云行
,

第 了列元素气j
可表为

:
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由行列式定义

IK 卜 乙 (一 i )[p : ”’

尸
·
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。
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’

尸
·

,

(
,

自
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:
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)
⋯
(

,

叠
; “:尸

。
了
。

“了
,

)

协 协

乙
(l

〕: ⋯ P
。

)

(一 1 )[‘
’‘

’‘ ’

p
·

] 艺 ⋯ 乙 吞,

I: = 一 l
,

= -

尸 11:
’ · ’

秃: 尸
。
I

,

月l: ⋯A z
。

(2
.

3 )

其中尸
:
⋯尸

。

是数码 1 ,

⋯
, , 的一个排列

,

〔尸
‘

·

⋯
〕为排列尸

;

⋯
。

的逆序总数 ,

艺 对 1 ,

(P l⋯ P
,

)

’ ‘

” ”
一切排列求和

.

由(2
.

3 )式可知
,

}K }为设计变量的
n 次齐次函数

, 同样可知
,

}K ‘,
】为设计变量的

, 一 1

次齐次函数
,
考虑到(2

.

1) 式
,

不难推得

{u }= {Q卜 1
({A })}/ Q

.

({A 卜) (2
.

4 )

其中Q
。 一 :

({A })与O
,

({A })分别表示关于变量的
”一 1次与 , 次齐次函数

, 亦即笼好为设计

变量的有理函数
.

进一步研究发现
,

(2
.

4 )式的表达式 可以简化
,

从而得到如下结论
。

定理 空间析架的所有杆截面皆为独立设计变量{A }〔E 协 ,

其节点独立 自由度
n
《m ,

贝日

结构静力响应方程〔K (笼A })〕王好 = 笼P(A )卜的解可以表示为如下有理函数

{u } ~ 〔c 〕笼劣}/ 擂d }
r

笼夕} (2
.

5 )

其中常数矩阵川的元素为 。‘, ,
*一 1 ,

⋯ , , ;

].<一
1 ,

⋯ ,

〔老
,

、
; 变量列阵(或称为基

片
’

1 一 m ~
刀‘ ’

丫‘ 一 J 曰 J / ‘
邓

/ J 一 ’ J , ’
‘ 尹 尹 ” ’ J ‘ 尸 2

、打一 1 /
’

~ ~
/ “ ’

丫
、

城
‘

l’J
’

/ ,

士

向量 ) 树是 ‘
_

性
1

、阶列向量
, 其元素为 {二 , lx , 一击

:

⋯法
, _ : . ‘: ,

⋯
, i一

:
一 , ,

⋯
,

m 且‘
: ,

.

, ~
/
矛

一

” ~ 、n 一 1 / ”
’

/ 场 ” ,

~
2 ‘ ” 2 “ “、 / J ’ 声 ’ J

一
‘

一
’ “一 J ’ ‘ 下 ’

一
‘ 一

”
”

’

~
’ 玉 ‘

⋯ , ‘. _ ,

} ; 常数列 .诈 {、}是‘叭阶向量
,

其元素为d , ,
、一 1 , ⋯ ,

‘约
; 变量列 ,暇或称为基

”
‘

~
、 / J

”
”

‘

一、称 / ” “一“
’ ‘ 一 ‘ 一 ‘ 一 ‘ 一 ‘

、n /
‘

一一
, J
”

、
~

、 ’ J / J

~

向量 ) 、。, 是‘叭阶列向量
,

其元素为{。,
!。

。一Ai
:

⋯
J

、‘ ; ‘: , 一
,

i一
1

,

⋯
,

、且‘
,
、⋯ , ‘

.

}
.

一 ,

~
‘ ’

U
‘ ’

一、n / “
’

‘ ’ .

一
一

’

一 一 -
一

不难 看出
,

此定理表达的{。}比(2
.

4 )式大大简化了
,

因为(2
.

4 )式的分子共 A牛
‘
项

,

分

母共 、项
,

,。(2
.

5 )式的分子

呱竺
,

)
项

,

分母共幼
项

,

由排列数下降为组合数 ; 此定理

揭示出(2
.

5 )式分子
、

分母皆不含有设 计变量分量的二次以上项
,

只含有一次项的 乘 积
,

这

是一个十分重要的结论
.

证明 首先证明(2
.

1) 式中 }K
‘,

!或 !K {只含设计变量分量的一次项
,

不失一般性
,

仅对

}K l进行论证
,

对 {K
. ,

隋完全相似的结论
。

假定总位移向量除了第
。 号杆两端涉及的节点位移在其单元坐标系中描述

,

其余的总位

移分量在任 息尔定全局坐标系中描述
,

其总刚度阵为〔K 〕
.

显然第 亡号杆的单元刚度阵为
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�J !!!11||||尸
nUnU八UnUnU八”1 0 0 一 1

( 2
.

6 )

nU�O八UCU
�11�0

�”,土nUnU

r...
l
鲍l”才|.J

[ K
,

〕=
E e

A
。

L 。

0 0 0

0 0 0

将总刚〔K 〕进行有限次行列交换
,

使第
e 号杆两端位移排在前面

,

相应地
,

〔K 〕变成 了

〔K
O
〕

.

〔兀
。

〕一

益 凳;:〕 ( 2
.

7 )

其中〔K 二
。

〕对应第
召 号杆左右端位移

,

为 。。 x n 。 方阵
,

n. ( 6 (‘< 6在 第
“
号杆端部有约束

时发生 )
.

整个总刚阵〔K
”

〕中只有子矩阵 〔K 召
。

〕与 A
。

有关
.

由于与 e
单元相联的其它单元亦对总

刚有贡献
,

所以

[ K 二
。

〕= [ K
e

〕+ 〔C〕 ( 2
.

8 )

其中〔K
。

〕即 ( 2
.

6 )式
,

〔C〕为其它单元对总刚度阵的贡献
.

参照 ( 2
.

7 )
,

( 2
.

5) 式
,

根据 L a p la c e
展开定理

,

〔K
。

〕的行列式 }K
。

}中所含月
。

的平方

项正负消掉
,

只剩下了A
。

的一次项
。

设〔K “〕是由〔K 」经过 P次行列交换得到
,

则

}K 】= ( 一 1 )护}K
o

】 ( 2
.

9 )

由此可知 }K 】只含刁,
的一次项

.

下 面把上述结论推广到第
e
号杆也采用全局坐标系的情况

.

为此需引进坐标转换阵〔凡
, 〕

{ u三}二〔之, ]笼“丢} ( 2
.

1 0 )

r几 0 一

[凡T」~ I
。

I
L O 几 J

( 2
.

1 1 )

11 1 . n .

〔几〕= ! z, m ,
n ,

l
n : j

( 2
.

1 2 )

其中{u怎}
,

关的方向余弦
.

七z
二

{“斜 分别为第
c 号杆在局部坐标和全局坐标中的位移向量

,

〔幻 的元 素为有

为 了得到所有位移皆在全局坐标中表达的总刚度阵〔K
“」

,

先写脚〔K
。

」对应的总势 能
:

“一

冲
’ “‘’〕〔K0 “

伶
一‘, ,

·

份 ( 2
.

1 3 )

其中 {雌 }系除去{u : }的总位移分向量
.

将 ( 2
.

10 )式代入 ( 2
.

13) 式可得

H 一
音
〔u : ’ “

’〕
[
凡不:扮

〕

比黑卜
, }·

哈蹂} ( 2
.

1 4 )

因所有位移皆在全局坐标系表达的总位移扣
。}为

{u o }, = [ u吕r u丢, 〕

所以由 ( 2
.

14 )式可推得



基于有限元概念的解析解

〔K
‘〕= 〔T 」r [ K

O

〕〔T 〕 (2
.

1 5 )

〔T 〕一

[;
’

;] (2
.

16 )

根据行列式性质

}K
O

}= }T r
}}K

O

I}T ! = 1T T
}1T l!K

。

!= !K
。

}

故 !K
“

1只含且
。

的一次项
.

由A
。

的任意性
,

}K “
!只含各设计变量分量的一次项

.

再考虑

到 (2
.

3) 式
,

}K
“

!只含设计变量分量的乘积项
,

每项是由
n
个 不同的分量相 乘表示的

,

合并

同类项
,

共
(:)

项
,

至此
,

(2
.

砂式的分母形式已证毕
·

同理不难证 明(2
·

5 , 式的分子 形式
·

通常在结构优化中采用设计变量连接技术
,

此时(2
.

5 )式的分子
、

分母中就有设计 变 量

分量的高次项 了
.

三
、

若 干 重 要 推 论

在下面讨论中
,

为了表达简便
,

我们只取(2
.

5 )式的分量形式
.

1
.

静定结构的位移函数

静定结构 的杆件数m 与独立位移 自由度数
n 相等

,

即 m ” n ,

于是

(分)
一 1 ,

(
,

竺
,

)一

此时
,

_

由(2
.

5 )式可得

一户
C ‘,

鑫
:
A ·

/ (
“

1

兵
‘·

)~ 乙 C兮, / 月
,

(3
.

1 )

(介户 J )

其中C咭, = C , ,
/ d

,

(3
.

1) 式是我们熟知的结论
,

M o
lir 积分指出

N , 刀 , l,

E , A ,
飞 (3

.

2 )

其中N , , 刀 ,
分别为实

、

虚荷载下的单元内力
,

对于静定结构
,

它们是常数
,

故 (3
.

2 )对于静

定结构是位移
u ‘
的解析解

.

2
.

倒变t 空间近似解的有效性

不少文献指出
〔2 ’, 「‘“,

在位移对于设计变量的一阶 T a
刃or 展 开中

,

倒变量空 间中展开

的效果最好
.

这是一个数值实验的结论
,

其理论根据不难从本文揭示的解析解找到
.

由(2
.

5 )式不难看出
,

位移作为设计变量的有理函数
,

其分子每项是
。一 1个分量的乘积

,

其分母是
。
个分量的乘积

; 从量纲上看
,

总体上
,

位移是设计雯量分蜜的倒数 (上述静定结

构显示了这一结论)
,

因此扶倒变最去展开
,

对原函数逼近的程度必然是高的
.
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3
.

位移一阶
、

二阶导数的另一种表达

在下面的推导中
,

为了保持简便
,

将位移解析表达式简单地记为

从”D
‘

/ D

由此求导得

(3
.

3 )

口“‘ 1 / 口D ‘

初
, ’万、西刃

, 一 “‘ ) (3
.

4 )

护晰 ~ 红 护几
口A ,口A , D \口月 , 口A ,

a Z D

口A , 口左。

a“‘ 口D

口A 。 口月 ,

�J了口古‘J工J
二“

a乙
-

记一a�

_

即
‘

叼 、
aA s 口A 。 /

( 3
.

5 )

由定理
, D 与D ‘只含设计变量分量的一次项

,

故当j= k时得到

一 2口“‘口刀
= 力口月玉西月

。 ( 3
.

6 )
“月1口

一

a

这些导数在建立位移近似显式时提供了涉及行列式的算法
,

在应用时可在 ( 3
.

4) 、 ( 3
.

6 )

的基础上采用差分近似去计算
.

4
.

关干建立严格优化模型的建议

迄 今为止
,

由于得不到准确的约束函数
,

人们只好通过结构敏度分析的途径
,

形成约束

近似显函数建立近似优化模型
.

本文揭示的结构响应的解析解
,

则提供 了建立严格优化模型

的途径
。

首先位移约束根据 ( 2
.

4) 式或 (2
.

5) 式可以表达为严格的约束形式
,

即
“‘= Q二

一 : ( {A 卜) / Q
。

( {A }) ( 。‘ ( 3
.

7 )

因为应力可以表达为位移的线性组合
,

所以 ( 3
.

7 ) 式也可表达应力约束
.

( 3
.

7) 式也可表

示为

Q二
一、( {A 卜)一 云。Q

,

( {A 卜) ( 0

于是重量最轻的优化模型为

砰 = 乙功l, A , , m 扭
J一 1

Q孟
一 ; ( {A })一 丽‘Q

,

( 笼A }) ( o ( i
( 3

.

8 )

、

!!
、tz...少

、J
户‘

龙

J , ( A ,
簇五

,
( j= 1

,

⋯
,

m )

r”L..于目口J
、￡工J月月这是严格的优化模型

,

由于性态 约束是广义多项式
,

可以将约束表达为

Q 4一 ;

( 蓬A })一 石‘Q
。

( {A }) = a ‘(诬A })一刀
‘( {A } )( 0

其中“
‘(王A })

,

刀
‘(王A })分别为A ,的正项多项式

.

进而约束a . ( {A }) 一刀
. (王A })《 o可化为

a ‘(笼A } )/刀, ( {A 卜)《几

此时 ( 3
.

8) 式可化为

( 3
.

9 )
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附” E p , l, A , , m in

j 留 1

(3
.

1 0 )
5

.

t
.

a ‘({刃 })/刀
。({A })《 -

通
, ( A ,

《河了 (了一 1
,

⋯
,

m

!
(‘一 ‘

, ’ ‘ ’ ,

左,

{
接着可以采用单项高阶展式

rs ’,

分别处理 目标和约束
,

采用算法高效
、

收敛稳定的广义

几何规划的二阶缩并原算法
〔。’或完全二阶缩并原算法

〔7 ’求解
.

四
、

算 例

三杆问题

不难推得杆 1
、

2
、

3在全局坐标系的单刚分别为

〔
翔

一

拱
,

!
一

川〕
一

砚 :
一

: 卜万一一咔一下一

丁八!土
「凡〕一 “

自: {}
一。

酬
_

}

。、
:

〕一 2

耸
一

帅
一 as

}
一

: ;〕

对截面月
1 ,

月
: ,

A 3 进行变换引进{a }
,
二〔a : a :

aa 〕是为了 表达简便
.

组装总刚方程
,

得

L1 0 1」魂a }

〔一 1 0 1] {a }

卜
‘ 0 ‘〕王a } 1万

u 』

飞_ 丁p
l

飞
[ 1 1 1〕{a } 」k u : ) L尸

2 ]

亦即 〔K 〕二
a l + a 。

一 a ,
+ a 3

一 al 十 a :

a l
+ a Z

+ a 。

利用本文的定理
,

进行行列式计算时对设计变量分量自乘项略掉可简化计算

〔K ] = (a l
+ a 3

) (a ,
+ a Z

+ a 3)一 (一 a ,
+ a 。

)
“

= a z a : + a x口:
+ 口x a s + a Za 3

+ a : a 3
+ a 一a 。

~ a la :
+ 4 a x a :

+ a : a :

IK
; :

1= (一 i )
‘+ ‘

(a : + a : + a :

) ~ a ;
+ a Z

+ a 3

}K
; :

1, (一 1 )
’十 ,

(一a , + a 3

)二a : 一a 3 = IK
i :

}

IK : :
}一 (一 1 )

兄+ :

(a :
+ a 。) = a :

+ a 3

「a ;
+ a :

+ a 3 a ,
一 “3 一

!了刀
,

飞

不
“‘

飞= Lal 一 as 二 al 士
“

水I.z J
七u : , “i a Z

十 4 a l a 3
十 a Za 3

讨论
:

1) 检验静定结构解的形式

任取一杆截面为零
,

如A . ~ 0则



隋 允

丁
u ‘

飞一「‘/ a ,
+ 1 / a , 1/ a :

、。2 , L l / a : 1/ a :

田 福

同本文上节结论一致

2 )令a : = a s

万
“‘

下一「
‘/ 2 “ 1

、“: 夕 L O

0

1/ (Za ;
+ 。2

)

1万p
‘

飞
」七尸

: )

如果视Z a ,
+ a : 为独立变量

,

则解类似静定结构
.

3 )令a : = a s

{:;}
一

!
a z + Za :

a i
一口名

窟 t
一 口 2

a 一+ a :

〕 。尸
, 、 z

」场
:

少/
“‘(5“ 1

+ “ :

)

~ 一布
~

一叫户一寸一州

完全不象静定结构
,

尽管独立杆件数等于独立自由度数
。

2
.

五杆二自由度 l’q 题

5根杆在全局坐标系中的 单元刚度阵为
:

3 1 毛/ 5

3 0
“

13 0
“

‘5

粉,土,土

一

rl
.

IL

a一一

, .t

l
l

月.1‘.�

一

resweL

[ K
:
] 二

E : A l

2胡了 I

一 1 一 1

口 2

〔K : ] =
斌 3百

: A :

8 I 一斌百

一双 a1 _ _
_

「 l
3 J一 一 I

L一研 3

一斌 3

3

[ K
:
〕二毕

一

嘿]
一 as

嘿}

1 双 3 1 斌 3

[K
‘

〕二
斌 了E

4
A ‘

8 l 斌厄 }
一a ‘

!斌 3

〔K
。

〕二
E o

A
。
「1 1 1 「1 1 1

2斌 2
一

1 Li i」= “‘L: I J

组装总刚

〔K 〕一
!
a ; + a : + 。4

+ a 。
一 a : 一澎 3 a : + 斌百

一

a 一+ a s

一 a l
一斌 3 a : + 斌 3 a ‘+ a 。 a :

+ 3 a : + a 。+ 3 a ‘
+ a s

利用定理
,

简化行列式的计算

IK t二 ( a : + a : + 改‘+ a 。) ( 。: + 3。: + a 3
+ 3 a ‘+ a 。

)

一 ( 一 a :
一澎 3 。: + 斌 百口

‘+ a 。) 全

二 ( 4 一 2斌 3 ) a
: a : + a ‘a : + ( 4 + 2丫 3 ) a :a ‘+ 4叮 工a 6

+ a : a 3

+ 1 2 a : a ‘+ ( 4 + 2材万 ) a : d 。+ a sa ‘+ a sa 。+ ( 4 一 2材 3 ) a
一a 。

IK
: ,

卜
a : + 3 a : + a : + 3 a ‘+ a 。

{K
: : != !K

Z :

1二 a : + 斌了a : 一召落
一
a
“

a 、

IK
. :
I二 a ; + a , + a’ + “ ,
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「“
‘+ 3“ , + “3 + 3 a ;

+ a 。

La ,
+ 材 3 a : 一 刚 3 a

一
a 。

a : + 材落
一

a : 一犷息
一

a
一几

a : + a : + a ‘
十 a 。 }{灸}

〔(4 一 2刚
一

3 )a , a Z
+ a , a 。+ (4 + 2斌 3 )a , a ‘+ 4 a , a 。

+ a : 。, + 1 2 a : a ‘

+ (4 + 2材 3 )a : a 。
+ a aa ‘

+ a sa 。
+ (4一 2材万

一

)a 4 a 。

〕

一一

、tZj
产

,盛
2

臼U‘.破.、

3
.

五杆四 自由度问题

杆 1
、

2
、

3
、

4
、

5在全局坐标系中的单刚为

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0」
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 {
火火火

田 3

,闷

1
刁

!a

,l!IL画lE

一一K

l
田」

2“一一

、...,l

!
0 0

1 0

0 0

一 1 0

0

一 1

0

1

0 0 0 0

0 1 0 一 1

0 0

一 1 0 {!
llesL

两I
E

一一K

厂

Jlee、|L

a一一

一

l!
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0 1
!

,

lwesees仁

aAIE

一一
门.JK一

IL

、..
.

且
.

l
.J�

O八”1
111

一

r.wel”
.

1
a一一

、leses.lwe..夕�
UO,�.,l

一

[ K
‘

] =
百

‘
A

‘

2了万 I{
0 0

0 0

0 0

0 0

1

一 l

0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 一 1

f
!、L|

“一一

、”习日

i
翔侧门

!
J占‘护

八U八U八11��日�八U�日八Un
�,人1上内U八U1二,土n

�

U

!
J

I,翔
.

戈

[ K
。

] -
E 6

A
6

2斌丁I

1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 !
总刚度阵为

〔K 〕~

a l + a -

a ‘

a 6

a : + a 。

0

一 a Z

0

a 3 + a -

一 a .

0

一a :

一a ‘

a : + a -」
IK

; :
}= a : a aa ‘+ a : a a a 。+ a : a 一

凡 + a : a 一a .

IK
: : != !K : :

! ~ 一 ( a : a sa 。 + a : a 一a 。+ a : a 一‘ )

IK : 。j二 IK a : I = 一a : a ‘a.

}K : ‘1, }K 一: 1, a : a o a 。+ 。声‘。。

}K : : l二 a la : a 。+ a : a : a , + a i a : a ‘+ a , a : a 。

+ a . a . a . + a . a . a ,
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IK : :
1二 }K

3 :

1二一 (a : a : a ‘
+ a : 。‘a 。

)
,

IK
: ‘

1= }K
‘:

1= a : a : a 3 + a : a : a ‘+ a Z a sa 。

+ a : a 一a 。

IK s。
}二 a : a : a ‘+ a : a : a 。

+ a : a’a 。+ a Za 一a 。

!K
s ‘

1二 !K
一3

}二 a , a : a ‘
+ a : a ‘a 。

+ a , a ‘a 。

IK “ {二 a , a : a :
+ a : a : a 。+ a : a o a 。

+ a : a Za ‘
+ a : a ‘a 。

+ a : a 一a 。

IK !二 a 、a Za 3 a ‘
+ a ; a : a 3 a 。

+ a ; a : a ‘a 。
+ a l a o a ‘a 。

+ a Z a sa 一a 。

由上面可得

!K }

、lweL

!
,二
2OU4尸尸尸尸

!
/、.口卜.、�

l
....
.

J

!牡
一

}{
{

““

{ } {
、 u 一 , 七 l

K
, ; ! 】K , :

! 】K , 3

】!K , ‘
1

K
Z ;
} }K Z: 1 !K : 3

】 IK
2 ‘}

K
s ,
】 IK

3 2
} IK

3。
} 】K

3 ‘

1

K
一, ! !K

‘: } IK 一: ! 】K 一‘1

由这些例子可以看出
,

本文给出了从未得到的解析解
.

程序实现时可以利用本文的定理

简化计算
.
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