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摘 要

本文根据物质材料的多极概念研究了弹性电介质复合材料的宏观力学和电的性质
.

特别是
:

运用多极物质材料的统计连续体理论
,

可以得到不均匀颗粒间的电弹性相互作用和微结 构 (尺寸
、

形状
、

取向⋯ ) 对复合材料的宏观性质的影响
.

本文首先给出了在某一无限的弹性电介质体 中具

有电极化的椭球的弹性不均匀性的基本解
,

这个解是由于电弹性相互作用而对 E s h e lb y 的经典弹

性解的修正
.

其次
,

本文导出了电弹性相互作用的弹性电介质复合材料的宏观本构关系 和 宏观材

料参量
,

最后对稀释的复合材料的具有统计的异向性的
、

形状效应的
、

以及电弹相互作用 的一些

问题进行了定量计算
.

引 论

近年来
, 复合材料的研究得到重视

,

一种复合材料的宏观特性
, 受组成物的性质

, 它们

的组成比例
、

形状
、

取向
、

分布以及这些组成物之
.

间的相互作用等因素的强烈影响
.

由于复合

材料的复杂性
, 在处理复合材料的实际问题时

,

通常都要引进一些简化假设
, 从而建立一些

在理论可预计的复合材料模型
,

例如
,
在研究复合材料的宏观电磁性质时

,
略去了变形的影

响 , 或在研究复合材料的有效机械性质时
,

略去了电磁效应的影响
.

(例如见 B 6 t tch er 「‘’,

K r 6 n e r 〔2 ’,
W illis 〔. ’, H a sh in 及 S tr sk二 a r r “’夕 B e r a n 〔5 〕, M ille r 「。, , J已ffr e y 【7 ’,

M e C o x

及 B e r a n 仁”’,
V a n B e e k t “, , H a le [ ’

o ’, C h r is te n se n 〔‘” , Z h o u
,

S
·

A 和 H s ie h , R
·

K
·

T t’1 1

等 )
.

以这些假设为基础上的许多方法和模型在很多情况下应用效果很好
,
但在 电磁效果和

变形效果都很强
,

而且它们藕合作用很重要时
, 就不适用了

,
这样的例子

,
即使在均匀材料

中 ,
也是很多的

.

(例如 N e ls o n 「‘
3 , , M a u g in “

4 , , Z h o u
,

S
·

A 和 H sie h
,

R .’K
·

T 『“ , , , ,
等 )

.

当试图采用经典的有效介质理论来研究电磁变形复合材料的宏观响应时
, 就遇到各种困难

.

例如
:

当在经典有效介质理论中采用众所周知的自洽方案时
,
我们只能假定宏观有效本构关

系已知 , 而这些关系中的有效材料常数是待定的
.

但是
,
如果连复合材料的宏观本构关系的

式子都不知道
,

贝!J这个程序就根本失败了
, 而且对电磁变形复合材料而言

,
一般都是如此

、

对于这类复合材料而言
,

它们的宏观本构关系和宏观材料常数都是从复合材料的特殊的材料

微结构和微观的材料性质 中推导出来的
.

.

原稿为英文
,

由钱伟长译为中文
,

陈明伦
、 扬砰株对

.
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在本文 中
,
从材料的多极 (R

·

K
·

T
·

H sie ht s, ) 概念出发 ,
研究弹性电介质中大量的统计

分配的非均匀性的稳定的宏观性质
.

特 别是
,

将运 用统计连续统的材料多极理论 (S
·

A
·

Zh。往

和 R
·

K
,

T
·

H si e h 〔‘“’ 和 S
·

A
·

Z h o u 〔’“’)研究弹性电介质复合材料的非均匀性的微结构效应

(大小
,

形状
, 异性取向⋯ ) 和

一

电弹性藕合现象对宏观特性的影响
.

在这一理论中
, 复合材

料的模型为数量多的非均匀颗粒散布在一均匀基质中所组成的介质
,
这些颗粒假定是牢固地

和基质结合在一起的
.

复合材料的微结构假定是无规则的
,

所 以可 以采用统计处理
.

非均匀

颗粒在模型中看作为点材料诱导所生的多极子
夕 而复合材料微观场的总体平均所导出的各种

宏观场
,

是用均匀基质中材料多极子的统计连续统来描写的
.

在下文
,

首先在第二节中给出一个无限弹性电介质 中具有 电极化的椭球弹性不均匀性的

基本解
,

它在研究弹性 电了问贡复合材料时至关重要
.

文中将证明
,

在一个无限弹性介质中具

有椭球弹性不均匀性的经典 E s
he lb y 弹性解

〔“, ’,

由于存在着 电弹性相互作用而应 与 修正
.

第三节中引入了材料多极子的统计连续统的概念
夕

而第四节则发展了处理多极子统计连续统

的办法来研究具有不规则分布的非均匀性的弹性 电介质复合材料
.

第五第六节
, 通过材料多

极子统计连续统理诊研究 了弹性电介质复合材料的宏观性质
.

二
、

弹性电介质固体中一种椭球非均匀性的解

众所周知
, 对于弹性不均匀夹杂体的经典 E s

he lb y 结果
, 在研究各种 弹 性 复 合 材料

(例如
, E s h e lb y 〔‘。’,

M盯 at Z 。’、 的宏观性质时至关重要
.

在本节
,
我们研究一种无 限弹性

电介质中夹杂着一个 电极化时椭球不均匀弹性颗粒的问题
.

颗粒的尺寸比分子的尺寸大
, 从

而可 以作连续统处理
.

不考虑 电缩作用
,

则颗粒的电介极化可 以写成下式

p 二 e ox 公 E + P
O ‘

(2
.

2 )

这里 P0 是自发极化
, x 朴是颗粒 的介电极化率

.

在下文中
,
我们假定

,
颗粒材料和基质材料的性质都是各向同性的

,

它们分别用伊 和

C 表示弹性模量
, 用 x 件和 x 表示介 电极化率

.

而且基质的介 电极化是很小的
,
所以

,

作用在

基质上的 电体积力可 以略去不计
.

首先
,

让我们研究在一无 限弹性均匀基质中一个位于尸的电偶极子在外电场 E 的作用下

所受的 电力在二点产生的弹性变形
.

利用格林函数法可得弹性位移场

~ /
,

d
,

、
, 、

.

~ /
, .

d 八
, _

u ‘L篮) = 行‘,

、
x 一 x

‘

一百
”

’

/
r亨+ 行‘,

火
x 一 义 ‘

+ 泛
一

”
‘

)
t了 (2

.

2 )

其中 n, 是在 电偶极子方向内的单位矢量
, d 是电偶极子两个点电荷间的距离 , G 是弹性介

质的格林函数
, 而 f

+

和 f
一

是点 电体积力
, 它们是

尸 Z
, .

d 八 _
,

, ,
,

d
‘

’

= q ‘、
x

‘

+ 2 “
‘

)
, 及 ’一 = 一“仁气

x
‘

一 2 ”
‘

(2
。

3 )

这里 q 是点体的 电荷
.

对于一个理想的点电偶极子p而言
,

它是通过两电荷间距离无限缩短
,

同时 ,
使电荷最不断增加

,
使乘积p = q d ”

,

保持为常矢量的极限过程得到的
,

这时 (2
.

2) 式

的位移变成
u ‘(x )二 G ‘, (x 一 x ,

) p: E , , : (x
‘

)一 G ‘, , 。(x 一 x ‘

)P一E , (x
‘

) (2
.

4 )

这里
,
假定外 电场足够光滑

,

所 以 ,
一切高阶项O (d勺在极限过程中趋近于零

.

这就证明了
,
这样一个电偶极子所产生的弹性场可 以模拟为由在丫处的所诱生弹性单极
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点

二 尸, , 二 夕
,
尸, (x ,)

、

一 (2
.

5 )

和在丫处所诱生的点体积力

f
. 二P , E ‘ , , (x , ) (2

.

6 )

所产生的弹性场
.

这里的总体积力对于均匀外 电场而言应该等于零
.

现在
,

对于在某种外电场和机械载荷 (用分和 uo 表示 ) 作用下
, 夹杂在基质中的具有连

续统介电极化 P的不均匀颗粒电位移场和弹性位移场可以分别求得如下
:

二, 二二 : + f
, ,

尸: (:
‘

)‘
,

: ‘(: 一 、‘)、二
,

J 犷 I
(2

.

7 )

u , 一。 : +
{
_ 了: (:

/

)。 : , (: 一 、‘)、、
‘
一 {

了

尸; . (、
,

)。 : , , , (、一 : ‘)‘x ,

少 护 1 J l l
(2

.

8 )

其中 口
, , 和‘丁, 分别为无限基质中的 电格林函数和弹性格林函数

.

上角码
“和 c

分别用以区
.

别与电有关的量和与弹性有关的量
.

(2
.

9 )

0)1)它
‘五, .一

:

可以证明 , 这种颗粒的效果可以模型如下
:

用下列定又的连续统 电偶极子的分布

P ; 二 P尾+ △。, , E ,

并分别用下列定义的体积力和连续统弹性单极点

六 ”尸, E I’ 。

及
尸罗。二尸。E , 一△C , ,

二
u 。 , 。

几

(2

(2

其中 八。 和 △C 为颖粒的材料性质和作为各向同性材料的基质的材料性质之间的摄动 值
.

们是
-

八e . , = (。份一。)占‘,

其中 。(二 e。(1 + 义冲和尹(二
。。(1 + x勺 )分别为基质和颗粒的介电常数

夕

八c ‘, * : 二 〔几
, 一几)占

‘, d , ‘+ (。, 一 拼)(d污、占。: + 占. ‘占, 。)

这里的几
, 杯和沪

, 拼勺于别是基质和颗粒的拉梅弹性常数
.

(2
.

1 2 )

而且

(2
.

1 3 )

为了决定这些诱生的连续统 电的和弹性的多极子
,
我们只能求解方程式(2

.

7) 和 (2
.

8 ) ,

一般说来它们是藕合的
, 因为弹性变形和 电场有关

,

但
一

电场又和颗粒的取向有关
, 而颗粒取

向又受弹性变形的影响
。

作为初步近似
,
我们可以略去由于弹性变形所产生的颗粒取向微小

变化对 电场的影 响
.

于是
,

对于均匀外电场和弹性应变场而言
,
我们可以发现 电所诱生的体

积力等于零
,

而且颗粒 内的电场和弹性应变场也是均匀的
,
它们分别为

“一(6..
+

粤
“: 。

)
一 ‘

(
“ : 一噜

一

‘: 。尸:) (2
.

1 4 )

及
e ‘, = (占‘. 占, 。 + L I, 。 .么C : , 。 。

)
一 ‘(‘票

。
+ L二

” 。: E :P 。)

其中L
‘

和L
’

分别为 电去极化张量和弹性去极化张 量
,

定义为

“: 。一

刹
: 1

责}枷
S,

(2
.

1 5 )

(2
.

1 6 )

“, , ·!

一封
: : (‘ : , ,

,
·

+ ‘ ;
: , ‘,

)n : d s,
(2

.

1 7 )
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当颗粒为椭球形时
, 它们是常量张量

.

这里
,
S : 是椭球的表面

,
n, 是表面S : 的外法向矢量

,

G
,

是各向同性体的弹性格林函数
,

它是

G 牛j(x 一 x ’

)=
8二}之

二 ! (
(3 一 ‘·) “‘, + (

一普
: 戈 ,。

电的和弹性去极化张量可 以用显式表示
:

) (2
.

1 8 )

当颗粒为圆球形时
,

(2
.

1 9 )才J山
悦土,d

一一
.

JL

‘

、、,/
.是甲今

n
口

古J日.

n
O乙: ,

一
。

;
。

(
9 “+ 1 8拼

3衬+ 4拼
(占

, j占‘: + d . 。d , : )一
6 “+ 2产

3 付+ 4拼
(2

.

2 0 )

而在圆球颗粒内的 电场和弹性应变场可以推出显式为

尽 =
- 3己

3 e + △￡ 翁
尸 , ) (2

.

2 1 )

e 云 奋

二
3存+ 4拼

感万干丽干3入万千乏酥
‘盆。+

E 。尸。

3、千如干感入泳+ 扒拼 (2
.

2 2 )

对于 i始j而言 ,
有

5拼(3 忙+ 4拼)
5拼(3 “+ 4拼) + 么拼(6 ,‘+ 1 2拼)

‘兮, +
(3 忙+ 6拼)(E 一P , + E s

P’ )
1 0拼:(3

、+ 4拼)+ A拼(1 2 、+ 2 4拌)
(2

.

2 3 )

其中
、二几+ 2拌/ 3为弹性体积模量

,
颗粒的介 电极化P和电场E分别由 (2

.

1) 和 (2
.

21 ) 式给

出
。

可以证明
,

对于具有 电极化的一个椭球弹性不均匀颗粒夹杂在一无限弹性 电 介 质 中 而

言卜 由于电弹性相互作用的存在
,

经典 E s h e lb y 弹性解必须在方程 (2
.

1 5) 的 右侧增加一

项 , 进行修正
。

在颗粒内部和外部的应力场可以根据 (2
.

8) 式
, 动量和动量矩平衡原理求得

.

t . , (x )= C ‘, . : “。 . : (x )+ (么C . , , ‘“ , , ‘(x )一 p s(x )E ; (x ))y(x ) (2
.

2 4 )

其中 袱幻 是指示函数
,

它的定义是

5)过6).2经.2
(x 在犷

:
中)

(x不在厂 : 中)
.

颗粒中弹馋变形场的反对称部份可以用反对称变形张量 2 0 = v “一 (v“) , 来 研究
,

一些计算后
,
得

。‘一= 。了, + L甲, , : (△C : 。. , 。。 。
一P o E , ) (2

其中L
。

张量的定义为
’

I f
,

。
。

。
。

乙下s七忍二
。 1 o L。 亏‘

, j 产

一。 牙王
, 一,

j ll蚤a 。
‘ J 0 1

(2
.

2 7 )

在圆球颗粒的情况下
, 它是

1
, 。 。 。 。 、 z

一
; ,
一

、

‘了, . 弓= 6拼 LO ‘. 0 ; , 一 0 ‘IU 舌J j 、住 犷 1 甲 , (2
.

2 8 )

对于圆球颗粒而言
,
我们可 以从 (2

.

26 )式求得

V X u = V X
;

U o

十
拼(3

己+ △. )
P

o X E
.

〔2
,

2 9 )
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它给出在转动张量和颗粒 自发极化引起的电矩之间的比例关系
.

一

这里证明
,
圆球颗粒的转动张量和颗粒的弹性性质无关

, 而且在均布外载下
,
它在颗粒

也是一个常量矢量
.

必须指出
,

(2
.

29 )式只能适用于颗粒的小转动
, 因为这个解是从小变形

理论推导出来的
‘

对于颗粒的大转动而言
,

我们应 该采用有 限变形理论
.

本节的结论为
,

我们用多极子理论研究并求得了具有电极化的一个椭球弹性不均匀夹杂

体夹杂在无 限弹性电介质中的基本解
.

我们发现
, 在均布的电场和弹性载荷下

, 具有电极化

的椭球弹性夹杂体所产生的弹性应变和电场都是均匀的
, 而且可以从 (2

.

1 4) 式和 (2
.

15 )

式求得
.

具有自发极化的夹杂体受 电矩作用时引起 (2
.

2 9) 式所表示的夹杂颗 粒 的 均 匀转

动
.

无限弹性介质夹杂着椭球不均匀颗粒的经典 E s
he lb y 解

,

在弹性 电介质的情 况下 ,
应

有电弹性相 互作用的修正
.

三
、

统计连续统的材料多极子

上文业已证明基质上的一个非均匀夹杂体可 以用均匀基质中的连续统材料多极子束模型

化
.

而且
, 虽然某些复合材料可 以有规则的结构

,
例如叠层 介质那样

,

其材料性质可 以有明

确的周期性
, 但是

,
大量的复合材料

, 微结构非常复杂
,
很难在每一点上确定其材料性质

.

很
「

有可能
, 关于这类复合材料的微结构只有一些统计信息

.

例如
,
有关弥散强化或硬化的材

料
,
颗粒增强的材料

, 以及切断的纤维增强的材料等
.

为了研究由大数量杂乱分布的非均匀

颗粒的各种复合材料
,
我们采用统计法进行研究

,
在本节内 , 我们将引进统计连续统的 电多

极和弹性多极的概念
.

和经典的统计力学的吉勃斯 (G ib b s) 系综相象的概念
,

我们考虑有大 量 几 何 形 状相

同 ,
宏观电性质和弹性性质相同

,
受到数量相同的点体电荷阵列和点体力的阵列的作用的独

立系综
,
但这些点体电荷的未定分布情况 已变化

,
这些点体力的每一样品的分布和取向也改

变 (图 1 )
.

设某一已给样品中共有M个体荷和体力阵列
, 则其总电场和总弹性位移场一般可

以写成
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圈1 点体力陈列的分布日
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其中 : ‘

是一个随机变量 (不同的样品各不相同 )
,

它表示第a个点体力阵列的中心位置
,
也

代表第。个点体 电荷阵列的中心位置
, 而 。

a

是一种随机参量 了也可以是几种随机参 量)
, 它

表徽体积力和体积电荷阵列的微结构
.

假定样品是无限的弹性电介质材料
,

“和‘
。, 分别是

样品的电格林函数和弹性格林函 数
,
p哭

.

⋯: ; 和 P :
,

、、⋯ :
户别是第

a个点电荷阵列和第a个体

积力阵列的壳陪 电多极矩和弹性多极矩
.

对于自身是电中性的电荷阵列而 言 , P
’“

= 心
, 而对

于在百身平衡的点休积力阵列而言
,
p 了二0

.

如果点体积 电荷和点体积力相互独立
,

都 保持

恒定持久
,

则我们得

N (a )
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(熟幼)

这里
,
斤(a )为第a个点体积力阵列中点体积电荷和点体粉力 的数目

,
而创 (a )是从护画到点

体积 电荷q 夕(的 和点体积力f夕(a )的第刀个位置矢量
.

如果点体积 电荷和点体积力都诱生
,
而

且因相互作用而相互系赖
, 则一般有

片 (0 )
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一
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⋯
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。M) d婆
: ⋯ d里
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」

口一 l

L3
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3 b )

这显示
, 第 a 个点体积 电荷和点体积力的阵列模型代表电的和弹性多极材料

, ‘

色和其它体积

电荷和体积力的阵列
,

位置
,

分布等有关
.

这里
,

由于电
一

力学的相互作用的存在
, 电的体积

电荷可以源生于力学
, 而力学的体积力可 以源生 于电学

.

现在
,

设 f(口
‘ ,

⋯
,

口勺 是联合概率密度函数
, 其中 口

‘
二 (xa

,

0 叻
,

则 由于随机分布的

点体积电荷阵列和点体积力阵列而生的系综平均 电场和弹性位移场可 以表示为
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其中 瘾阶的统计连续统 电多极和弹性多极分别定义
i

为
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这里的口是一个定义空 Jbj , 口二厂 x r
,

其中 犷是整个弹性电介质体的容积
, 厂为参量空间

,

。 。

〔r
.

当点体积力阵列是恒定保持不变时
, (3

.

孙式可以 化为

弓
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的物理 意义为单位容积的电多极子和弹性多极子的总数
·

这是因为
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这就证明了
,

由于离散的统计分布的点体积 电荷和点体积力的阵列所产生的系综平均电

场和弹性位移场
,
可 以用 (3

.

5) 式或 (3
.

7) 式所定义的以统计连续统 电多极子和弹性多极子为

模型的复合材料的电场和弹性位移场来 表示
.
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四
、

非均匀彩啦的统计连续统多极模型

本节将用统计连续统电多极模型和弹性多极模型来研究具有 电极化的M个大数量的统计

分布的非均匀颗粒所组成的弹性电介质复合材料
.

一切颗粒假定形状相同
、

尺寸相同
,
自发

的电极化强度相 同
,

只是它们有不同取向
.

用数学公式来列出本题
,

对于不同的复合材料的

样品形状和边界条件
,

有多种可能性
.

为了避免使用
“

无限
”

样品的概念 , 从而引起有关收

敛的困难
‘7 ’,

本文将考虑一种有限的圆球样品
,

它假定完全夹嵌在一种无限的均匀弹性电介

质内
, 这种弹性 电介质和复合材料基质有相同的材料性质 (见图 2 )

.

我们企图寻找这样一种弹性 电介质复合材料的整体性质
.

这一非均匀的复合材料样品的

几何结构是用指示函数表示的
,

它是

:
·

(x )一

{
1 (x 在犷

口

中)

0 (义不在犷
。

中 )

(4
.

1)

其中犷
。

为第a 个非均匀体 (a = 1
,

2
,

爪
,

M ) 的体积
.

非均匀体的尺寸永远假定比复合材料样

品的尺寸小得很多
,
但比分子 (或原子 ) 的尺寸又大得多

.

这样
,
非均匀颗粒可以当作介电

常数为 尹 和弹性模量为C苦的连续统来处理
.

一 落产
.

圈 2

利用第二节的结果
,

在外场 (Eo 和 uo ) 作用下
, 复合材料中的微观电场和微观弹性位移

场可以写为
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考虑到非均匀体的几何结构和它们的取向
, (4

.

2) 式和 (4
.

3) 式可 以进一步表达为
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其中 P
O
“ , , E (o , , f

c ‘. ) , 和 P
。 (a ,
分别为

永久 电极化
, 电场 ,

诱生的电体积力和诱

生的弹性单极密度
,
它们都是第 a 个非均

匀体的量
,

一般说来
,
它们由于相互作用

,

都和其它非均匀体的几何排列有关
.

在这

里 ,

口
‘

, (护 , 少 , 功
. , o, ,)

和

y
.

, Q
.

(8
口 , 功

. , 。
.

)
·

占 (4
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其中 x ‘

和 Q
“

分别为第 “ 个非均匀椭球的

重心的位置矢量和取向张量
, 后者是正交

张量 (见图3)
.

第 a 个非均匀体的取向张量为

毖 ‘

右
:

田3 盆合材料的相空间几何

l
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其中 0. ,
扩

, 0 ‘

为第a个非均匀体的欧拉角
.

·

对于椭球形状旋转体的非均匀体而言
,
我们可 以置。

。

” 0 ,
于是取向张量可以化为

e o s砂
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一 e o s0

O sin势
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对于圆球的非均匀颖粒而言
,
我们得Q借, ~ 氏I ,

这就是克 罗内克 (句符号
.

把格林函数进行泰勒级数展开
, ( 4

.

4) 式和 (4
.

5) 式可以写成
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这就证 明
,

某一已给离散分布的非均匀体可 以用一种离散分布的诱生 电的和弹性多极模型来

表示
,

这些诱生 电多极体和弹性多极体定义如下
:

p ;钾
: 。一“

{
。 :

(P守’+ “·)s
:

“ ,
“ , ,蜡

: ”
·

,却“ (“- (4
.

1 1 )

,
·

了‘一}
: : p 洁一E , , “d “

尸号瓷)
.

: 。

一
“

{
: :

(
八C 。

一
‘, “尸一纷

, “ ,
· ,

“
一

公
尸‘

“ , 万 , , “y:
l

)
,”

:

⋯

L4
.

1 2 )

y;
。d雪

(4
.

1 3 )

当 k二 1 时
,
y氛

”
·

y尝
‘ = 1

.

这里证明了
, 在非均匀体的模型中

, 点电荷阵列的总的合成 电荷

(即零级电多极子等于零
,

这是因为这些非均匀体的 电性总的讲来是中性的
.

不过
, 由于电

的和弹性的相互作用所诱生的体积力项由 (4
.

12 )式给出 ,
一般讲来

, 它不等于零
.

这里可 以

看到 ,
如果颗粒内部的微观 电场是均匀的

, 则这一项应该等于零
.

让我们考虑有大量的这样的样品
,
在复合材料内的 电场和弹性位移场的系综平均可 以写

为
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其中 f(口
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⋯
,

口“ )为M点的联合统计密度函数
, 而 习

。

〔口是一个定义空间
, 口 = 犷 : x r

,

其中r ~ (o
,
二) x (。

,

2二) x (0
,

2 , )为一参量空间
, 而厂 , 为复合材料样品的体积

.

(4
.

1 4 ) 式和 (4
.

15 ) 式证明
:

.

M 个这样的统计分布的非均匀颗粒的宏观系综平均性质
,

可以用下述诱生统计连续统电多极子和弹性多极子的分布模型来表示
:
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可能会有一些特殊情况
。

假如第a 个非均匀体的电多极体和弹性多极体模型并不和它的

周围的非均匀体的几何位置及取向有关
, 即
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)d厂
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的物理意义为每单位

.

体积的多极数
,
这是因为我“」有

J
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认
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,

, d厂
,

)
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一。 (4
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稀释悬融系统或稀释系统都是这种情况的实际例子
, 在这类问题中

,
颗粒内的微观 电场和弹

性位移场都可以用 自洽程序近似求解
.

此外 ,
容许成对相互作用近似的系统

, 或容许有最近

相互作用近似的系统亦经常出现
,

在这类系统中
,
(4

.

16 )式和 (4
.

1 7) 式还可以简化
.

这里指

出 ,
合理的近似不仅可以使多体相互作用问题得到简化

, 在许多场合
,

还可以求得必要的统

计 信息
.

这里并不涉及经典的闭合态问题
‘“’, 因为在所提出的统计连续统多极体方法中

,

我
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们要求的统计信息
,

是与研究复合材料诸微观场所采用的相互作用模型密切相关的
.

例如,

当我们采用双体相互作用模型来近似研究微观场时
, 在平均运算中只用双点联接概率函数来

计算统计信息
,

在这种近似中
,

高阶的统计信息是不必要的
,

在下节
,

将给出复合材料的场

的具体算例
.

五
、

电介质复合材料的统计各向异性和形状效应

木节研究的问题是
:

怎样用统计连续统多极体的研究方法来求复合材料的有效性质
, 和

微观结构的统计各向异性和形状效应对复合材料整体性质的影响
.

这里为简单起见
:

电弹性

相互作用的效应将予略去
.

这种电弹性藕合效应对复合材料整体性质的影响将 留待 下 节 讨

论
。

我们将把求复合材料的有效介电常数和有效弹性性质完全分开
.

为了处理这种问题
,
考

虑微观本构关系

D 一

(
·+
丹

△二
·

)
·

E
(5

.

la )

, 一

(
C +

卖
“C ,

·

)
: ·

(5
.

lb )

这里的俨为第a 个非均匀颗粒指示函数
.

关系(5
.

la )和 (5
.

‘

lb) 的系综平均给出

‘。>一 ‘E>+ “

《分
“

E

> (5
.

Za )

(t> 一 c : ‘

e>+ AC
:

<户朴 (5
.

Zb )

由于问题是线性的
, 第a个夹杂物 (a = i

,

2
,

⋯
,

M )的微观电场和弹性场可 以写成

E 借(雪;口
, ,

,’’
,

口盆 ) = T 与(务 口 , ,

⋯
,

口封 )E 了 (矢犷
, ) (5

.

3a)

和

。了, (君, 口
, ,

⋯
,

习万 ) = A 叮, , , (省, 口‘ ,

⋯
,

口皿 )e贾
: (矢厂

: ) (5
.

sb )

这里的张量 T
“

和A
‘

一般事先并不知道
,

‘

必须通过微观电场方程和微观弹性场方程求解来确

定
。

利用电多极体模型和弹性多极体模型
, 复合材料内的微 电场可以写为

E . (x ; 口‘,

⋯
,

口钓 = F’, (x , 口 1 ,

⋯
,

口哟E 厚
· . 」

(5
.

4a )

和

e ‘, (x , 口‘,

⋯
,

口盆 )二B ‘, 。:沙 , 口
‘,

⋯
,

习盆)e 贾
: (5

.

4 b )

其中
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夕‘, . d . , + E R 亨,

声一 1

(5
.

5 . )

B ‘, 。 : = 占, , 占, : + 习 Y 于
, * :

尹一 1

(5
.

s b)

这里有

C足〕

刀,
_

_ 、,
,

, 、

汀 一 ‘曰

(一 1 )卜 ,

(k 一 1 ) ,

G叮
‘:

。
⋯ : *

(x 一 : , ,

丁
: ; △·p ;

t
丁 ;

, y昙
:
一 Y ;

*d。
(5

.

6 a )

Y甲
, 。: = 乙

(一 1 )卜 ’

(左一 1 ) 1
。‘, ·s : ⋯ s 。(: 一 : , )

丁
。
二 : △C , 。·s :

, :
。。 !Y婴

:

⋯ Y县
。d 。 (5

.

6 b)

这里

g ‘,
·s 。⋯ s。(x 一 x , )一

食
一

(G森
,

, :
.

⋯ : 。(x 一 、, , + 代
,

, s : ⋯ : * (‘一 x “, , (5
.

7 )

把

<D ) = ￡e f f
·

(E )

和
(t> , C

e f f : (e )

的定义和 (5
.

2) 式相比较
,

得结果

(5
.

sa )

(5
.

sb )

· , ‘, 一喊
, + “·

<石刃
, ·

冲
·,>

一 ’

(5
.

g a )

C : ,“一C
‘, 。: + A C ‘, , ·

<石
, ·
A ,⋯冲

。
一>

一 ’

(5
.

g b )

显然
,

为了求系综平均
夕

我们必先有关于复合材料微结构的统计信息的 详 细 内 容
.

而

且
, 为了完成计算

,
我们必须知道颗粒内的微观 电场和微观弹性位移场

.

由于这是一个复杂

的多体相互作用问题
,

而且还是统计性质的
,

粗看起来
,

几乎是无法解决的
.

因此
,

为了简

化问题使其能解
,

我们必须引进一些物理上合理的假设
.

例如
,

对小浓度的悬融质而言
,

略去

颖粒间的相互作用可得一阶近似
,

可 以采用无限介质中夹杂一个单独的非均匀颗粒的经典解
.

也有人建议考虑阐明一些相互作用效应的高阶近似理论
,

如在最近相互作用模型中采用 了一

对相互作用颗粒的解 (见M e e o y 和
‘

B e r a n , 3 ’, 及J“ffr e y 汇7 , 之2 ’, 和经典自洽理 论 (B6 t te h e r

H e r
sh

e y 〔‘, ’, H a s丛。『’‘’,

等)
.

对 于 相 互作用较弱的非均匀复合材料而言
,

粘合理论和经

典摄动法都是胜任有效的 (H a s hin 和 Sh tr ik m a n 〔‘’,
Be r a n 〔5 , , H o r i‘” , ,

w ilzis〔” ,
等)

.

在本节
,

我们将用统计连续统多极模型来研究电介质复合材料的有效性质
.

为了说明怎

样使用统计连续统多极模型
, 让我们考虑一个稀释的悬融系统

,
亦即颗粒间的相互作用可以

冷会汀而且
, 为宁简化问称 也是为电介脆向题和弹性问从的相似 性

r拐 ’,
考虑一种硬化的
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电介质复合材料
, 它是由M个统计分布相同非均匀刚化椭球颗粒

、

(其介电常数为沙 ) 夹杂在

介电常数为
￡
的刚化均匀各向同性的基质中形成的

, 让我们求这种硬化电介质复合材料的有

效介电常数
.

设这些非均匀颗粒的几何排列是统计均匀的
,
但不一定是统计各向同性的

,
它

的概率密度函数 (见第四 节) 可以写成

p (口
,

) ~ M p 补 (厂
,

)/ 犷
: (5

.

2 0 )

其中

p 苦 (r
‘

) = 艺 附言(厂
‘

)/M (5
.

1 1)

这里

才 : (厂 , 一

{
⋯

!
。(r ! ,

⋯
,

厂 ! , d厂
!

⋯ d厂一d厂

一
“厂!

厂 r

(5
.

2 2)

一
,

一M 一 1

而正则条件为

丁
, ⋯

枷rl
,

⋯
,

厂 ! )dr
! ⋯dr

! 一 ,
(5

.

1 3 )

第 a 个夹杂物的微观 电场可 以看作为埋在一种无限基质中的一单个非均匀椭球颗粒以某

一取向下受外场作用下的微观电场
,
它是 〔S tr at to nt 名, , )

E 二= 又 之,Qf. ‘(f’
。

)Q , ‘(厂
“

)E 乍 (5
.

1 4)

这里

l
_ .

ab
c

= t l 十
一

二一
\ 乙C

△“B ‘

)
一 ’

(5
.

1 5 )

其中

B : 一

{热、。
承 d s

斌介干乙勺硕千
一

护)
一 (5

.

1 6 )

_ r沁 d s

万 , ’}
。

(云千夕户”
一

万丈汗萨) (云奋了
(5

.

1 7 )

Bs 一

广
(、
、二

一

、d
s

石平丙
一

(宕千p )
(5

。召
1 8 )

其 中
a ,

b
, c
为椭球的三个轴

.

诱生的电多极体可以从 (4
.

1 1) 式求得
, 式中用 Po ‘“ , ~ 0

.

例如
, 诱生的电偶极子为

p 二‘
a , = △e犷 :

公几,
Q

. ‘(厂
‘

)Q一: (r
.

)E } (5
.

1 9 )

在统计均匀的情况下有一个富有寒犬的结果
,

」

由于 (4
.

2幻式定久的诱生笋计连续统电多扭体
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在稀释近似中和丫无关
夕

于是(4
.

1 4) 可 以化成
厂

< E ! >一“: 一
含
”, L 。。

(5
.

2 0 )

这里的p
’

为统计连续统 电偶极矩
, 它是

, 卜△·
, (}

,

, (厂)

鑫
“Q一(r

,

)Q, 。(r
/

, “尸
,

)
“ :

(5
.

2 1 )

而张量 L是去极化张量 f见d e G r o o t和 S二t to r p 〔艺7 〕)
,

它定义为

_

「 。
, , _ _ , 、 , ,

1
, ’

乙一 = 一
‘I

, 二

LZ 一‘. LX 一 X ) a X =
。 o ‘,

J r 尸
‘

口

(5
.

2 2 )

它和 x 无关 (对于 二 在圆球犷: 内部而言)
.

这里f~ M F ;
/ 厂

: , ’

色是 非均匀颗粒的容积和基质

的容积之比
.

现在
,

把 (5
.

2 0) 式和 (5
.

4a) 式相比 ,
得

一
_

。

△己 f

夭厂 ‘。>二d ‘, 一
。 _ l
口 c J r

p 补 (厂
‘

) 乙 几‘Q , ‘(r
‘

)Q , . (厂
‘

)dr
‘

(5
.

2 3 )

利用 (5
.

3 a )式和(5
.

1 4 )式
,

我们可 以写出

卖
?
行; ,

’

>
一了
工p 补 (厂

‘

) 艺几‘Q , ‘(r
‘

)Q , ‘(厂
‘

)d F
‘

(5
.

2 4 )

于是 , 只要颗粒取向的统计分布概率密度 函 数 p气厂
‘

)
、

已知
,

我们就求得 了决定统计各

向异性 电介质复合材料在稀释悬融近 以下的有效介电常数的一 般 表 达 式 (即 (5
.

g a ) 式
,

(5
.

23 )式和 (5
.

2 4) 式)
.

例如
,

对于椭球颗粒优先定向 厂
“

的复合材料而言
,

我们将取高斯分

配函数

户(厂
,

)二 e e x p (一 。2

1厂
,
一 I

’ o

}
2

) (5
.

2 5 )

其中 。 为统计参量
, 它是由复合材料制作方法所决定和控制的

, 而 c 则 由 下列正则化条件

决定

{
二

沪(厂
‘

’“厂
‘
一‘ (5

.

2 6 )

这一结果指出
,

非均匀颗粒对复合材料的宏观介 电常数的形状效应 是由参量 几
. (“ 1

,

2
,

3)

所决定的
,
颗粒的统计取向的效应 由取向张 量 Q(r

产

)和概率密度函数p气厂
‘

)所决定
.

对圆球非均匀颗粒而言
夕 问题就简单得 多

,
我们有

丸= 棍= 几
,
=

3 己

3 e + △召
(5

.

2 7 )

<F 打> ~
3 : + (1一 f )A

: *

一

百
。
干入

:
一

。。, (5
.

2 8 )

棍
尹 , “>

_ 3￡f
3 巴+ △君

占, ,
(5

.

2 9 )
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在稀释圃球非均匀颗粒的复合材料的有效介电常数为

e . I , = ￡-
2 。+ a. + Zf△

e

2。+ 。

一 f△
。 (5

.

3 0 )

它和 R a
对

“ig h 混合物公式 (R a
刃

e ig h[
: 。’) 相同 ,

而这一公式是用体积平均法 求 得 的
.

这

就证明了
, 在这一情况下

, 系综平均和体积平均
, 效果相等

.

不过
,
这里应该指出

,
实际物

理系统很难满足各态历经假说 (见 K r 6 n er 〔3“’)
.

这个结论也证明
, 只要略去颗粒间的 相 互

作用
, 对具有统计均匀分布的稀释圆球颗粒的复合材料而言

, R a
刃

e谊h 混 合 物公式的推导

和复合材料的统计各向同性的假设无关
.

为了探求非均匀颗粒对稀释复合材料的宏观有效性质的形状效应
,

让我们研究椭球颗粒

(有
a = b)

.

设颗粒的取向对所有方向概率相同
, 则颗粒取向在 (0,

,

0, 十 d o, )和 (扩
,

诃+ d诃)

的范围内的概率 为

二 ,

。
, 、 , 。

,

1
_ .

。 , , 。 , , , ,

P
一

以
’

j a l
’

宕 几 二
一‘ In 口

’

a 口
‘

a 节
’

任 J ‘

(5
.

3 1 )

利用 (3
.

幻 ,
‘

(5
.

9 ) , (5
.

2 2) 和 (5
.

2 3) 诸式
, 电介质复合材料的有效介电常数可 以推得为

己e l f = 尽
9 。+ ZfA

。(2几: + 几: )
9 ‘一 fA

。(2几: + 几: )
(5

.

3 2 )

其中 形状效应参量兄
: 和从分别由 (5

.

15 )~ (5
.

1 8) 式给出 (这里取
a ~ b)

.

对 c》 a , 颗粒为

杆状或针状
.

对于。《a, 颗粒接近盘状
, 对于。二 a ,

颗粒是圆球
.

对于不同颗粒形状的有效

介电常量的数值结果
, 见图 4

.

这里说明
, 对于完全随机取向的椭球颗粒而言

,
其电介质复合材料的系综平均特性显示

一种各向同性的性质
.

如果颗粒取向有优先定向
, 比如说在 劣 : 轴的方向 (0

.

= O) ,
如果统计

分布可以用高斯分配函数 (5
.

2 5) 式 ,
我们得

沪(厂
,

)d厂
,
= c e x p (一 a 20

, 2

)s in s
‘
d o

,

却
,

(5
.

3 3 )

其中 a 为表示0’的标准误差的统计参量
, c 是 (5

.

26 ) 式决定的常数
,
它可以写成

一(
2二

犷一
p (一 a Z“

, ’

) S‘n “
‘
d“

/

) (5
.

3 4 )

经过一些计算后
,

得

3￡+ 2△己了月
,

i
“‘’

‘

’

~
~

云云二豆五诬了月i t
(5

.

3 5 )

这里的 刀是一个无量纲参量
,

它是

叮=

而常数A : 和A :分别为

(3 e + 2 么。A
Z

) (3君一ZA 召A
i

(3 。+ 2 △翻
; )(3 。一 2△喇

: (5
.

3 6 )

A !

一{:
。e X p (一 a ’

“2 , (, !“+ “0 5 ““) + ‘。s‘”’“, s‘n “d

A : 一2‘

J:
“
一 p (一 a :

”: , (‘! 5 ‘n
:
“+ ‘: 。。s

:
“)s ia “d“

(5
.

3 7 )

(5
.

3 8 )

这就证明了
,
倘着微椭球顺粒的取向在统计上可优先定向

,
复合材料宏观有效介电常t 则可
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以是各向异性的
.

在横向各同同性的情况下
,

宏规有效介 电常量有两个独立的常数
夕

它们 由

(5
.

35 )式给出
.

图 5 表示宏观各向异性参量 勺的数值和统计参量 , 和颗粒形状的关系
.

食暇翅政称谊旅

)c加 . 0
.

0

)‘加“0
.

4

)叮0 . 1
.

0

)e加。 4
.

0

)c/ ‘。。

爪向�协

△己/ e o 2
.

0

尸

之、、、秘咽甚幸橄冲

O
·

幻

((( 1 ) ‘加二0
.

0 丫 : 、 护产一一

万万子)
.

屹
a ‘?

·

乡 夕犷犷

、、。’即
“

乡拼丫
‘3’’

了了一。
.

3

、飞一一
““
价一 2.0 、双众、~~~

容积分数f

图 4 椭球蔽较的形状效应对有效

介电常且的形确

鱿计参此伊

田 5 顺较的统计各向异性形状效应及其取向

对有效介电常t 的影晌

六
、

弹性电介质复合材料的宏观特性

在本节
,

我们把 电场和弹性位移场的某些相互作用考虑在 内来研究复合材料 (弹性 电介

夙的) 的宏观特性
·

我们将看到怎样用统计连续统多极子法
,

来预测弹性电介质复合材料的

宏观特性
,
而无需预先假设复合材料整体的宏观本构关系

。

其结果证明统计连续统多极子法

优于经典的有效介质理论
, 在有效介质理论 中

,
我们必需预知复合材料的有效本构关系

.
‘

为了区别统计连续统多极子法的结果和有效介质理论的结果
, 在下文中,

弹性电介质复

合材料宏观特性的基本方程将被称为整体宏观本构关系
, 它们的系数被称为整体宏观材料系

数
,

而在有效介质理论中则被称为有效本构关系和有效材料系数
.

‘

让我们研究具有M个非均匀颗粒的弹性 电介质复合材料
.

基质和颗粒的材料性质与第四

节中所描写的相同
.

系综平均电极化和弹性应力场可以分别写为

<P ,> 一 “0X <E
:

什一“‘

<分叼
‘

> ( 6
.

1 )

< t‘, > 一“<⋯>“, + 2·<一> + <鑫
, 。

(△‘⋯“
, + 2 △

一
p , E ·, ) ( 6

.

2 )

为了求得系综平均
,
首先要得到前面讲过的微观场的详解

.

为了简化起见
,
我们将考虑

具有圆球非均匀颗粒的稀释悬融体的弹性 电介质复合材料
,

我们还将假定复合材料有统计的

均匀性和统计的各向同性
.

对于一阶近似
,
我们略去颗粒 间的相互作用

,
也略去颗粒取向由

弹性变形所 引起的微小变化对整体电场所产生的影响在
.

这种情况下
,
略经计算

,
求得

-- ·

<P) 二。。x , o

叹E > ( e 侣)
、

这里的整体宏观电介质极化率为
·
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X 价 “ o

= X +
3 : fA X

3 。+ (1一 f)么
。

(6
.

4 )

这和经典的 R a y le 馆li 混合物公式所给出的复合材料的有效 电介质极化率相同
,
计算 R a

yl
, -

i沙 混 合物公式时
,

我们对复合材料中稀释圆球颗粒作 了刚体近似假定
,

系综平均应变场为

(e ‘, >二 。下, + P昙
‘L了,

。:
(6

.

5 )

这里用 (4
.

1 3 )式 , (4
.

2 1 )式和 (4
.

2 3 )式 ,

P乳 = 一
f(s

、+ 4“)
3 衬+ 4拼+ 3 A 忙

3八化e异‘

我们可以求得统计连续统弹性单极矩 和
.

(3 “)
’。。x .

一 (3 。
千(l 一了)入

。),

<E ‘><E ‘>+
3￡+ △君一君。x 怜

(3 召+ A e )
2 (P

o

)
2

(6
.

6 )

在 i专 j时 , 为

户r
,

sf“(3、 + 4拼)
5拼(3 、+ 4拼) + (6 付+ 1 2拼)A“悴

超 ; , 一 (3 。

粼竺乐
、) : <E ·

><E
, >
)
(6

.

7 )

利用 (2
.

2 0) 式
,

(5
.

2 0) 式 ,
我们求得在没有永久电极化时

, 具有稀释圆球颗粒的弹性电介质

复合材料中的整体宏观应力为

/ ~ , .

2 ~ ~ 、
, 、 。 . _ _ 。 _ ,

又t’ , 夕= t 忙
.. ’

- -

一
。
洲

”
一 J又仑。。少伪 , 十 Z厂

’

~ 久自 , 夕
、 O /

一(巴(‘一
二)<凡><E . )。‘, + 《尸

, )<E ‘>、
、 Q /

(6
.

8 )

其中整体宏观弹性模型表示为

付仇 a .
二 Ic +

(3‘+ 4拜)jA
‘

3 、+ 4拼+ 言(1一 f)△
‘ (6

.

9 )

料价 . 0” 拼+
5拼(3 , + 4产)fA拼

5拌(3 丫+ 4拼) + 6△拼(l一f )(
, + 2拼)

(6
.

1 0 )

它们和在无电力〔1 1〕的情况下
,
具有稀释圆球颗粒的弹性复合材料的有效弹性模量的经典结

果完全相同
.

如果把 电弹性相互作用考虑在内
,

则弹性电介质复合材料的整体宏观特性中将有两个新

的无量纲 电弹性参量
, 它们是

fX
井

(
1 + 3

之二晕扩
’
)(

1 + (, 一‘,

贫 X fft a o (6
.

1 1 )

fX
妞

6 A拜(1 一 f)(
、+ 2拼)

5拼(3 衬+ 4拌) )( 1+(
‘一‘,

豁
一

)
’

”二 (6
.

1 2 )

其中 j 为颗粒的容积分数
.

图 6 和 图 7 表示某些不同组合的两相材料的两个参 t 的数 值 精

果
.
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只要在任翩代表性容积 中
,
外电场和外载荷不存在明显的变化

,
这些代表性容积从宏观

上看比复合材料的总容积小
夕

而从微观上看却大得足以夹杂许多颗粒
, 则 (6

.

3 )式和 (6
,

幻式

可以用来求得复合材料的整体宏观本构关系
.

不过
,
在处理复合材料上所施载荷在长度为几

个颗粒距离的尺寸中有明显的变化时
,
例如有裂缝的复合材料时

,
一般说来

,
必须考虑高阶

多极子的效应
。

进一步讲
,

当复合材料的颗粒有自发的电极化 P0 护(a 二 1, 2
,

一 M ) 时
, 则在 (6 .s )式

中还应增添一个应力项 刀
。
(P

“)2山, ,
其中

口
。

~ 八丝土今旦二如义勺
_

,

3

(
: + 3
架竿扩

(‘·十“·, (6
.

1 3)

这个应力项即使在没有外电场和外载荷时依然同时存在
, 所 以 ,

这种应力可以当作是复合材

料中的内应力
.

这种内应力的存在是易于理解的‘颗粒的一切永久电偶极矩产生内电场
,
这种

内电场产生颗粒所受的电力和 电力矩
,

这种内力和内力矩在平衡状态下必和机械力相平衡
.

这个简单的例子证 明统计连续统多极子模型优于经典的有效介质理论
,
这是因为有效介

质理论必须预先假定复合材料有一个有效宏观本构关系公式
,
然而

,

, 对于复杂的电磁可变形

复合材料而言
,

这种本构关系公式一般是不清楚的
.

由于电极化和磁极化有相类似的情况 ,

所以对弹磁复合材料而言
,
可以得到相似的结论

,

￡
一 4 一 , , 0

.

艺5

叮已一, 4 , , . 0
.

2 5

(1)/(2)
(1)△分 / 枯= 2 ,

么X / X , 2

(幻么“j
, :二 2 ,

八欠/ x 二 i。

(s )八刁、~ 10
,

△万之= 忿

(‘)A 、/ “” 10 , 八X / x , 10

(1 )△子
‘

/ 一: 二 2
,

(2 )八“ / 之
‘
, 2 ,

(3)△子
‘fz‘= 1 0 ,

又今)八纬l环~ l心 ,

△x / x ~ 2

么万众 二 1 。

△X/ X 侣 2

八X / 义‘ IQ
下胡舒绷慧甚

帅/川

叼创路惫望甚

抽 石二1 哪 万1 1〕

容积分数f 究扣势娜

圈 6 宏砚电弹性参t 占和城位容叔分救以
及城加材料性成的关系

田 了 宋砚电弹性, t T和孩位容权分傲 了以

及做班材料性成的关展
、

七
、

结 束 语

本叉研究出一种统计连续统多极体理论来处理具有大量统计分布的非均匀赖粒的复合材

料问题
.

在求得 了一种无限弹性 电介质内具有电极化的一个楠球非均匀颗粒的电弹性相互作
用的基本解以后

,
推导出了弹性 电介质复合材料的整体宏观本构关系

,
以及阐明了电弹蜂相

互作用效应的弹性电介质复合材料的整体宏观材料参量
.

我们发现
,
假如基质的力学特性和

非均匀颗粒的力学特性都可以用虎克定律表示其微观特性
, 则 复合材料的整体宏观力学本抑

关系可以是非虎克型的
.

而且在具有永久 电偶极短的匀铃均匀顺粒的弹性鬼介质复合材料中
,

也可以存在着整体内应力
,

这种内成力是作用在微观顺拉土的电力和 电琪产牛的‘ 也咚箱
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出
, 由于适当引用了近似相互作用模型以及有限体统计

, 经典的有关闭域问题和收敛间题的

困难在这一理论中都可得以避免
.

椭球颗粒的统计各向异性形状效应
,
和电介质藕合材料宏

观有效性颗拉取向问题
,
都可以用统计连续统多极子法求得显式表达

,
在统计法中

,
非均匀

颗粒的取向是用高斯分布来代表其不规则的分布的
.

这一理论有其均匀性
、

普遍性的优点 ,

它使研究更加复杂的相互作用和电磁藕合现象
.

成为可能
.
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