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摘 要

本文给出一阶非线性常微分方程的几个可积性结果和几类可积方程
,

指出许多巳知的可积 性

结果和可积方程都是它们的特例
.

这些方程可望在物理学
、

力
‘

学
一

和推导孤立子方程及寻隶孤立子

解中抄到应用
.

一 已! 言、 , 产 . 卜~闷

变系数非线性微分方程在物理学及各种力学中有广泛应用
‘

这类方橙的数值求解问题已

有不少解法或算法
.

但是
, 如果一个微分方程能用有限形式积出

夕

那就给有关问题的分析
、

演绎和解决带来很大方便
.

也许这就是近年来在国内外一些重要刊物上发表多篇有关求微分

方程精确解的论文 (例如〔1] 一【6 ]) 的一个原因
.

另外 ,

孤立子现象现已被物理学家用来研究
“

基本
”

粒子
。

这是一种非线性现象
,
可用非线性微分方程来描述

.

判断一个非线性方程是

否完全可积
, 是否有孤立子解

, 是孤立子理论的一个重要课题
.

文 〔幻 中给出了与孤立子问

题有关的几类可积 的非线性常微分方程
,

文 〔6〕中提出了 K lei n 一
G or d o n 型的非线性偏微分

方程
,
并求出了它们的具有基本粒子性质的孤立子解

声

本文给出一阶 非线性常微分方程的几个可积性结果
,
构造出几类可积的一阶 非 线 性方

程
.

在随后的文 (I )中将给出几类可积的高阶非线性方程一它们都是变系数的
, 其通积分或

通解都以公式给出
.

通过对有关函数及变系数的适当选择
,
许多已知的可积性结果或可积方

程类型都可作为它们的推论或特例而导出
.

我们预料
,

这些方程可在物理学
、

力学和孤立子

方程的推导及求出孤立子解中找到应用
.

二
、

一 阶 找 程

假设本文所提到的函数都是定义在某个区间 I 内
,
且在其中满足定理中的条件

.

定理2
‘

1 设 f
,

F〔C , h
,

硬C ‘,
h( 的铸 。

.

若夕“
。(二 ) 是甲阶方程

, 筷世博推荐
,

1 .”年 ‘月 2. 日收残
.
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A ) (月 为一任意常数
,

_

矿二尸件
,

刃

(2
.

1 )(2

的一个解
, u 二或劣

,

下同) 是可积方程

(2
.

2 )

的通解
, 则一阶非线性方程

、+

姗
了(* :刃) , 一希

) “(二
,

, (·) )
(2

.

3 )

可积
,
且其通解为

(2
.

4 )

证 在方程 (2
.

3) 中令

g .
解

h(
”(x ))

则它变为可积方程 (2
.

2)
.

将其通解
、二城二

,

A )代入到 (2
.

5) 式中
,

证毕
。

推论2
.

1 设 尸,
Q

, F天C , 。〔cl
, 。(劣)砂0

.

若筹式

。, 一P (劣)
口二及O (二)

。 .

成立
,

式中 寿为一常数
,

则下列一阶方程可积
, ,

+ P (劣 )夕= Q(x )F : (夕口(x ))

证 在 (2
.

1 ) , (2
.

2 )和 (2
.

5)中
, 取

f(劣
, 。) = P (x )t, + kQ (劣)v l ,

F (劣
, . ) = 口(劣)Q (劣)〔F

:
(“) + ku 〕

,

h( v) 二巧

则方程(2
.

1)变为 (2
.

6 ) ,
变换 (2

.

5 )将 (2
.

2 )变为(2
.

7 )
.

依定理2
.

2 ,

这个推论就是〔1] 中的定理 1. 1.

推论2
.

2 设P , Q ,
,

F正C , v〔cl
,
v( 戈)铸 O, k , 。和 刀为常数

. 1 + P (劣)v 二庵Q(劣 )口声

成立
, 则下列方程可积

: 一
‘

(2
.

5)

便得其通解如 (2
.

4) 式
.

(2
.

6)

(2
.

7 )

推论得证
。

(“祷0)
.

若等式

(2
.

8 )

厂+ 尸(、
一Q

咖, 关子
一

) (2
.

9 )

证 在 (2
.

1 ) , (2
.

2 )和 (2
.

5 )中
, 置

f(‘
, “), 一P (劣)v + kQ (二)v 夕,

F (劣
, u )二Q (x )口 , 一’(x )〔F : (“

.

)一ku 〕,

h(v )二口一 ‘,

则 (2
.

1) 式变为(2
.

8) ,
变换(2

.

5) 将 (2
.

2) 化为方程(2
.

9)
.

根据定理斌1 ,

方程(2
.

9) 可积
.

本推论即为〔幻 中的定理1
.

定理 2
.

2 设 f
,

F〔C , 。 , h
, 甲〔C‘,

且 h(v )笋 0
.

若
v = v (二) 是方程 (2

.

1 )的一个解
,

。二价(x
,

A )是可积方程 (2
.

幻的通解
, 则一阶非线性方程

_ _

。 h, (v)
t , . , 二 、

一 1 。
/ 二 , 二 :

一
, ‘

八 、

。
‘ .

、 、

甘 丫
一

王下二可一I 气汤
. 。 , 梦一一丁不万犷了名

’

、六
,
、V

.

, . 甲沙
, , “七t, , 夕

, ‘气。少

”
. 、。夕

h
,

(v )

几屹, )
f(劣

, 。)甲(劣)一中,
(劣 ) (2

.

1 0)



几类可积的非线性常微分方程 (I )—
一阶方程

可积
,
且其通解为

g . 一沪(x ) (2
.

1 1 )

证 变换

夕=
U

h(
。(劣))

一甲(劣) (2
.

1 2 )

将方程(2
.

1 0) 化为可积的方程(2
.

2)
。

把其通解代入 (2. 12 ) , 即得通解 (2
.

1 1)
。

证毕
.

显然
,

方程(2
.

3) 是方程(2
.

1 0) 当甲(幻 二0 时的特例
.

推论 2
.

3 设尸
,

O , F
l
〔C , 刀 , 切〔Cl

夕
且v( 劝祷 。

.

若 (2
.

6) 式成立 , 则一阶非线性方程

y ‘
+ P (劣 )g = Q (劣)F

,

((夕+ 中(劣) )v )一P (% )甲(劣)一切
,

(劣) (2
.

1 3 )

换变经

价

可

, ~ 云份)
一 尹(劣) (2

.

1 4 )

化为可分离变量方程
.

J

认

证明与推论2
.

1类似
, 不赘

.

本推论即为〔1] 中的定理1
.

2
.

根据定理 2
.

1和定理 2
.

2 ,

从任二可积的一阶方程出发
,
我们都能作出一个新的同阶的可

积方程
。

例 2
.

1 方程
v ‘+ 。 ta n 戈 = v e o s劣(In 口一 In e ss x ) 有一解

v 二 e o s劣 (参看 [ 1 0〕的( 1
.

2 )) ;

R ic c a ti型方程

郑
尹
二护 +l 矿一“+ 矛对

一 ,
一

(2
.

1 5)

是可积的
, 式中

n
为一正实数

,
且其通解为 (〔1 0〕的 (1

.

7) )

。一
令

, a n (二
·

+ A )

置

代入方程(2
.

1 5 ) ,

夕= 。(幻
扭

C O S公

(2
.

1 6 )

(2
.

1 7 )

便得一个可积的 Ri cc at i型方程

1一劣Z‘、
夕,

+
一‘a n x

)
。- 劣一

名

C O S工
〔x

Z , Z e o s Z x + n 名〕 (2
.

1 8 )

根据定理2
.

1 ,

利用 (2
.

4 )和 (2
.

1 6 ) ,
还可得到(2

,

1 8 )的通解

y -
称

X C O S劣

ta n (劣
”
+ 月)

定理 2
.

3 设f
, 尸〔e , h , 夕, 叨 , 。 , 甲〔e ‘, 夕(二)笋。, h(。)手。, ’切勿)笋 eo 众st

.

若 。=

城习为(2
.

1) 的一个解
, 。= p (二

,

A )为可积方程(2
.

2) 的通解
, 则一阶方程

。(二 )tD , (, , 。
/
+

〔锣
一

, (/
, ·)。(二) + 了(

小
(, )

1

h (v
一

F (多
,

h(v )〔夕(劣)叨 (v) + 切(% )〕)
h

,

(v )
一 五丈石)

- f(二
, 。)尹(二)一甲

,

(‘) (2
.

1 9 )

可积
,
且其通积分为

功 (y) =

证 对方程(2
.

1 9) 作变换

1

g (% ) !
价(劣

,
.

A )

h(v (x ))
一中(戈) (2

.

2 0 )

, (刃 : 万衍眯扮恭万
一

‘

,
冈

_

l (2
,

2 1 )
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则得可积方程侈
.

2)
。

将其通解
u 二抓二 ,

A )代入 (2
,

2 1 ) ,
便得解式 (2

.

2 0)
。

证毕
。

显然
,
定理 2

.

1和定理 2
.

2分别是定理 2
.

3当中恤). 0 , 切(v)二F , 夕(x ) . 1 和 口印)二 . ,

g (x ) , 1时的特例
.

推论 2
.

4 设p
,

Q , F ;〔C ; g , 。 , 。 , 尹〔c ‘: 夕(二)祷。; 。(二)砖 。; 。 (夕)祷 e o n s t
.

若等式

v, 一尸(劣)。二 k o (劣)沪
一 ‘

.

(2
.

22)

成立 , 式中 k 和 a 为常数
, 则一阶非线性方程

g (劝。气功丫+’LP (, )g (二) + 了(劝〕。(梦)
、

二 [ g (劣)功(, ) + 甲(劣)〕
“

Q(劣)F
: ((g (留)切(v)

+ 甲(劣))。(劣))一P (劣)甲(x )一 护
,
(劣)

.

(2
.

2 3 )

可积
, 且其通积分为

f 血 f -
- 、 · - 户 、

二!
一

而万畏升了乙 : 二 IQ (劝
。‘一

,( 劝 d 二 + A
J “.

F :
(。)+ k“ 一 J,

\一 , 。 、一 z - -

一
式中 “二 。(x )〔夕扭)即印) + p 扭)〕

证 在 (2
.

1 ) , (2
.

2 )和 (2
.

2 1 )中置

f(二
, 。

)二P (二)。+ 吞Q (二)
。卜

‘ ,

F (%
, “) = Q (x )口

, 一 ‘

(劣)〔“
“
F : (“) + ku 〕, h(

v ) = 口 ,

则 (2
.

1) 变为 (2
.

2 2)
, 方程(2

.

19 )变为 (2. 2幻
.

对它作变换

(2
.

2 4 )

(2
.

之万)

。
、一旅

,
一

〔
一

。
近牙)

, 一甲

方程 (2
.

2 ) 呈下形
“,
= Q(x )。‘一你)〔“

.

F : (“) + k“〕

分离变量后求积
,
便得通积分 (2

.

2 4)
.

式中 “ 如(2
.

2的所示
.

这个推论就是〔1 1〕中的定理1
.

2 (这里f(劝被换为 g( 习 )
.

从方程 (2
.

23 ) 可导出一些有用的可积类型
.

在 (2
.

2 2 )

便得可积方程

中令 “一。
, 取· (二)

一
p

(1
.

, (二, d 二

)
,
并在‘2

.

2 3 , 中置。‘” 二1
,

, (‘, ‘。
,

。尸

(。), ,

+ p (二 ,二 (;卜
切 ·

(。)Q(二 , F

(zD
(, , 一p

(J
p (‘ , d ‘)) ‘,

·

, , ,

[1 〕中方程 (1
.

10 )是此方程当 w (妇 = y 时的特例
.

在 (2 .2 6) 中取F (u) 二1
,

得
一

“
一

、

。, (, ), ,

+ P (劣)w (v) = 切
.

(梦)Q(劣) (2
.

2 , )

它显然是 B”rn
。叭li 方程 z, + 尸(劝 二二护O(劝 令

z 二。(功时的一种推广
.

我们称 (2
,

2 7) 为

拟 B e r n o u lli方程
, 其通积分可由 (2

.

2 4 ) 式得出

, ‘一 ‘

(“,一
‘ p

〔
一 (1一 “,

介
(二, d 二

〕
·

{
(‘一,

扣
(, , e X p

L
(卜

a ,

{
p (二, d X

}
d 二+ A

」 (2
.

2 8 )

在 (2
.

2 7 ) 中令 a = 0 ,
便得

脚 ,
(夕), , + P(劣)脚(夕)。Q(劣 )

它可经 。(功 . 刀化为一阶线性方祖 州+ 八劝毋, 众习
,

(2
.

2口)

我们称它为拟线性方程其通积分为



几类可积的非线性常微分方程 ( ! ) 一一
,

一阶方程 2右1

阴(v ,

一
p

「
一

{
p (二 , d 二

〕〔{
Q(/ )二p

[{
p (劣 )d /

〕
“二 + A

」 (2
.

3 0 )

在 (2
.

2 6 ) 中 , 取P (二) = 一 G
,

(劣 )/ G (二) , G (义)手 。
,

火C , , a = o , F (。)二 a u Z
一 bu + c

(a , b , c
为实常数 )

,

且换Q (二)/ G
Z〔二) 为 O (、 )

,

便得

G, (戈、
‘ , 、

_
, 、

_ . _ .

~
, _ _ _

一

_
. _

_

功 ,

(y )“
‘

一武胃
脚(y卜Q (‘)「a , “

(“)一“G (‘ ), (“)+ C G , (x )〕 (“
·

川

它是〔1] 中可积的 Ri cc at i型方程(2
.

1) 的一种推广
.

我们称它为拟 Ri
。。
at i型方程

, 其通积

分可用〔1〕中结果得出
.

类似地 ,
我们还可导得与 [ z ] 中 R ie e a ti型方程(2

.

7)和 (2
.

1 1 ) 等相对应的拟 R ie e a ti型

方程

? /

(。)。
产

一

翔
田(,
卜Q (芳) {·〔W (。) + E (X )〕

2
一。〔。(, )

+ “(切‘(劣) + cG
Z(/ )} +

粼
一

“(/ 卜E, (二)
(2

.

3 2 )

’

切 ,

(夕)梦
‘
二R (劣 )功

:

(夕) + 岁(x )。(夕)+ 小(芦) (2
.

3 3 )

式中 R (x ) , 梦(”)和中(苏)分别如〔1〕中(2
.

1 2 ) , (2
.

2 3 )和 (2
.

1 4 )所示
.

我们指出
, 在 〔7〕和〔8] 中下列各题中的一阶非线性方程都是方程 (2

.

19 )
, (2

.

打) 或

(2
.

2 9 )的特例
:

在〔7〕中
: 1

.

2 0 7一 2 0 5 , i: 2 1 2 , 1
.

2 2 0 , 1
.

2 3 0 , 1
.

2 3 2~ 2 3 3 , 1
.

2 4 0
.

闪 2 4 2 , 1
.

2 5 8 ~

2 5 9 , 1
.

2 6 3 , 1
.

2 9 8 夕 1
.

3 0 0 , 1
.

3 1 4 , 1
.

3 4 7 , 1
.

3 5 0~ 3 5 1 , 1
.

3 5 3 , 1
.

3 5 7 ~ 3 5 9
。

在 [ 8〕中
:

1
.

1 09 ~ 1 1 0 , 1
.

1 1 5~ 1 2 5 , 1
.

1 2 8 , 1
.

1 4 2 , 1
.

2 0 2 , 1
.

2 1 5 夕 1
.

2 7 9 , 1
.

3 0 5 ,

1
.

3 5 5 , 1
.

4 3 0~ 4 3 1 , 1
.

4 3 3 tw 4 3 4 , 1
.

4 6 3~ 逸6 4 , 1
.

5 0 8 ~ 5 1 2 一 1
.

5 1 5 ~ 5 1 7
。

例 2
.

2 方程 梦, e菇梦+ 二sio v e o , ,夕一 s in
, 夕= o (〔了

,

(r: 35 1 )〕, 〔8
,

(1
.

14 2 )〕)可改写为

备犷
+ / ‘二y一‘二

’y

这是 拟 B e r n o u lli方 程 (2
.

2 7 ) 当 口(y )二 ta n夕,
P (二) ~ , ,

Q (二)王 z
,

a 一3 时的特例
.

由

(2
.

2 8 )式得通积分

一‘“,

一
p〔‘

“

,
(
A 一 2

{
e X p〔一 x Z〕d 、

)

0lJ 2
.

3 方程 , 产

一 (什
g ’)
(一音

‘a n 一 ‘。

)
(〔8

,

(1
.

2 1 5 , 〕,可改写为

梦,

1 + 夕
2

1
* _ _ ,

十 味
一

t 鹉 n v = ‘

它是拟线性方程 (2
.

2刃 型的
。

此处 。 (g )~ ta n 一 ‘y
,

尸(劝 ~

得其通解

王
劣

O(x) = 二
。

依 (2
.

30 ) 式可

。一 t二(合
二2 +

号)
最后

,
我们指出

,
在满足相应条件 的方程(2

.

1 9 ) , (2
.

2 3 ) , (2
.

2 7 )
,

(2
.

2 9 )
,

(2
.

3 1)和
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(2
.

3 2 ) 中 ,
给函数 g 扭 ) ,

f(二
, 。) , h(:

,

)
, 甲(x ) , p (二 ) , Q(二 )

,
E (“ ) , G (‘ )和叨 (v) 等以

各种具体形式
,

便可得到大量可积的一阶非线性方程
.
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