
应用数学和力学
.

第 11 卷第 3 期(l 9 90 年 3 月 )

A p plie d M a the m a t ic s a n d M e eh a n ie s

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

奇异摄动问题的一致收敛离散方法解

的一致高阶精度外推
‘

孙 光 甫

(福州大学计算机科学系
,

1 9 8 9年切月 7 日收到)

摘 要

本文讨论基于整体误差一致展开式的一致收敛离散方法解的一致高阶精度外推
.

将该方法应

用于非自共扼问题的 11
‘

in
一A ll en

一S o ut hw e ll 格式
,

我们得到了二阶一致收敛的外推解
,

并 用

数值计算说明该结论
.

一 己l 言、 , 声 . 卜- 刁

众所周知
, R ic h ar d so n 外推技巧是获得初边值问题高阶 近 似解 的方法之一

。

然 而
,

由子解的复杂的边界层性质
, 使该技巧应用于奇异摄动问题的一致 收 敛 离 散 方法 更 加 困

难〔”
’‘盆”‘。’

.

本文将应用不同于〔月
,

〔2」
,

〔3」中的方法来处理这一问题
.

我们首先建立离散方

法整体误差的一致展开式
,

再根据展开式构造一致 高阶精度的外推解
,

该外推解含有与摄动

参数有关的权因子
.

‘

为说明该方法的应用
,
我们将考虑非自共辘 问题邵

“

(劝 + au
‘
(劝 一 b(幼

。(劝 = f(劝
,

o < 二( 一, 。(0 )
, u (x )给定

, 。〔(o , 1」, a > o , b (二)) o的 11
‘
in

一
A lle n 一

S o u thw e ll 格式
.

我

们知道该格式是O (h) 一致收敛
.

我们将证明由该格式整体误差展开式推出的外推解 砂(劝为

O (h
么

)一致收敛
,

这改进了文〔幻中的结果
,
那里估计 式 为 1公

几(二)一 u (二 ) 1( M (d
, , )hl 一 护,

当x > 占时 , 其中己
, 丫是区间 (O

,

1) 中的任意常数
,

M不依赖于 h 和。.

我们将给出数值计算证实理论结果
.

二
、

整体误差一致展开式

我们考虑奇异摄动两点边值问题

万L
·u (x

,

气, , 了n
_

。

。) = f(二
, 。)

u (0 , 。) = 刀
。, 。(1 , 。)

(x 〔(0
,

1 ))

= 刀
;

(2
.

1 )

(2
.

2 )

及 离散格式

.
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I
J、.矛�、.产

Q口通任d‘山

{
L 合。乙( 二, 。) = f‘(劣 夕 。) ( x ( ( o , i ) ”)

u 几(0 , 。
) = 刀

。, u 几( 1 , 。) 二刀
1

( 2
.

( 2
.

这里 L
.

和L雷分别为线性微分和差分算子
,

e 〔(0
,

l」是奇异摄动参数
, (0

,

劝
几
表示区间 (0

.

以 h 为步长的均匀网格
, j亚( 二

, 。) = f (戈
, 。

)
, 当二〔(o

, 1户时
.

全文中
,
我们将用

。 (有时有下标) 表示与
。, h及 劣 无关的一般正常数

.

f〔C今〔。, 月表

示函数f (二 , 。)对任一小参数
。, 夫于二〔〔0 夕 1」k阶连续可导

.

我们假定

(A )
.

对任何函数f〔C k〔o , 1〕
,

问题 ( 2
‘

1 )
,

(2
.

2 ) 有唯一解
u〔C 今[ o , 1〕

,

这黑 k 为一

正整数
.

( B )
.

如果f
几( 二

, 。)是 ( 0 , i )
“

上 的网格函数
,

则格式 ( 2
.

3 ) , ( 2
.

4 ) 有唯一解
。、(劣, 。)

.

进一步
, 当

飞...J

If
几
11成

c

黝

1十乙M , (h, “ ) l!沪}

时 ,
有

了一 1

‘劲梦山盆 已

}:
。、 ,}、。

rf子艺
。

, (。,
。) !,, , ,、
〕

·

这里 万 , (八, 。)及介
, (人, 。) (j= 1

,

2
,

⋯
,

J )是 几和 。 的非负函数
, 叻, (二

, 。) ( j二 1 , 2 , ⋯ ,

J) 是特定的边界层函数
,
叫 (二 , 。) = 劝, (二 , 约恤〔(0 ,

,

1 )
“)

.

我们知道问题 ( 2
.

1 )
, ( 2

.

2) 的解的边界层性态 与 j( 二, 约的性质有关
.

为方便起见
,

我

们定义卞面的正则函数类

R 七〔p , 1」= 王f (二 , 。) }f ( C
七

〔o , i j
, !D ‘f (二 , 。) {《c , s= o , 少, ⋯ , 秃}

及奇异函数类

5 1〔o
,

1〕= {f (二
, 。) }f〔C 舌〔o , 1〕

,

】D 奋f (二
, e ) !《c 〔1 + 。一几, ‘功, (‘

, 。)〕
,

i二 o
,

1
, , 二 ,

寿}

这里几, . > o (‘二o , 1
.

, ⋯ , 几) 与劝, (二 , 。)有关

刘
·

局部误差的一致展开式
,
我们假定

(C )
.

设。( x , 。)是问题 ( 2
.

1 )
,

( 2
.

2 )的解
,

而沪 (二 , 。) 是格式 ( 2
.

3 ) , ( 2
.

4 )的解
, 则

( i )
.

当f〔R , 〔o , 1 2时
,

则对二〔( o , i ) ‘有
L 竺u ( 二, 。) = 乙雪“, (二 , 。) + 户(二, 。)夕( h, 。) h

“

J

弓
一

另 q , ( 二
, e ) d , ( h , 。) h

“
+ R 念(二, 。) ( 2

.

5 )

其中 P〔R 介〔o , 1〕, g ,〔S 抢仁。
, i 〕与 人无关

, ? ( h
, 。)

,

占, (h , 。)仅与h , 。
有关且以

c
为界

, 又

.

�JI ..
朋“臼翻

‘

汽
-

.口

认铲
nn朋肠。*

。}}、
。, 二可

1十

云
、

, (* , 。)

( 2 )
.

若f〔S 士[ o , 1〕, 则对二〔(o , z ) “有

L全“ ( x , 。) = L全“‘( x , 。) + R 二(二 , 。) (2
.

6 )

这里
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,砂。、
·‘

·

l
; +

户
M , (‘, ·)。,川

我们有如下的整体误差一致展开式

定理 2
.

1 若 u (二, 。)及 u 称(劣, e )分别为问题(2
.

2 )
,

(2
.

2 )及格式(2
.

3 )
,

(2
.

4 )的解
,

且

条件 (A ) , (B )
,

(C )成立
.

则对劣〔(o , 1户有

u h(二 , 。)~ u (二 , 。) + 占(二
, 。)护(h

, 。)h
”
+ 艺 泞, (二 , e )占, (h , : )h

”
+ B 几(二 , e) (2

.

7 )
1 . 1

其中 雪, 粉, 〔C 毛〔0 , 1〕与 h 无关

“B ‘
,,( 。”“

!
1 +
乙材

, (人, e ) l沪少。」
‘N 一m ‘n ‘“+ m , Zn ,

证明 由条件 (A ) , 对P , 卯〔C
.

〔。夕 l〕,

户g(x
,

、省(0 , 。)

e )= 一p (劣, e )

二雪(1 , 己) = 0

我们有君
, 刀正C k 〔0 , 1 1 ,

分别满足

(正(0
,

1 ))
(2

.

8 )

万L
·

“, (‘, ‘)”一 q ‘(x , ‘)

L刀,
咬0

, e ), 刀, (1 , 。)= 0

(劣〔(O, 1 ) )
(2

.

9)J

令

B 几(二
, 。)二。‘(, , 。)一 u (“

, 。)一睿(“
, e ), (h

, e )h
’
一 艺 。, (‘ , “)占,

妙
, e )h

”

(劣〔(o
,

1)几)

利用条件 (C )及 (2
.

5 ) , (2
.

9 ) , ,

L昙伊(二
, 。)二 一R 盘(x

, 。)一 R 会(二
, 。), (h

, s )h
”

+ 卫 开含、(x
, 。)占, (h

, e )h
“

(%〔(0
,

1 )毛)

因此

, !.JUUn“。L , B 。
”、一‘一[什户

M
, (“

, ·) }!, , ,,
]
+ 一“

: ·

〔什 E M , (h
, “)幼劝}

J 一 1

�
l互」�服nU+ 。3 J“2 ·

1
1 +
习 M , (h

, 。) }l功}
夕, 盆

( 2
.

1 0 )
气.

...J

、
。h二

1
1 +

B . (0 , 习) 二拼 ( 1 ,

由条件 ( B )

乙 M , ( h, 。) l}价}

显然

因此 ,

日)” 0 ( 2
.

1 1 )
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协
比日.“

、碑产
己

“B 。 ,、。“N

[
1 +
乙材

, (价 Q
.

E
.

D
.

由展开式 (2
.

7)
,

我们可以推导出一致高阶收敛于问题(2
.

1 ) 夕 (2
.

2) 的解的外推解
.

注 本节中
,

如用
,

}g 几(x
, 。

) ! (二( (O
,

1尹)代替1!g 人l!
,

结论仍然成立
.

三
、

11
‘

in
一

A lle n
一

S o u thw e ll格式的外推

本节我们将第二节的结论应用于非自共辘问题

念
(“

,

于’澎毋u.t
“(今

“

乎
“一6 (“

, “’“一了(“
, “,

、“气U , ￡) = P o , u 戈1 , 己) = P l

(0 < 劣< 1 ) (3
.

1 )

(3
.

2 )

其中
a , b ,

f〔R
介〔0 , 1〕, a (二 , 。)> a > 0 ,

b(二 , e )> 0
.

对劣〔〔0 , 1〕
.

我们知道问题 (3
.

1 ) , (3
.

2) 满足条件又A )且有如下渐近性态

(1 )
.

若f〔夕
合〔o

, 1〕
,

则‘4 ’

u (% , 。) = d
; v (劣 , 。) + 二 ;

(劣 , 。) (3
.

3 )

(2 )
.

若 f〔R
正[ 0 , 1〕, 则 〔“’

u (劣 , 。)= A (劣 , 。) + G (沉 , 。) + 。R (% , 。) (5
.

4)

其中 月〔R 七〔o , z〕; G (, , 。) = e 。
平你

, 。)E (二
,
。) ; R 卜

, e) = 占: v (二
, 。) + 之: (劣

, e ) ;
I
c 。
I

,

}6
:
1

,
!占

:
}《

c
为常数

, 且

砰(劣 , 召)一
。(、

抓
) ·

”[
一

{;
一

:拉渴刊

问题 (3
.

1 )
,

定义为

二(二 ;、 ·

卜一
p

卜毛J:
。(

一
)d ·

」
v (二

, 。)= e x P〔一 a (0 , e、, /
。〕

ID 舀
: , (二

, 母) }《
c〔i + 。一 ‘+ ‘e x p (一。、/

。)j (‘= o , i
,

⋯
,

k ; j= i
,

2 )

(3
.

2) 仅在 ‘只。有一个边界层
.

令袱 , , 。)= ex p (一邸/心
.

奇异函数类可

5 . [ o
,

1〕= {f(二
, 。、If〔C

七[ o
,

1〕,
}D 公f(二

, 。) 1簇
c 仁z + 。一 ‘叻(二

, e )」, i二 o
,

z
,

⋯
,

k }
.

现在我们考虑 11
‘
in

一
A lle n 一

S o u thw e ll 格式

L 合
u h

(劣
, e )三。a (p )D

,
D

一“而(劣
,
e )+ a (劣

, 。)D 。“h (劣
, 。)一 b (工

, 。)“奋(%
, 。)

= j
而(劣

, 。) (戈〔(o
,

1 )‘)

u h (0
, 。) ~ 刀

。 , u 而(1
, 。) = 刀

;

(3
.

5 )

(3
.

6 )

这里 a (p ) = (p / 2 )
e o th (p / 2 )

, p 二 a (二 , e )h/
。 .

引理3
.

1 “ , ’〔”, ,
若

。“(二 , 。)是格式(3
.

5 ) , (s
,

6 )的解
,
且

!f
几(、 , 。) }镇

e [ i + M (h , e )沪几(二 , 。)〕 (男〔(o ,

则

l
。几(二 , 。) I《

c [ 1 + 又 (h , 。)少
‘(x , 。)〕 (斑(o ,

其中 M (二 , 。) = e x p (a h/
。)加

a x (h , 。) ,
前 (h , 。) = e 二p (a h /

e )
.

满足条件 (B )
.

至于格式 (3
.

5) , (3
.

6) 的局部误差
,
我们知道

l )几)

1 )“)

因此格 式 (3
.

5 ) , (3
‘
.

6 )
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引理3
.

2 t4 , ’〔“, 若 。
(、

, 。)是 (5
.

1 ) , (3
.

2 )的解
, u 称(二 , 。

) 是 (3
.

5 )
,

(3
.

6 ) 的解
,
且

f贬S
今〔o , i〕, 则

L尝“(劣 , 。) = L 尝u再(劣
, 。)+ R 毒(二

, 。) (咬 (o
, z )而)

其中

}R
几(二夕 。)】(

c h〔1 + M (h , 。)协介L二
, 。)〕 (二〔(o

, i )”)

类似〔7 〕的证 明
,

我们可 以得到

引理3
.

3 若 f〔R
舌〔0

, 1 〕, 则

L尝u (%
, 。)二L 亡“毛(x

, e ) + P(劣
, 。), (h

, 。)h + 口丈劣
, e )舀(h

, e )h + R 而(%
, : ) (二〔(o

,

1 )“)

这里 P (二
, 。) = D 孟A (二

, e )
, 口(二

, 。
)二D

:
a。

夕 。)牙你
, 。)E (二 , 。)。

一 ’ , , (h
, 。) = d (h, 。、二

[ 叮(p )一 z〕: / h及

IR
几(二

, 。)1《
。h

Z

〔1 + M (h
, 。
)功

为(二
, 。)〕 (二〔(o

,

i ))几)

我们假定 a (二
, 。)“ 。o n st

.

则

L I“(劣
, e )一L 全。毛(劣

, 。)+ 夕(劣
, s )下(h

, 。)h + R 犯(劣
, 。) (%〔(o

,

i )几)

显然
,

条件天C )满足
,

具
”二 m = 1

.

由上述论述 中
,

我们知
一

道问题(3
.

1 )
,

(3
.

2 )和格式 (3
.

5) ,

(3
.

6 )满足条件 (A )
,

(B )夕 (C )
.

利用定理2
.

1

u . (劣
, 。)二“(劣

, 。)+ 舀(%
, 。)。〔。(p )一 1〕+ B 九(劣

, e ) (正(o
,

1 )“)

其中

}B
‘(二

, : ) }《
。h

,

〔z + 对(h
, 。)叻几(二

, 。)〕(
c h

‘

(正(o
,

i )“)

令

才 1二
口(P / 2 )一 1

a (P / 2 )一 a (P )
才: 二

a (P )一 1

a (P / 2 )一 a (P )

及 二 (劣
, 。)二刀

; “.

扭
, : )一刀 : “几‘1

(,
, 。) (3

.

7 )

我们有

‘而(男
, 。) = 。

(%
, 。) + 刁

;
B 几(%

, 。)一才: B 几 , 2

(二
, 。) (劣〔(o

,

i )九)

注意到 }才
:
! + }刁 }

:

《
c ,

我们得到

定理3
.

1
:

若 u (二
, e )及u ‘(二 , 。)分别是 (3

.

2 )
,

(3
.

2 )及 (3
.

5 )
,

(5
.

6 )的解
,

且
a (二

, t)

二 e o n st ,

则

1公
介(、 , 。)一“(二

, 。) 1(
c h

Z

(, 〔(o , i )而)

这表明格式 (3
.

5 )
,

(3
.

6) 的外推解。(, , 。
)二阶一致收敛于问题(3

.

1 )
,

(3
.

2) 的解
.

四
、

数 值 实 验

我们给出 n ‘in
一
A ll e 。 一

S 。毗h w o ll 格式及其外推解的数值结果
.

问题为

不
“D 孟“(‘

, “) + SD
·“(‘

, “)一 (“+ 8 )e x p (‘ )+ ”‘(‘ + ‘)+ 8 “

七u 仁O
, ￡)= 6 ,

_

u戈1
, 己)“ e x P(1 一 8 / 己)+ 1 6

(正(O
,

1 ) )

在 表 1 中 , E 望, m a x
·

m a X }
“(,

, “)一 u “ , (劣
, 。) 1

夕

巴(E 城(o 一)
‘

其中
““,

(‘
,
‘)(东, 1 ,

2
,

3 )分别表示“h

(“
, “) , “几, z

(二
, 。)及砂 (二

, 。)
,

E 二 {1
,

ho 甲” ,

五
,

h‘
·
5 , hZ }

.

结果表明外推解的收敛阶与理论分析基本相符
.
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表 1

h二 l/ xa

h= 1/ 3 2

h二 1/ 6 4

丙二一/ 1 2 5

八= 一/ 2 56

E里

5
.

3 0刀一0 1

2
.

8 4刀一0

_ _ _ }

4 7D 一0 1

7
.

4 7D 一0 2

3
.

7 7D 一0 2

1
.

o lLj 一0 3

2
.

6 5刀一0 ‘

e
.

7 1刀一0 5

r
.

6 今D 一心5

3
.

5 7 D 一0 6
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