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摘 要

本文从变分原理的概念出发
,

给出了一组求蒯卜线性稳定临界载荷的变分公式
.

从本文的变

分公式中可非常方便地得到失稳临界载荷的上限值
.

一 己 ! 侣岁
、 J . 「刁

在结构 的非线性稳定分析中
, 用来确定相应失稳临界载荷的方程为

汇”

d e t {K。+ 拼K ; (u
, 。r ) + 拼名K : (u

r er Z

)} ~ 0
.

(1
.
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式中
、

K。
为线性 刚度矩阵

; K :
为与位移矢量成线性关系的一次刚度矩阵

; K:
为与位移矢里成

二次关系的二次刚度矩阵
, 它们的详细 表示式可参见文〔2

, 3 , 4]
.

u ,

eI 为在参 考 状 态时的

位移矢量
,
简称参考位移矢量

。

在以前的很多文献 中
,
都普遍认为方程(1

.

1) 中的标量因子 拼是 失稳载荷的比例因子
,

但实际上
,

如果从严格的角度来说
, 拼应是失稳状态的位移比例因子

,
这 一 点 在 作 者的论

文「4〕中业已作了证明
, 并且文〔4〕中给出位移比例因子与载荷比例因子间的关系方程

.

方程(1
.

1) 中的参考位移矢量u. 。一般由屈曲前 (或失稳前 ) 的平衡方程确定
,

它可 以是

线性解
f”名’,

也可 以是非线性解
〔‘’. ’.

勺

二
、

求解非线性失稳临界载荷的变分原理

为了求解方便
,
通常方程(1

.

1) 可以写成如下的二次特征值方程
:

{K。+ “K : (u r e , )+ 拜IK : (u r一 , 1 )}V = 0 (2
.

1 )

式中 V 为失稳波形
.

非线性二次特征方程(2
.

2) 的求解方法
,
在 目前有如下三种

:

( 1 )是直接的分解法
t . ’,

( 2 )是摄动有限元法“
’, ( 3 )是一些其它的数值迭代法

仁”
.

在本文
,
我们将给出一种新的求

卢文达推荐
.
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解方法
—

变分解法
.

定理 1 (受载结构发生失稳的必要条件 )

在所有可能满足运动约束的变形场矢量 V 赞
中

夕 如果存在着使得不等式 (2
.

2) 成立的变形

场矢量v , 则结构有可能存在一组使结构发生失稳的临界载荷
.

‘

V , K I V 一 4 (V , K
o
V )(V , K : V )) 0 (2

.

2 )

证明 设结构发生失稳时的位移比例因子为拼
。 , , 则失稳时内

,

必须满足如下失 稳特征方

程

笼K
。
+ “‘

,

K
、
+ 拼。 , 名K : } V = 0 (2

.

3 )

因为
, V 是失稳波形

.

所 以
, V 〔V .

在方程 (2
.

3) 中左乘 V , , 则

V T K oV + 拼。r

V r K
;
V + 拼

c , Z
V , K : V ~ 0

’

(2
.

4 )

显然
,
方程(2

.

4) 中脚
f

有解的必要条件是

△ = (V , K : V )
2
一 4 (V , K

o
V )(V , K

Z
V )> 0

.

(2
.

5 )

定理 2 (非线性失稳临界载荷的极值定理 )

对于任意变动满足运动约束的变形场矢量 V , 以使式(2
.

6) 中的拜达到极值
,
这 样得到的

位移比例因子“一定比真实的失稳时的位移比例因子来得大
。

即是一个上限解
。

拌= s t
一 v , K : v士刚(v ’K , v )

“
一 4 (v ’K

。
v ) (v , K : v )

2 (V 牙K : V )
(2

.

6 )

证明 在证 明定理 2 之前
, 先证明如下方程

(占V , K‘V )(V , K , V )= (占V , K , V )(V , K‘V ) (2
.

7 )

因为

(d V , K ‘V )(V , K , V )= (d V , V )(V , K ‘K , V )

= (占V , V ) (V , K , K ‘V ) (2
.

8 )

所 以

(占V , K‘V )(V , K , V )二 (占V 矛K , V )(V , K ‘V )

有 了等式 (2
.

7)
、

(2
.

8) 后 ,
定理 2 的证明就十分方便了

.

对 (2
.

6) 式进行变分
,
得

如二干
4占V r

斌八

·

{K
。
+ 拼K , + 拼, K : } V 二 0 (2

.

9 )

又因为
, 在结构的稳定性分析中

,
人们关心的是最小失稳载荷

.

所 以
,
从 (2

.

6) 式 得 到的极

值只能是极小值
.

从而定理 2 证毕二
推论 (非线性失稳临界载荷极值定理之二 )

对于任意变动满足运动约束的变形场矢量 V
.

以使 (2
.

1 0) 式 中的 (1 /川 达 到极值
,

得到的位移比例因子拜一定比真实的失稳时的位移比例因子来得大
, 即是一个

_

匕限解
.

一 v ’K : v 干斌(砂民
i V )

“

二4 (亨
, Ko v )(v , K扮)

’ - - - -

一
2 (V 妙R汉)

- -

一- - -

一

这样

.

1 0 )

证明 将方程(2
.

1) 改写成如下形式

{K: + 拼
一’K : + 拼

一要K。}V = 0 (:
.

1 1)

这里 K :与参考位移的选择有关
,

但一般只要满足条件拼> 1
,

则K, 对参考位移的选择并不攀响方
程 (2

.

的 给出的失稳必要条件
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则
,

类似于定理 2 的证明 , (2
.

10 )式的变分为

\
.

占V ,

, 。 十
』

/ 一 材 △

·

{K
:
+ 拼一 ’

K
,
+ 拼

一 “
K
。

圣V ~ 0 (2
.

1 2 )

又因为
,

在结构的稳定性分析中
,

值只能是极大值
,

而拼则是极小值

人们关心的是最小失稳载荷
.

所以
,

从 (2
.

]
.

0) 式得到的极
,

从而定理 2 的推论证毕
.
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