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摘 要

本文用摄动法讨论了具有不规则底部的圆柱形港池中的驻波
.

假设流体是无粘性
、

不可压
、

无旋的
.

为方便起见
,

采用柱坐标系
.

速度势
、

波形以及频率均以相应于振幅的小参数进行摄动

展开
,

获得了轴对称波驻的分析解
.

当。
: = 。时

,

算出了二阶频率
.

作为一个算例
,

取圆柱体底部

为一轴对称抛物面、 算出这种不规则底部对驻彼产生钓影响
.

最后
,

对几何因素的影响进行了详

细的讨论
.

一 日l 色 ,
、 砂 ,

厂习

从 5 0年代起
,

人们开始研究非线性驻波
.

直到 6 0年代
,

T a d jb a k h s h 和 K e lle r 〔‘’
使用

K el le r 一

Ti n g 方法解决了二维驻波
,
得到三阶近似解

.

与此 同时 , Mar k[ “,
算出 了轴对称

解
.

在某些临界深度
,

K el le r
一

的解不 唯一 最近 , V a n de n 一
B ro

e c k[
3 )
解决了临界深度的疑

难
。

李家春
〔‘’
研究了几何形状的不规则性对水体振荡的影响

,
他还进一步详细讨论了几何因

素与非线性效应藕合的影响
‘3 ’,

并且导出一些很有用的结论
.

本文研究的是不规则底部对波形的影响
,
对水体振荡的影响

.

实际上
,
湖泊

、

港湾的底

部是不平坦的
, 所以 , 从理论上和实际上研究非均匀底部的影响是十分重要的

。

二
、

基本方程与边界条件

我们首先研究底面略偏 离水平面的圆柱形水体的固有振荡
夕
这些结果可推广到研究任意

形状水体的不规则底部对驻波的影响
.

假设流体是无粘性
、

不可压缩的
,

其运动是无旋的
.

在本文中暂且不考虑非线性效应
,

也就是
‘< < d

,

其中‘和占分别代表同振幅及几何形状有关的小参数
.

假若水体的几何形状接

近圆柱形
,

我们选取
: 为径向

夕
0 为方位角的柱坐标系

, : 轴 垂直向上
,

原点取在未扰动时 自

由面的位置
.

如图 1
。

方程
z = 一 h+ d

·

f(r
,

句描述底部不规则形状
.

一 h是平均深度
, d是个小参数

,
f(r

,

0) 是

描述底部对水平偏离的分布函数
.

在上述假设下
,
速度势必满足 L a

Pl ac
e 方程

V
Z

妙= o (2
.

1)
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如果水波自由面的形状为
: = . (, ,

0
,

t) , 那么 ,
在该 自由面上 要满足

运动学与动力学条件
,

线性化以后
,
可以表示为

:

(2
.

2 )如一毋
口一一

时一加

。

瓮
一

+ g ”一。
(2

.

3 )

一一
之

、...、f且eees

底部与侧壁的边界条件为
:

豁一
。

一
。+ 、 (r

,

。)

豁
一。

(2
.

4 )

(2
.

5 )

为方便起见
,

将上述方程中的变量无量纲化
.

r 二尤
一 , r ‘, : 二尤

一 , : ‘, , 二 ‘
尤

一 ‘, ‘, t = (尤g )
一

查t
‘

。二 (K 口)蚤。
‘,
毋二

‘夕去尤
一 , ‘“
价

, , 尸二四尤
一 ,尸‘

再令t, . (。尹)
一’尸 , 为方便计

,

略去所有无量纲蜜的上标
,
得如下方程及边界条件为

:

V Z
必== 0 (2

.

1 )
产

(2
.

2 )
尹

一一
Z

!
.

1
�

助一at
口一一

时
�

az

口适
公 十冲=
U .

瓮一
。 :

一
、+ 。r( ,

,

。)

望
一。

( 2
.

5 )
产

其中刀为波高涌是速度势
, 。圆频率

,

尸为压力
, p 为水的密度

, g 是重力加速度
, ‘
为波的斜度

.

如果
‘《占《 1 ,

我们可对协
, 刀, o, 以占为小参数进行摄动展开

:

诱= 价
。+ 占功

: + 占2

功
: + ⋯ , 刀= 刀。+ 占冷, + 占: ”: + ⋯ , 。 = 。。+ 占。 : + 占2。: + ⋯ ( 2

.

6 )

对于本问题
,

如何描述底部边界条件是问题的关键
.

在非均匀底部

( 2
.

7 )

口一山
一

口一洲fe一尸
+

口ar

1 + ‘2

f,
一

斌

一一

a
一

而

、门...

!
1..,....产

将 ( 2
.

6 )
, ( 2

.

7 ) 代入方程 (2
.

4 ) 中
,

_

时 , = 。

六 + ‘
丫洛/r “

展开并合并d的同阶项
,
得在边界

z 二 一h处各阶方程

口2

势
一 , 0f 八+

诊‘
。,
几一‘汀

势
一

扣
。·

(,:
+
泽

一

, :)+ &0,
·

jj
· +

一

声人
。·

jfa

一

着
‘一 了

: + ‘
:

一+
一

青‘
:
ej一‘

:
二f

( 2
.

8 )
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三
、

摄 动 解

、,产、,少、.2、,
r

,上,自叮O月任
.

⋯
八0QU丹O内」

Jr、了‘、声r、矛r、

零级近似方程与边界条件为

V 么
功
。
= 0

心or沙

功
。:
= 0

必
。,
二 0

功
。,

+ 。若必
。‘: = 0

之= 一 h

这就是圆柱形水体的固有线性振荡
.

若考虑轴对称问题
,
定解条件与e无关

,

其解为

诚‘
一 、
砚盖、

J
。

(K
(

份
, ·)·hK (·, (: + h)。。·

(3
.

5 )

刀石
价 , = J 。(K ‘“ , r )5 in t (3

.

6 )

以及色散关系
。l

m )
,
== 尤 ‘. 0 t h尤 、‘ , , (3

.

7 )

其中 J . (二)为 B es s e l 函数
, m 表示不 同的模式

, 若丫叫 为 几l)( 劝的第脚个零点的值
,

取K (l)

= 1 , “= “‘, ’= 3
.

83
, 则K

‘叫二 : ‘, , /
: “’, 于是 ,

侧壁条件便可得到满足
.

在本文中
,
我们只考虑基波的扰动

, 即只讨论, 二 1的情 况
, 于是

, “
, 一

军:
,
。

(, )。h (
二 + * )

。。s ,

S n n
(3

.

8 )

冲石
‘, = J

。

(
r )sin t

以及

。否‘)
,
= th 人

为书写方便
, 以后将m == 1模式的上标(1) 略去

.

一阶解所满足的方程及边界条件为

V
Z

功
: = 0

功
: 。 = f

,

必
。,
一功

。: :

f == B : (r )。o s t

必
: ,

= 0

功
: : + 。言功

: : ‘= 一 2。 。。 :
功
。二 ~ S ; (r )e o s t

其中

(3
.

牙)

(3
.

1 0)

z 二一 h

r 二二 a

2 二 0

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

(3
,

1 3 )

(3
.

1 4 )

B :
(
r )= 蜘

S h h

一

〔f
,
J ; (r )一fJ

。

(
r )〕 (3

.

1 5 )

S , (r ) = 2。 , J 。
(
r )

我们将必
;
分解成两部分

,

苏
:和N ; ,

O, 及边界条件

(3
.

1 6 )

则功
,
= 毋

: + N , ,

其中N : 必须满足 L a p la e e 方程v : N

一一
凡山a

一一
凡

.

ara

因此
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N : 二 乙 C ;
“ , e hK ‘价 ’z J。(K ‘, , r )

c o s t
(3

.

1 7)

在
z = 一 h边界上N

:
要满足非齐次条件

口N z

aZ

由此容易确定 C I‘为

= B ; (r )e o s t

Cl
_

_ _ _ _ _ _
一

鱼
_

_

_ _ _

f
一 a , sh h J言(a ) j

r J
。

(: )B
:

(r )d r

C ;耐 二
2

“Z

K
(, )s hK (价 )hJ

(、* 、、{
r J

。

(K (“ )r )B : (r )d r

(3
.

1 8 )

(3
.

1 9 )

至于苏
, ,
定解问题的提法为

、,卢、声
产

,口OUqOo自

v
么

俩
: = o

口价
: 八

一

分
一‘

二 o r = a

口r - ,

一
口价

: _ 。 ;
_

_

,

一砚
.

二一 ~ U 震 之 = 二

— n
。z

一

班
一

街
a苏

,

二
a ,
J

,

_
,

竺聋子
一

+ 。孟竺

扁
三二 Q

,
(r )c o s t z = O

az
’

一
“

a t苦 一 ,
‘ 、 ·

, , - - · ‘
一

。

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1 )

(3

(3

其中
‘

,
z、.1J任比口,曰勺自

:
Q

: (r ) = S :
(
r ) + 。言U

,

(r )

而

‘目O

U l
(r ’一 三

C f飞
,

J。(K “ , r ’

若令

毋
,
= 乙 A ;

“, (t)J
。

(K (, , r )e hK ‘, , (: + 人) (3
.

2 6 )
价 . 1

代(3
.

2 6 )入 (3
.

2 3 )中
,
得

。 : 。h尤
。· , * 过 ;

· , 扩 + 尤
(。 , s h尤、· ) , 汉;·

, = 。; ,
,

其中
, . 、 2 fa

, , 、

~
, ‘ .

“;y一
a
叮六万}

。 r J
。

(r )Q 、
(
r )d r

(3
.

2 7 )

(3
.

2 8 )

q {誓
, = 。 ; c l

。 ,

为了消除长期 项
,
令 q摺~ o, 于是得

2臼 ;
+ 。, ; C {” = o

即

(3
.

2 9 )

(3
.

3 0 )
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叭 = 一 沪: h万找司 {
r J。(r )B

:
(r )d r (3

.

3 1)

而

A ;佛
, (t)= a

; , , c o s r (3
,

3 2 )

其中

a
f, )二

。言C至,
,

(。(0m )
,
一“ : )

c hK
‘, , h

(3
.

3 3 )

最后
,
得一阶解

功
: 二P ; t + g : + (e , e o s t + ; : s in t)J

。

(r )。h(: + h)

a
l
‘, J。(K

‘“ , r )e hK “
, (二 + h) e o s t + 云 CI

, , J 。(K
‘“ , r )e hK ‘“ , 二e o s t

(3
.

3 4 )

其中 P , , q : , e ;

和 s ;
都是未定常数

.

将 (3
.

3 4 )和 (3
.

8 )式代入

口功
。

刀1 = 一 田l 一

言才
口备

口功
:

一 。。一

丽
(3

.

3 5 )

得

。! -

一
, 1 +

〔(
s

若认
+ 。 1

)
s , n ‘一 ; 1 0 0 5 ‘

〕
。。J。‘『, 。h (‘+ ‘,

a
;‘

, J
。

(K ‘, , r )e hK
‘“ , (: + h)s in t一习 C I

一 , J . (K
‘“ , , )e hK ‘, , : s in t

(3
.

3 6 )

由于 q ,

无关紧要
,
可取q : = 0

.

选择适当的时间相位
,
使

s : 二 0
.

再由质盆守恒
,
平均水

面应为零(: = 0) ,
零阶解已满足

, 故

}
r 冲, d r = 0 (3

.

3 7 )

由此导出

P x , 0 (3
.

3 8 )

再由振幅的限制
,
要求

{
d 之

{
r J

。

(: )d r

{:
‘
d ‘·。· ‘, (, , : , ‘

卜
二Za :

J : (a ) , h‘”
(3

.

3 9 )

也就是

d :

!
r 了。‘·, d ·

{ d t sin 助
. 二 0 (3

.

4 0)

得 。 : = 一 C ;
1) , 于是所有常数均已被确定

,
因而导出一阶势

功
; = C ;

‘, J
。

(r )Ie h 二 一 e h(z + h)〕e o st + 乙
a l
“ , J

。

(K ‘· , r )e hK ‘“ , (二 + h)
eo s t
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+ 乙 C I
‘ , J

。

(K ‘“ , r )c hK ‘“’‘c o “ t (3
.

4 1 )

其中系 数 可‘
,

拼 一 2

C I
协
由(3

.

1 8 ) , (3
.

19 )和(3
.

3 3 )给定
。

波高为

。二(J
。

(, ) + 。丁
一

粤
工 ,

。

(r ) + 。
。

〔el
‘, J

。

(r )(1 一
c h 。)

\ 、 ‘口 0

+ E 川
份

驻波节点的位置为

J
。

(K ‘“ , r )e h K 娜 , h + 乙
C‘。 , J

。

(K ‘。, r
) :})

5‘n ‘
(3

.

4 2 )

r . 二 r o ,

+ 占r l ,

这里 r 。。 = 2
.

4 0 4 5 , 是当J 。(r ) = o时 , J
。

(r )的零点
.

而

(3
.

4 3 )

rl 。
- 一

一

J
C‘

。,

(
1 + 。l

。柔一 。 l
J。(K ‘”少r 。) (3

.

4 4 )
8乙一

四
、

二 阶 频 率 修 正

如果底部形状使。
; = O, 就必须计算二阶频率修正

,

价
: .

= 凡(r )e o s t

功
2 :

+ 。 ;功
: ‘.

= S : (r )e o s t

方法 与一阶近似完全相同
,
由于

z 二 一 h

2 二 O

(4
.

1 )

(4
.

2 )

其中

S : (r )~ 2。 : J
。

(r )

B : (r ) = f
,

价
; ,

一价
: : :

f

(4
.

3 )

(4
.

4 )

同样地要求

g 盖吞, = o

也幕满足

。2

一普 Cil
,

一

(4
.

5)

。孟
a Z s hhJ孟(a )

、

一 个

{d r r J
。

(r )B : (r ) (4
.

6 )

五 算 例

.

假若圆形港池的底部形状为轴对称抛物面
, 则

2 = 一 h+ J
·

(a
Z
一 r “)

将(5
.

1 )代入 (3
.

1 8 )和 (3
.

1 9 ) ,
得

(5
.

1 )

C l
2

a , sh方J I(a )

r J 。(r )获飞「一 Zr J乙+ (r , 一 a , )J
。
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3 s h
么
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.
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.
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色散关系为

。言a
艺

3 sh 么h
(5

.

4 )一一
C

2
.

刁
� ,

O自
Q一

一一一叭

六
、

讨 论 与 结 论

由上面获得的结果
,
我们能导出如下的结论

.

1
。

修正频率的符号决定于积分

r J 。( r )B : ( r ) d r ( 6
.

1 )

的符号
,

一般地说 , 具有凸面底部的水体
, 其体积较小

, 结果使修正频率较高
,
而凹面底部

的影响则相反
。

琴
.

底部的几何非均匀性使驻波发生变形
,

使其变为非轴对称的
.

然而
, 还是 存在自由

面完全平坦的时刻
.

波节线变成 r . 二 r0 。

+ 份 : 。 .

其中 r , 是零阶 B。。”乌
_

函 数 的 第一个零

点
。

而

· :

一
J 。鑫

。

)

晃
C ,、

(什研攀减
一

)
J。‘K ‘· , 『。,

( 6
.

2 )

3
.

作为一个例子
,
取底韶

.

形状为 凸抛物面
,
这种不规则底部对驻波波形及 频率 的 影响

描绘在图2到图4上
。

图全 h , 1时的胜浪浪形
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S ta n din g w a v e s in the e y lin d e r b a s in s w ith in 五o m o g e n e o u s b o tt o tn a r e e o n s id e r e d

i n this p a p e r
.

W e a s s u m e tha t the in v ie id
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