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,
�� ��年 �月�� 日收到�

摘 要

本文在没有常设条件� �士�� �二 � �� 的情况下
,

证明了 � �如�� � 方程存在极限环的几个充分

性定理
,

推广了文〔�、��的某些结果
�

这些定理给出的条件均可估计极限环的存在区域
�

至少在
� 个极限环的充分性定理 �

、
�的条件既不要求� �二�是奇函数

,

也不要求� �二�
“� 重互相相容

’

或
� ”重互相包含

’ �

一 日� 弓犷
、 砂 � 】习

本文讨论 �� 如�� � 方程
公� ��二�分� 夕�二�� � ��

�

��

或其等价方程组

毖二� 一� �� �, 夕� 一� �劣� ��
�

� �

式中
� �二�一
��

, �� ���
,
��‘,

, 。�‘, 〔�
。
‘

一
� �� ,

且能保证方程��
�

�� 初值问题解的存在唯一性
�

一

关于方程组 ��
�

幻 极限环的存在性问题
, 已有许多很好的结果

〔‘, “, � 近年 来
,
黄启昌和

史希福
�� , 、

丁大正
〔‘,相继推广了 旦��

� 。淤
�
定 理

‘“’, 但都没有 取 消 � �士�� �� � 。 的限

制 , 其条件是加在整个相平面上的
�

本文定理�
、

�不但取消了口�士�� �� � �� 的限制
,
而且

环域的外境界线均为已知曲线
,
因而可以初步估计极限环的位置

�

由推论可说明文〔� 」定理

� , 从而 口� �� 二二。 定理及文〔� 」的定理都成为本文定理�与�在条件 � �士“ �� � �� 下的特

殊情形
�

有关方程组 ��
‘

�� 或较 ��
�

�� 更一般的方程组
云� 甲�� �一 � �劣� , 夕� 一 夕�� � ��

�

� �

存在多个极限环的研究工作已有很多
�

加在� �劝上的条件或是要求 � �劝在每次变号后的绝

对值的最大值充分大
,
以产生多个周期振荡

,
如黄克成

‘“, 、

黄 启 昌 和 杨 思 认�� ’, �
�

�
�

�� 彻�� � 
〔吕’
等

� 或是要求� �劝在每个定号区间上 与 二 轴围成的面积越来越大
,

以产生多个

周期振荡
,

如 �
�

�
�

� � � � � � � 和 �
�

�
�

� � �� � 又�‘“,
,
�

�

� � � � �� � � 〔‘
� �,

吴葵光
�‘, ’,

李骊推荐
。
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�
�

�
�

� , 、� 。扩街 ,

张芷芬
〔‘, ,等

�

本文去掉了叭劝是奇函数以及 印� ��〕中 � ��� 是奇函

数
,

〔� �」中� �劝
“� 重互相相容

”
或「��

, ��」中
“� 重互相包含

”
等的限 制

,
得到了方程组

��
�

�� 存在 � 个极限环的两组充分条件
�

文末还给出了 当 � 〔�一 ��
,

�� 时 , � �劝 � � 的 情 况

下
, 方程组 ��

�

�� 存在无穷多个极限环的例子
�

二
、

极限环的存在性定理

记

并 引进函数

� �二�一

��
。�

·
��

·

几�二
, , , 拼�二 �� � “�名�� � � �二� ��

�

��

式中“是常数
�

几�二
,

�
,

川 关于时间�的由于系统 ��
�

�� 构成的全导数为

孟�子
,

�
,

召�� 一夕�� ��拼� � �劣�〕 ��
�

��

定理 � 若函数 � �二�
, � �劝满足条件

��� 妞�
二�� �

, 当 二笋 。且 �二 �充分小 , 存在常数
� ,

�
, � ,

� �� � �� �� � � � �, 壳及 正数

刁���� 《刁�使

� �劣�� 一刀
, 当戈〔��

, � 〕, � �劣�� �
, 当珑〔

� ,

� �

� �劣�� 刁
, 当劣〔��

,

� � , � �劣�《吞
, 当劣〔〔�

,

�〕

��� 劣� �� �� � , 当劣〔��
,

��� ��
,

�〕
,
且

� �
�
�》 ��刁 � � �

“
��

, � ���《��刁 � � �
“
��

式中 � � 斌万豆石刃〔万�

当斌
一

飞云一 �《刁

材 之百一左一万 当斌
一

加一 �� 刁

�
‘��

一一�

口二‘��� 一� �� �

��� � �� �� 寿� �

式中 � , 斌
一

�� 更玄刀千玄介二必面二〔刁千盯�,碗
�

材�’� ���

澎
一

�矿而万孔户二百言面
二云习二万乃落不沁�句

�

当� ���》�

当� ���� �

��卜����

留�

� � ��才� � �
,
��一� �刁一庵�

名

则方程组��
�

�� 在带域
� � 二 < d 内至少存在一个稳定极限环

.

证明 由条件(1)
、

( 2) 可知
,

( O
,

0) 为方程组(1. 2) 在带域 a< 戈
< d 内的唯一奇点

.
兹构

造 Poin
car亡一 B e n

d i
x s o n 环域

.

取闭曲线几
:
几(%

, ,
,

o
)
二 。

(
。
> 公充分小)

, 贝lj由(2
.
2 )式及条件(z)

、

(
2

)可得

几(二
,

梦
,

o ) l

r 。二 一夕(苏) F (
劣
) I

二
( 厂

。

>
o

且 久(%
,

梦
,

0) !

: 。二 o , 当且仅当二二。
.
故方程组 (1

.
2) 的过 r

。

的轨线当 t 增加时恒穿出几之

外 ,
内烧界线作成

。

/ 一- 一- - 一- - - ~ - ~、

令 I = (ZJ + L )
,

/2
一 (J 一k)

“

/2

.

取闭曲线厂
、
= A

,
A

: … A
, 。
A

,

如 图 1 所示 (图
L
中绘出

斌
一

劝 一左( 刁 及K ( G (b) 《I的情形)
.
厂 ,
上各弧段曲线为
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卜l卜||门
.尸户叭、

A
I
A

: :

日
尸口. 、

月。
A ,:

众
:

示
。:

权戈
,

y

,

一吞)= G (d )

几(劣
,
y

,

刁) = L 么/ 2

几(留
,

y

,

一万)= (2才+ L )“/ 2

当 G (b )> I 时 ,
点A

。 与 A 。 重合
;

当 G (b)‘I 时
, 元(劣

,

y

,

一k) ~ (J 一k

一斌(初千劝
豆二2傲历)

“

/
2 + G ( b )

J
产~ 、
A

,
A

s :

洲自

尹口、
、

A

S

A
“

尸尸气、

几(劣
,

y

,

一刀)二 E 军2

泥(
劣

,

y

,

才)~ (2 了+ E )
“
/ 2

卜卜潜潜

A.人。 :
久(

戈
,

y

,

一k )二 H 丫2+ G (d )

A :。A : ,
A

Z
A

3 ,
A

S
A

?
均为直线段

,
过
Z
A
a

时退化为一点
.

厂:上各弧段分点的坐标为

A :(d
,

k)

,
A

:
(
c ,

k 一斌
一

所 )
,

月。(
c ,

凡(b
,

刁一材 (口千工砰二玄口(b) )
.

当斌 ZJ 一 k > J 时退化为一点
,

A
o
A

, 当 口(句< K

一刁一N )
, 刁‘

( 0
,

~ 刀一 L )
,

当 G (b)> I 时 , 且. 与 A 。重合 ,

当 G (b )( I 时
,

A
。

(b

,

Z k 一刁一斌侄J 干乙户一玄右丈6〕)
.

当G (b )> K 时
, 翅,

( b

,

刀) , 当口(b) < K 时
,

A
7
与 A

。
重合

.

Aa (0
,

才+ E ) , 禹(c
,

斌夜刁千玄, 二万口面一刁) , A
: 。
( d

,

掩+ H )
.

当 G (b)> I 时
, 梦滩‘, , 且 ,

二 J 一斌(2刁+ L )
’一 Zd 必)> 吞

,
故由条件(1)

、

(
3 ) 可有

分l月
:。刀:u 月:月 ,

《0
, 毖I才

‘刀 ,

)
o

由条件(1)
、

( 2) 及 (2
.
幻式可知

, 沿r ;上所有曲线弧段
, 除个别弧 立 点 外

,

对 应 的全导数

叙
二

,

y

,

川(拼二 一刀
,

一k
,

刀)都不大于零
, 故方程组 (1

.
2)的过厂

:
的轨线当t增加时恒穿入厂

:之

内
、

外境界线作成
.
证毕

对应于定理 1
,
可有

定理 2 若函数仄幻
,

F ( 幻满足条件

(1) 同定理 1 条件(1)
;

(2) “夕( , ) > 0 , 当“〔〔a
,

0
) U ( 0

,

d 〕, 且

G (d )》(2才+ L )
“
/
2 , G (

c
) 《(2刁+ L )

艺
/
2

式中 L 二斌 N 么平玄口(b)

万 一

{

当斌 忍J + 冷簇才

斌 2在
一

+
k 一才 当扩 落沙 + 儿> J

住二G (a )一 G (b )

(3) F (
a)《k一 H

式中
’

H

= 斌 (斌住才千E )
“‘
砂(扔

一 (J 一旬)
‘一忿a

一

万
“2傲

。,

L 斌飞砂〔面不工j兀万嗽可

当G (c)> K

死口不百平平取改可
一

当G (c) < K
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K 二 (2刁+ L )
急
/
2 一 2 (刁+ 掩)

2

则方程组(1
.
幻在带域

a
< 戈

< d 内至少存在一个稳定极限环
.

推论(文〔4」定理7) 若函数 g( 劝
,

F ( 劝满足

1
‘
劣夕(劣) > o , 当x 笋 。; G (士、 )= + oo

2 ‘

叨(劝 < O
,
当二笋。且 !川充分小 , 存在常数M > 。及 k

,
使F (劝> k

,
当二> M

, 尸(幻

《庵
, 当劣< 一 M

,

3
’ :

些Poo F(
,
) > k ( 或

,

呱
F(‘) < 益)

则方程组(1
.
2)至少存在一个稳定极限环

。

为证明推论
,
我御先给出

引理 当 G (b) < K 时
,

li m H 二 0

G (d)‘ + OO

证明 首先
, 由于 !创《刁

,
故当G (b) < K 时

尸 = (斌而万千
一

砂二厄口面一2 (刁一k ) )
2
十2‘(b )

> (2刁+ L 户+ 4(刁一 k)
“
一4 (刁一 k )(2刁+ L )

二 (Zk + L )鉴刀吕

这里
,
符号

“

垒
”
表示

“

定义为:

H
“
二 (双(玄万千百户二刃(c) 一 (刁+ k ))名一Z a

》(2刁+ E )
忿
+ ( 刁+ k )

名一 2 (刁+ k) (ZJ + E )一 2口一 ZG (c)

> (J 一k + 刃)
2一 2口一 ZG (e)~ (才+ 吞+ L )

名
一 Za 一 ZG (

c
)垒H

多

l im

.

刀1二 lim 王(刀+ k + L )忿一 Za 一 ZG (c) }
G (d) , + 00 2口‘ + OO

二
一

l i m
{

2
( 刀+ k )

艺

+
2
( 才+ k )(L 一材 厉 )}

Za. +以)

二 2(刁+ k )名+ 2 (才+ k ) 1im
2口峙 + 00

二2 (刁 + k )
:+ 2(刁+ k ) lim

2口砷 + 的

, 2 ( J + 寿)
吕
一 2(J + 左)

“
= O

( 双
一

( 7

一
玄了二万刁干寿刀

1不乞口莎歹一斌厄万 )

一 2 (刁+ k )+ ((刀+ k)2+ 2口(c))/斌
.
厄云

斌刃r一 (刁于万)7
、

J

,

万)耳乏石而jZ肠十
1

其次

E ,
= ( 斌(2万 + 乙)‘一Z G (b) 一2 (刁一哟户+ ZG (b)

< 〔(2刁+ L )(1一G (b )/ (2刁+ L户)一2 (刁 一k )〕
2+ ZG (b)垒君

名

H
乞二 (斌刃2刁不万户二玄口丈的一 (刀+ 秃))

名一2。

< (斌确刁不豆)仁2在面一 (刀+ k ))
’
一 Za

< [(2刁+ 忿)(1一G (
c
)/ (2刁+ 雳)

2)一 (刁 + k )〕
“
一Za垒万

名

注意到 h m L = li m 斌 (斌 拓 一口干万))
1平2夕(c) ~ + OO

,
有

2口, + 00 2叮 , 十。

litn 忿2二 lim 王仁(ZJ + L )(1一G (b )/ (2刁+ L )
“

) 一 2(刁一存)〕
2+ ZG (b”

G (d). + 00 Zd、十co
、.

卜」
一盆�
.、产

一 1;m
{

2口时+ 00
、

= l i m

(
Z k + L

)

侣
+

帷舟+ 幻
,

2 刁一 2掩

2刁 + L
2口(b ) +

G 名
(吞)

(2刁+ 乙)

2口一+ aO



由此可知 li m 忿-
口(d ) , + co

L l‘n a r d方程极限环的存在性

lim (Zk + L )
,
于是

ZJ幼十00

l im 万么二 litn
G (d) , + 的 2口 , + oo

{ 〔(ZJ + 君) (i一 G (
c
)/ (ZJ + 君)

“

) 一 (J + 秃)」忿一 2口}

、争」
C

了口、

G,自二 lim

2口叶 + OO
{
(J 一 k + 矛)“+ Z G (

c
) +

G
Z
(
c
)

住万千西j
百一 乙仃一

一2a

概{
‘“ + “+ “, ’+ 2

祟魏魏
’十 伊(

c)
(ZJ + Zk+ L )么

一 Za 一ZG (
“
)

}

二 lim 笼(J + 庵+ L )
2
一 Za 一 ZG 亡

c)}= lim 万盆二0
2口叶十0 0 2口~ + 0 0

注意到 万
2
( H

Z< 万
吕, 故有 li m

G (d)一十的
万

, 主O , 即 Iim H 二 o
口(d) ~ 十的

.
引理证毕

.

推论的证明 由条件2
’ ,
取一b二

c二M + 1 , M
: , 刀~ 幻比a X

二
( 仁一 M

i .
M
:
1

}F (
戈
) l

, 贝11定理1的

条件(1) 满足
,

由条件3
‘

( 考虑括号外的情况)
,
存在无穷序列 介、。 及 l> o

,
使 F (另

.
) > k + 1

.
即

存在 N
:> O , 使当

n> N
:时

F (二
.
) > 掩+ l (2

.
3 )

显然
,
存在N

Z> O , 使当
,
> N

: 时

; G (b ) = G (一M
:)< (2刀 + L 户/2一 2 (刁一‘)

, 二K (2
.
4)

式中 L ~ 斌 (扩2口(介)二愁否乙丽i)一 (J 平句户平 2‘(M
:)

由引理知
,
存在 J > o

,
使当口(d )> 口时

H 《l
’

(
2

.

5)

由条件1
‘ ,
存在N

:> 。, 使当
n
> N

:时 ,
G 你

。

) > 口
.

取N
‘
二m a x {N

;,
N

: ,

N

:

}

,
d , 二, ‘ . 则由条件z

’ , 必存在a< o
,
使

G (a)> (2刁+ L
:) , / 2

式中
,

Ll = 斌 (护 ZG (二 , ‘
) ‘百百〔丽口可才孤介

厄
千2众M

:)
.
由(2

.
3) 及 (2

.
5) 式有F (d)

二F 恤二‘
) >

k + I
>

k +
H

.

故定理 1的条件(2)
、

( 3) 满足
.

类似地可证条件3
’

括号内的情 况一证毕
,

推论表明
,

定理1
, 2 推广了文毛4〕定理 7

,
从而推广了江par 玫JI 妞定理及文厂3〕的定理

.
推

论条件是加在整个相平面上的
,

而定理1
, 2 的条件可以只加在有界区域上

,

它 不 但去 掉了

G (士oo ) = + oo 的限制
, 而且可以初步估计极限环的存在 区域

.

例 1 设在方程组(1
.
2) 中

戈兄一 戈

1 + 护

一 3 , 1一 戈

1 + 1 0劣
.

戈》O

劣
< 0

r...少、

l

、

一一劣
‘了、

F

1 0 ( 1 +
戈:
)
“

劣》0

2劣

( 1 +
戈艺

)
名

劣
< 0

r,J..‘

!

、

一一戈
了厄、

g

如图2所示
,

本例中F (幻在 劣二一 0
.
135 89 0 取得极大 值 尸In

:二
= 0

.

0 6 7 9 4 4 幻 在 劣 ~ 斌百

一 1‘ 0
.
4 142 14 取得极小值 F m

, n 二一 0
.
2 071 07 ,

且 F (一 1/ 3)”0
,

F ( 1 ) 二0
.
因 此 ,

取 儿二

o , 才= 0
.
21 , a 二 一 1 , b = 一 1/3

, 。
= 1

,
d 二 3 , 则由定理1容易验证

, 此时方 程组 (1
.
2) 在

带域一1 < ‘
< 3 内至少存在一个稳定极限环

.
显然 , 推论的条件1

’

不满足一

例2 若在上例中令抓幻 , ‘ , 当‘〔(一‘
,

+ ” )
, 则 取 为, 。

.
4 , 材= 2

, 由 推论不难
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验证此时方程组(1
.
幻至少存在一个稳定极限环

.

三
、

多个极限环的存在性

由于定理 1
,

2 的条件是加在有界区间上的
, 故很容易在此基础上给出方程组(1

.
2) 存在

多个极限环的充务条件
.

为了便于叙述
,
定义指标集

才二{ 1
,

2

,

…
,

叶 (3
.
1 )

定理 3 若函数g( 幻
,

F (劝满足条件

(1) 二F (
二
) < o , 当 、笋。且}

二
1充分小 , 存在刀

.
> 公灰晰数掩

., 廿.
,

吞,
,

c ‘,

d
‘

( i〔刀) ,

且
a。

< b

.

<
a
, _ :

< b

。 _ :

< …< a
:
《今
l< 。< 街< 成<

二 ‘

七亡
.
< d.

!寿
‘

!《才
‘, 刁 ‘一 :

《才
‘,
使

(一 1)‘
+ ,

F (
%
) > 一刁.

,

当递(6
, 香, J , 才健过

(一 1)“
‘尸( , ) > ( 一 1)

‘+ ‘掩‘
,

当硬〔。
, ,

J ‘
j
, ‘〔才

(一 1)‘F (
二
)》(一 z)

‘壳‘
,

当硬「J
。。
b
‘
〕
,

i 〔才

(一 1 )
‘
F (

万
)》‘才考

,

当速[b
‘,

0
)

,
f〔刁

式中

式中

(2 ) 二夕(二) ) o , 当二〔[a
。 ,

o
) U ( o

,

时
。

1

, 且对s佗月有

G (a , )》(2刁‘
+ L

.
)
“
/ 2

,
G ( b

,
) 《(2刁

.+ 乙‘)
.
/么

Ll ‘V 研碗吞刃云乃

斌
一

茄; 十 (一 1)
‘
k
‘一才‘

当斌厄可+ (‘ 1)
‘
岛《才

‘

当斌厄万奋+ (一 1)
‘气> 刁.

Jr.、.‘

一一N

汀‘二G (d
‘
) 一G (白 )

(s ) (一 1)“
’
F ( d

。
) > ( 一 1)

‘+ ‘
寿
‘
+ H

. ,
i〔万

执= 材 (扩面才i不对i弃巧吞i画了二刁百只二
一

1 户劫仁玄丙

尸‘
*

{

斌 诬百〔阮了

双
~
刃歹确万马子石砰二百吞(b

‘
) ‘ 2 (才 ,

+ ( 一 i再刀夕平
一

霜协i)

当 G (b
‘
) > K

‘

当‘(b
.
)< K

.

片, ‘(含刁
‘
+ 石, ) ‘/会‘仓(才

,
+ ( 二 i)

‘为‘) 么

则方程组(1
.
2) 在带城‘

(衍走‘. 0)
、

。

(
浦
( 浮

。
内室少存翟朴被麟拜

, 且分别与感简[‘。
孟*

,

价) (健城)柑灸
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证明 由条件(1)
、

(2 ) 可知
,

( O
,

0) 为方程组(1
.
2)在带域 a

,
<
、
< d

。

内的唯一奇点
.
令

I‘= ( 2 刁。
+ L

‘
)
2
/
2 一 (刁 ‘

+ ( 一 i )
‘
k
‘
)
2
/
2 ‘〔妊 (3

.
2)

考察闭曲线几
, 一 :二A 全了

一 ’
A ;

了一 ’… A 贯{
一 ’

A 呈了
一 ’

如图3 所示 (图中绘出斌乏叭异丁一 机
, 一; 《

姚
, 一 : 及 K 时

一 :

《G (认
, 一 ,

)《I
:, 一 :的情形)

.
厂:卜

1
上各弧段 曲线为

尸口. . . . 、

A {
, 一 ‘A 全了

一 ’

尸口. . . 吸、

A 聋才
一’

A 二了
一’

月竺,
一 ’

A 圣,
一 ‘

几(戈
,

v

,

一寿2,
一 :

) 二G (d
Z, 一 ,

)

元(二
,

y
,

汀
2, 一 :

) = 乙璧,
一 ;

/
2

几(x
,

g

,

一刀
2, 一 1

) = (
2 刀
:, 一 ;

+ L
: , 一 ,

)

“

/
2

口口口. . 、、

A 犷
一 ‘
A :

了一 ‘: 当G (bZ,
一 :

) > I
: , 一 :

时
, 点A : ,

一 ‘
与A 孟J

一‘重合 , 当G (热, 一 :
) 《几卜

:时
,

双‘
,

v

,

一 kZ,
一 ,

) ~ ( 刁:,
一 : 一 k

Z, 一 , 一 斌住万万二)千乙介
一,

户二貂杯不办)
“
/
2 + G (久卜

:
)

峨峨峨巨上
____
厂 },jjj 戈戈

‘

五五:::性;;;汉毒羊弘了一甲石石沙石汗如如肠翩翩翩翩翩险险险险险险险险 !!!

圈 百

州户曰. , . . 匕、

刁孚卜 ’
A : 卜

’:

A 二,
一 :

A 李,
一 ‘:

J司口. 白. 勺、 .;.

A 忿I
一 几

A 受

A 鉴,
一 ‘

A l
, 一 ’,

~ 1

几(二
, 夕

,

一刁:,
一 :

) = E 全,
一 :

/
2

几(劣
,

y

,

刁:,
一 ;

) = ( 2 刁:,
一 :

+ E
: s

一 :
)

:

/
2

久(男
,

夕
,

一人:卜:)二H 票,
一 :

/
2 + G

(
d
: , 一 :

)

戒卜 ‘
A 票,

一 ‘,
A 受名

一 ’
A 乏,

一 ’
均为直线段

,
A 璧J

一’
A 聋,

一 ’当斌酝嗡万一瓦
, 一 :

> 刁:,
一 :

时退化为一点
,

A 二,
一

切季,
一 ’当G (b

:, 一 :
) < K

: , 一 :时退化为一点
.
厂:卜:上各弧段分点的坐标为

A 全,
一’

( d
:, 一 , ,

k
: , 一 :

)
,

A 盆,
一’

(
c : , 一‘ ,

k

: 了一 :一斌酝面二丁)
,

A 二,
一‘

(
c : , 一 :

,

一刀:,
一 , 一 N

:, 一 :
)

-

通二,
一 ,

( o
,

一刁:,
一 :一乙:,

一 :
)

,

姓毒’
一 ‘

( b
: , 一 :

,

刁:,
一 ;一斌几刁{石

,

干石石)
1二~不五石))

.

当G (bz卜:)《I
:, 一 , 时 ,

A :
了一 ’

( b
: , 一 : ,

Z k
: , 一 :一刁:,

一 :
{+ 斌刃初i卜

:+ L :,
一 :

)
蕊一 ZG (瓦卜

:
))
;

当G (b
:, 一 :

) > 几卜
:时

,
A 尸

一 ’与A ;卜 ‘重合
.

当G (b
:, 一 ‘

)》K
:卜:时 ,

A 李f
一 ’

( b
: , 一 ;

,

刁:,
一 :

)
; 当G (b

:, 一 ;
) ( K

: , 一 :时 ,
A 李

夕一 ’
与A :,

一’重合
.

A 盖卜二(0
,

刁:,
一 :

+ E
: , 一 :

)
, 月;‘

一 ’
(
c : , 一 : ,

斌(2刁
:, 一 :

+ E
: , 一 :

)
’一 ZG (

c:, 一 :
) 一刁:,

一 ,
)
,

哟孟
一‘
( d

: , 一: ,

吞:,
。 :

+ H

a , 一 :
)

.

类似于定理1 的证明可知
,
在闭曲线几

, 、 :上每一点出发的轨线
, 当t增加时恒穿入几

I一:
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的内部
.

广万硬大

~

~ 一
f,

~ ~

,

、

考察闭曲 线 厂
:,

= A I
,
A ; ,..

·

A 圣{A : , 如图

G (b:了)《几 , 的情形)
.
几 , 上各弧段 曲线为

曹 登 庆

3 所示 (图中绘出材玄砂石+ k
:,

( J
: , 及 K

:,
(

A {
,
A 孟

了:

A 至, A 二,
:

几(戈
,

梦
,

一掩2, ) ~ G ( d
Z ,

)

几(二
,

y

,

一刁:, ) 二L ; , / 2

几(劣
,

夕
,

J

: ,
) = ( 2 J

2 ,
+ L

Z ,
)
“

/
2

当G (b:, ) > I
: , 时

,

点A :, 与A 呈了重合; 当G (b
:,

) ( I
: , 时

几(‘
,

y

,

一气,
) = (万:, + k

Z, 一 斌
~
住万。千五玉歹分

一

二玄乙丈瓦万 )
昌
/
2 + G (饥

,
)

几(二
,

y

,

才
2,

) = E 孟, / 2

兄(二
,

夕
,

一刀
:,

) 二 (2刁
:, + E

: ,
)
“

/k2

A 季
,
A : ;

:
几(二

,

y

,

一k Z, ) 二H 孟
,
/ 2 + G ( d

: ,
)

成 ,A 护
,

成切尸
,

欢 {欢
了均为直线段

, 过护A 里
了 当 斌

一

而
2,

+ 气,
> 了 么, 时 退 化 为 一 点 ,

A :
矛
A 爹, 当G (b:, ) < K

: , 时退化为一点
.
厂
:, 上各弧段分点的坐标为

A 受, ( d
: ,

,

掩
2,

)
,

A 盖
才
(
c 么, ,

斌
一

瓦二+ 寿
:,

)
,

A 兰, (
c : ,

,

刁:, + N
: ,

)

川
,
( o

,

巩
,
+ L

: ,
)
,

辫
,
( b

: ,
,

斌飞豆刁万千乙{力
厄二厄否丈瓦)一刀

:,
)

当 ‘(认,
)《I

:, 时 ,
A 尝, (久,

,

2 从
,
+ 刀:, 一斌 夜刁石干乙舀夕二茄必舀了)

;

当 ‘(久,) > I :邓寸,
A 尸与A 尝

, 重合
.

当G (b:s)》K
:, 时 ,

A }
,
( b

: ,
,

一J
:,

)
, 当G (b

:,
) < K

: , 时
,

A ;
, 与A 乏, 重合

.

A 二, ( 0
,

一刁:, 一 E :, ) ,
A 吞J(

c:, ,

刁:, 一斌
一

(玄万
:,
千瓦

, 歹
玄二 2吞t云

:
力

一

)

,

A 全;(d 幻
,

从, 一 H
:,)

.

类似于定理 1的证明可知
,

在闭曲线厂“ 上每一点出发的轨线
, 当 t增 加时 均 跑向 其外

部
。

下面证明厂
:了一 :

c
厂
2, . 以珑 , , y : , 一 :

分别表示 几
, , 厂2卜 :上的点的纵坐标

,
分段进行讨

论
。

;

.

二。r
c:, 一 : ,

、:,
一:

:
,

*
,
e 石劝:

, , , : , 一 :。
“

万毛受;
一 :

.

由闭曲线r
:卜、及厂:, 的构成可知

(夕: ,
一 ,
一k
Z, 一 ,

)
“
/
2 + 口(x )一 (v :,

一 ,
( d

: , 一 :
) 一k

:s一 :
)
名
/ 2 + G ( d

: , 一 ,
)

( ,
: , 一刁:, )

艺

/
2 + G (

%
) = (

梦: , ( d
: , 一:

) 一刁:s)忿/ 2 + G ( d
: , 一:

)

因 , : , ( d
: , 一:

) > 夕:, (
c : ,

) > 才
:,
>

v
: , 一 :

( d
: , 一:

) > J
: , 一: ,

故由(3
.
3 )式可得

}
(3
.
3)

(梦:, 一 y :s
一 ‘

) (梦
:,

+ 夕
:s一 :一 2吞:,

一 :
) =

(
g
: ,

( d
: , 一 :

) 一夕
2 , 一 :

( d
: , 一 :

) ) ( 挑,
( d

: , 一 :
)

+
v
: , 一 :

( d
:卜:)一 Zk:,

一 ,
) 一2 (刀:, 一 k:,

一:
) (

v
: ,

( d
: , 一 :

) 一 g
:,

) ) 0

从
礴

夕:, ) y : , 一‘
·

一 一2.正[o ,
c : , 一; 〕

, 珑 , 〔A 互,A 二,
, , : , 一 :〔A 聋,

一 ‘
A : 卜

’.

由闭曲线 厂2卜 :及 厂:, 的构成可知

{

(梦:s
一 、

+ 刁:s
一 :

)
“
/
2 + G (

劣
) = (

g :卜、
(
c : , 一、

) + 刁:卜:)
吕

/
2 + G (

c :卜 、
)

印
:
一刁:, ) “/ 2 + G 恤), ( ,

: ,
(
c ,一:)一刀

:,
)
.
/ 2 + G (

c , , 一 :
)
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留二端
; 甲‘;

油
召拼‘粼

,

畏 留
韶韶和渭二弓要冲时每出.‘加目

岑
‘

由此可得

v盆, 一F 盆卜
:一u委, ( 。

: , 一 :
)
一川卜

:(c , 一:)一 2刁
:,

(
. “(

‘幼一 :

)
一如)

一 2刁
:
卜;(梦

: , 一 :
(
c : , 一 :

) 一夕
: , 一 :

) >
o

从而有 v
:,

> v : , 一 , .

3

.
戈〔【e

,

O 〕
,

图 3 所示)
.

, : , 。
“

好砚:
, ,

协, , ;〔A 李J
一 ‘
A 毒‘

一 ‘
U

PA

尝‘
一‘

( p (
e ,

k
,一:)在闭曲线厂

:, 一 :上如

由r
:, 一 :及厂:,的构成可知各弧段曲线的斜率为

A 尸
一’诬尸

一 ‘:

丫~ 一 g (二) / (犷一刀“
一 :

)

子乙理:
, 一 ’: 奋‘~ 一夕(劣) / (夕一寿

a, 一 ;
)

.

石劝:
, : , , 二一。(二) z ( , + 、

:,
)

注意到 协,
( O ) > 协I

一:
( 0)

,
且

一夕(二) / ( 梦一刁
:, 一 ;

) >
二 夕(

二
) / (夕+ 刀

z,
)
, 当珑〔饥

, 一 : ,

o )

一 夕( 二) / (夕一庵
a, , ;

) >
一 g (二) / (夕+ J

Z,
)
, 当男( 【

e ,

b
: , 一 : 〕

故由微分方程的比较定理可得 协,
> y

: 卜:
.

4
.

* 。
e ,

久, 一:
:

, 。:, 。
J

吓劝:
, ,

*
, 一 :。几:

, 一 :
.

由 厂:卜;及 厂:, 的构成可知
, 此时 G (久卜

:
)成I

:, ~ : , 且

(玩s
一 :一寿:,

一 :

)

忿
/ 2 + G (

x
) 二G (

e
)

(夕
: ,

+ 才:一) 2/ 2 + G (
二
) = ( v

:,
(
e
) + 刁

:,
)
.
/ 2 + G (

e
)

}
( 3

.
4 )

因 g
:,

(
“
) ( v

: ,
( b

: ,
) 镇一刀

:,
( 一刀:,

一 :

《 一 }k
:, 一 :

I

, 故由(3
.
4)式可得

(, : , 一 , :卜:)(夕: , + 9 2 , 一 : 一Z k
:s一 :

) = (
v
: ,

(
e
) 一k:,

一 :
)
名
+ 2 ( 才

:,
+ k

: , 一 :
) (

y
: ,

(
e
) 一决,

) > 0

从而有 y
i,

< g
: , 一 :

。

5

.

二〔。久, 一 :
,

o
:

, 。:,

成众:
, , 。:卜 ,。矛飞:

。
!.

由闭曲线几卜
:及 几

, 的构成可知

(v
:卜;一才:,

一 :
)
t

/
2 + G

(
二
) ~ ( ,

: , 一 :
(姚, 一 ,

) 一才
s, 一 :

)
‘
/ 2 + G (久, 、)

( v
:,

+ 刁:, ) “/ 2 + G (
戈
) = (

夕: , ( b
: , 一 :

) + 刁:, )
吕

/
2 + G ( b

: , 一 ,
)

注裁到 当 G (b:,
一 :

) > I
:卜: 时 ,

}
夕2, 一 :

( b
: , 一:

) i ( 才
:, 一 :《刁

:,《 19
:,

( b
: , 、) 卜

(3
.
5)

当 G (瓦, 一:
) (

I
: , 一 :时

, 由上一款的分析知 , 票s(b :s
一 :

) 一夕: ,
一 ,

( b
: , _ :

) ) o
。

因此
, 由 (3

、

5
) 式可得

, 孟, 一 v 盖,
一 ,

= y 孟, ( b : 卜:)一夕盆,
一 :

( b
: , 一 :

) +
2 才:, ( g : , ( b : ,

一 :
) 一协,

)

+ 2刁:,
一 :

(
夕:, 一 :

( 姚, 一 :
) 一协一:)> 0

从而有 y
:,

< y : ,
一 , 。

6

.

硬〔o
,

d

: , 一 :
:

, 。:, 。石劝:
, , 。:, 一 :。

不飞
, 一 :

u 矛右;
,

一

由 r l,
一 : 及 厂“ 的构成可知各弧段曲线的斜率为

/ 、 、

A 毛,
一 :

A 二

A 全卜
‘
A 盆

石右护
:

: V, = 一 g (
x )/ (, + 刁

:, 一 :
)

:
y

,

= 一 夕(劣) / ( F 一k
:, 一 :

)

, , 二一 夕(
二
) / (梦一刁

:,
)

住愈到 协 ,( 0) < 协卜式0)
,

!
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一夕(劣) / (夕一刁
:,

) < 一夕(劣) / (夕+ 才
:, 一 :

)
,

一g (二 ) / ( 梦一刁
:,

) 《一 g (二) / (梦~ 吞
:, 一 :

)

,

故 由微分方程的比较定理可得 y
Z,

< 协 , 一 , .

综上所述可知
, 厂2,

一 :

完全位于 厂2, 内部
, 即

厂2, 习c 厂“

登 庆

当劣〔(0
.c:, 一 ,

〕

当劣〔仁c:,
_ : ,

d

:

卜门

月

可考察闭曲线r
。:

双二
,

y

,

0) 二。
(
。
> o 充分小)

.
由条件 (1)

(3
.
6 )

、

(2 ) 可知在 厂。 上每一点出

发的轨线 当 才增加时恒跑向其外部
,

且有厂
。

二厂
:. 因此

,

由 P吐二ca
r ‘一 B e n

d i
xs

o n

定理和方

程组(1
.
2) 在单闭曲线序列厂

。,

厂 , ,

…
,

厂
。

中两两相邻的闭曲线 厂
‘一 , ,

厂‘
(f = 汉)所凰的 区域

内至少存在一个极限环 与区间(d
‘一 :

,

d

‘
) (

‘〔过)相交
.
证毕

.

对应于定理 3
,
可有

定理 4 若函数 g( 幻
,

F (劝满足条件

(1) 同定理 3条件(1) ,

( 2 )
二夕(

二
) > o

, 当二〔[a
。 ,

o
) U (

o

,

d

,

〕, 且对了〔刁有
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‘
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‘
)
么
/
2 ,
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)《(ZJ

‘
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.
)
2

/
2
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一

+

(

一 1)
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k
。一J

‘

当斌落可 + (一 1 )
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.

当斌
一
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,
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丁
、
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一一N

a ‘== 口(a‘) 一G (b‘)

( 3 ) ( 一 1 )
‘
F (

a ‘
) > ( 一 1)

‘左‘+ H
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i 〔过

式中 H
‘ 一 斌 (矿崛万百干盲而飞二蒸两力‘(刁

‘
+ ( 二 1)“

‘
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’

‘2“‘

斌疥而 当 试c’) 》凡

斌 丈顽厄万库乙夕二
.
豆在(而二艺丈才

‘一卜 i户k
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‘
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‘

沪
..户1.t

一一E

K
‘二 (2刁

‘
+ L

‘
)
2
/
2 一 2(刁 , 一 (一1 )

‘
k
,
)
名

则方程组(1
.
2) 在带域

a ,
<
劣
< d

。

内至少存在
n
个极限环

, 且分别 与区间 (a一
: , a ‘

) (‘吃效) 相交

(约定a
。
= 0

)

。

_

显然
,
定理3

,
4 加在F (x) 上的条件既不要求F (劝是奇函数

,
也不要求 F (劝

“ n

重互相

相容
”
或

“ n 重互相包含
” ,
且不要求试劝是奇函数

.
此外

,

定理3
,

4 还可以相互连结起来使

用或相互交替起来使用
.

例 3 设在方程组(1
.
2) 中

一 e
, s

i
n 戈 男

> O

( 1 +
劣2
)
“

劣
> 0

浑< 0 一 (义+ 3
s io x ) / 4

x
< 0

r.J、est

一一
、,产

戈
‘

了、
F

r.户,l
、

一一
、.了

劣
厂几、

g

显然
,

( 0
,

0) 是方程组(1
.
2) 的唯一奇点

.

当x < 0时 ,
F (

劣
) > 0 ,

且 lim F (劣) == + oo
;

口 - 补一 (洲〕

当劣> 0时 ,
F

,

(
劣
) = 一 e

‘

(
s
i
n 男

+
e o s 戈

)
.

即F 你)在 劣‘== i 汀一 兀
/ 4 ( i = 1

,

2

,

…
,
”
+ 1 )取极值
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且
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’个‘才‘, c . 二 (i+ z/4 )
万 ,

d
,
. “+ s/ 4)汀
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.
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、

妙
xp[(i+ 1/4)二〕一 1 , b

. 二 一 斌万
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,

…
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)

.
则 由定理3容易验

证方程组 (1
.
2) 在带域一斌百

”x
可 (
n+ 1/ 4) 司一 1< 二< 。+ 3刁4 内至少存在

n
个极限环

,
且

分别 与区间(o
,

7 叮4)及 (i二一二/ 4
,

i 二+ 3 二/ 4 ) (‘~ 2
,

3

.

…
,
n

) 相交
.
从而方程组 (1

.
2 )在整个

相平面上存在无穷多个极限环
.

注 r 本例中若夕(劣) ‘劣
,

当劣( (
_
一 OO

,

+ OO )

,

则只要取a
‘
= 一了

一

Z
e 笼p [ ( i +

l
/
4
)
二
] 一 (‘+ 1/4 )

万 一 r

“ = 1
,

2

,

…
,

的即可证明此时方程组(l
.2)在整个相平面上存在无穷多个极限环

.

注 2 本例中
,

当劣(( 一 oo
,

。
)时

,

F (
义
) >

。
,

且F (一 OO )一 + 00
.
因此F (幻显然不满足

‘

,n 重互相相

容
”

或
“ ” 重互相包含

”

的条件
.
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