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碳纤维增强复合材料板中 Ñ型裂纹
扩展方向预测理论研究
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摘要 :  对含裂纹碳纤维增强的复合材料层合板进行了裂纹扩展方向预测理论的研究# 介绍了一

种新的复合材料 Z 断裂理论, 在裂纹尖端 Z 因子的定义中引入了新概念:面内平均应变, 面内膨胀

应变能密度因子和交互特征函数# 并通过理论分析和实验测试证明了 Z 断裂理论的正确性# 

关  键  词:  复合材料;  裂纹扩展;  Z 断裂理论;  S 断裂准则

中图分类号:  O346. 1    文献标识码:  A

引   言

纤维复合材料是一种新兴的结构材料,广泛地应用于航空、航天、国防、交通、化工等众多

领域# 因此复合材料断裂的研究有深刻的理论价值和重大的社会效益,引起了人们的广泛兴

趣# 1973年, G. C. Sih教授率先提出了 S 断裂准则[ 1, 2] ,被公认为是一个可用于复合材料断

裂的较好的准则# 作者在与美国同行专家的合作研究中发现, S 断裂准则用于碳纤维增强复

合材料板的断裂分析是不成功的# 1989年, 我们提出了新的 Z 断裂准则[ 3, 4] ,预测复合型裂纹

扩展方向# 经过大量不同的裂纹扩展试验,试验结果证明 Z 断裂准则有很高的精确度# 本文

在裂纹尖端 Z 因子的定义中引入面内平均应变、面内膨胀应变能密度因子和交互特征函数,

是对文[ 3, 4]的进一步修正与完善# 

1  含 Ñ型裂纹碳纤维增强复合材料板的力学模型

如图 1所示,我们首先对含 Ñ型裂纹的复合材料板进行研究# 其边界条件为

  

当 | y | = 0, | x | < a 时, Ry = 0, Sxy = 0,

当 | y | y ] 时, Ry = R, Sxy = 0,

当 | x | y ] 时, Rx = 0, Syx = 0# 

( 1)

应力函数 U定义如下:
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  Rx =
52
U

5 y2
, Ry =

52U
5x 2 , Sxy = -

52U
5x5y# ( 2)

图 1  含Ñ型裂纹的碳纤维

增强复合材料板

对于复合材料板, 其应力应变关系为

  

Ex

Ey

Cxy

=

�B11 �B21 �B 61

�B12 �B22 �B 62

�B16 �B26 �B 66

Rx

Ry

Sxy

, ( 3)

或写成

  Ex = �B Rx , ( 4)

其中 �B 表示弹性主方向与 x 轴夹角为 A时板的柔度矩阵# 

对于二维线弹性体, 相容方程为

  
52Ex
5y 2 +

52Ey
5x 2 =

52 Cxy
5x5y# ( 5)

将( 2)和( 3)代入方程( 5) , 得到控制方程[ 5] :

  �B 11
54
U

5y 4 - 2�B16
54
U

5x5y 3 + (2�B12+ �B 66)
54
U

5 x25y 2-

    2�B 26
54
U

5x 35y
+ �B 22

54
U

5x 4 = 0# ( 6)

设应力函数为

  U( z ) = U( x + Ly )# ( 7)

将( 7)代入控制方程( 6) ,得到特征方程:

  L4-
2�B16

�B 11
L3
+

2�B 12+ �B66

�B 11
L2
-

2�B 26

�B11
L+
�B 22

�B 11
= 0# ( 8)

方程( 8)有 4个根[ 6] :

  L1, L2, L3 = �L1, L4 = �L2# ( 9)

选择应力函数 U如下:

  U = 6
2

i= 1
( a iRe�Ui + bi Im�Ui ) , ( 10)

其中

  
d�Ui
dz i

= �Ui ,
d�Ui

dzi
= Ui , ( 11)

并选择 Ui 如下所示:

  Ui =
g ( z i )

( z
2
i - a

2
)
1/ 2, ( 12)

其中函数 g( zi ) 有如下特点:

  g( zi ) = Rzi , ( 13)

当 zi y a 时,有 g( zi ) = g( a ) = Rac且a 为裂纹的一半长度, 以及

  z i = x + Li y# ( 14)

将( 10)代入( 2) ,得到裂纹尖端应力场:

  Rx =
52
U

5 y2
= 6

2

i= 1

aiRe( L
2
iUi ) + bi Im( L

2
iUi ) , ( 15a)
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  Ry =
52
U

5x 2 = 6
2

i= 1

aiRe( Ui ) + bi Im( Ui ) , ( 15b)

  Sxy = -
52
U

5x5y = - 6
2

i= 1

aiRe( LiUi ) + bi Im( LiUi ) # ( 15c)

定义应力强度因子 K Ñ 为

  K Ñ = lim
z
i

y a

ry 0

2
1/ 2
( zi - a)

1/ 2
Ui ( zi ) , ( 16)

那么

  Ui
z
i

y a

r y 0

=
K Ñ

[ 2r ( cosH+ LisinH) ]
1/ 2# ( 17)

将( 12)、( 13)代入( 15) ,再代入边界条件( 1) ,从而可确定( 15)中的待定系数 ai和 bi# 最后将解

出的待定系数 ai 和 bi 和( 17)代入( 15) , 即可得到裂纹尖端邻域的应力场如下[ 5] :

  Rx =
K Ñ

2r
Re

L2

( cosH+ L2sinH)
1/ 2 -

L1

( cosH+ L1sinH)
1/ 2

L1L2

L1 - L2
, ( 18a)

  Ry =
K Ñ

2r
Re

L1

( cosH+ L2sinH)
1/ 2 -

L2

( cosH+ L1sinH)
1/ 2

1
L1 - L2

, ( 18b)

  Sxy =
K Ñ

2r
Re

1

( cosH+ L1sinH)
1/ 2 -

1

( cosH+ L2sinH)
1/ 2

L1L2

L1 - L2
# ( 18c)

裂纹尖端邻域应变场可由( 18)代入( 3)求出# 

2  裂纹尖端邻域 S 因子

根据 S 断裂准则
[ 1, 2]

, S 因子定义如下:

  S = r
dW
dV

, ( 19)

其中 S 为应变能密度因子, dW/ dV 为应变能密度函数, r 为裂纹尖端的矢径,如图 1所示# 

对于 Ñ型裂纹, S 因子的计算公式为

  S = r
dW
dV

= r# 1
2
Rij Eij# ( 20)

将( 18)和( 3)代入( 20) ,得到碳纤维增强复合材料板Ñ型裂纹的 S 因子表达式:

  S = K
2
Ñ U1( E1, E2, G12, M12, H) , ( 21)

其中 U1称为含 Ñ 型裂纹复合材料板的S 特征函数# 根据 S断裂准则, 裂纹扩展方向角 H0将

由下述条件确定,即

  5S
5H= 0,

52
S

5H2
> 0, ( 22)

能使 S 取得极小值的H角即为裂纹初始扩展方向角 H0# ( 22)也可写成

  
5U1( E1, E 2, G12, M12, H)

5H = 0, ( 23a)

  
52 U1( E1, E2, G12, M12, H)

5H2
> 0# ( 23b)

在具体求解时, 可按上述介绍逐步求出 H0# 
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3  复合材料板的 Z 断裂理论

3. 1  裂纹尖端邻域 Z 因子[ 7, 8]

由于复合材料板的断裂是一个很复杂的现象,在 S 断裂准则中用单参数S 因子来解决如

此复杂的力学现象是不充分的# 事实上,大量的试验也证明了S准则的不足与缺陷# 在对复

合材料板的断裂进行大量实验分析和理论研究后,成功地发展出了新的 Z 断裂准则
[ 3, 4]# 

Z 断裂准则认为复合材料脆性断裂过程中有两个重要因素# 第一是材料强度失效性破

坏,第二是弹性体系失稳性破坏# Ñ型裂纹板的断裂主要是材料强度失效性破坏,而 Ò型与Ó

型裂纹板的破坏主要是弹性体系失稳性破坏,对于混合型裂纹板的破坏则由上述两个因素的

综合作用决定# 

Z 断裂准则定义 Ñ 型 Z 因子Z Ñ 如下:

  Z Ñ = max r
dWV

dV
= maxSV , ( 24)

其中 SV = r (dWV/ d V) 为面内膨胀应变能密度因子,且

  SV = r
dWV

dV =
r
2 ( Rmx Em+ Rmy Em) =

r
2 Em( Rmx + Rmy ) , ( 25)

其中

  Em =
Ex + Ey

2 ( 26)

为面内平均应变, Rmx与Rmy为单元体在x 与y 方向假设产生Em应变时的对应应力# 根据复合

材料力学,对于平面应力状态,有

  Rmx = Q11Em + Q12Em + Q13Ezm , ( 27)

  Rmy = Q21Em + Q22Em + Q23Ezm , ( 28)

  Rmz = 0 = Q31Em + Q32Em + Q33Ezm , ( 29)

因此( 27)和( 28)中的 Ezm可由( 29)解出:

  Ezm =
- Em( Q31+ Q32)

Q33
# ( 30)

将( 30)代入( 27)和( 28) ,得出面内产生膨胀应变 Em时的对应应力为

  Rmx = ( Q11+ Q12) Em-
Q13( Q31+ Q32)

Q33
Em , ( 31)

  Rmy = ( Q21+ Q22) Em-
Q23( Q31+ Q32)

Q33
Em# ( 32)

将( 26) , ( 31)和( 32)代入( 25) , 得到面内膨胀应变能密度因子

  SV = r
dWV

dV
=

r
2
Em( Rmx + Rmy ) =

    r
2

Ex + Ey
2

(Q11+ Q12) Em -
Q13( Q31 + Q32)

Q33
Em+

    ( Q21+ Q22) Em -
Q23( Q31 + Q32)

Q33
Em =

    r
2

Ex + Ey
2

2

( Q11+ 2Q12+ Q22) -
Q

2
13+ Q13Q32+ Q

2
23 + Q23Q31

Q33
# ( 33)
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将( 33)代入( 24) , 得到 Ñ型 Z 因子Z Ñ 如下:

  Z Ñ = maxSV = max
r
2

Ex + Ey
2

2

( Q11+ 2Q12 + Q22) -

     
Q

2
13+ Q13Q32+ Q

2
23+ Q23Q31

Q33
# ( 34)

对于复合型( Ñ型+ Ò型)裂纹, 将裂纹尖端邻域应力场代入( 3) , 再代入( 34)即可得到

Z Ñ 因子如下:

  Z Ñ = maxSV = max K
2
Ñ 51( E i , G ij , Mij , H) +

     K
2
Ò 52( E i , G ij , Mij , H) + K ÑK Ò 5 12( E i , G ij , Mij , H) , ( 35)

其中 K Ñ、K Ò, 为 Ñ、Ò型裂纹的应力强度因子, 5 1、52称为第 Ñ 类特征函数, 512( Ei , G ij , Mij ,

H) 称为第 Ñ 类交互特征函数# 若当 H= W1时使得 SV取得极大值,即 SV | H= W
1
= maxSV ,则

W1称为 Ñ 型特征角,且(35) 中 i , j = 1, 2, 3# 

特殊地,对于纯 Ñ型裂纹, ( 35)的 Z Ñ 因子简化为

  Z Ñ = max K
2
Ñ 51( E i , G ij , Mij , H) # ( 36)

下面介绍 Z断裂理论中的第二个重要断裂参数ZÒ因子,称为 Ò型 Z因子# 首先定义广

义畸变应变能密度因子 S D为

  SD = S - SV , ( 37)

其中 S 为应变能密度因子,如(20) 所示# SV为面内膨胀应变能密度因子,由( 25)定义# 

在 Z 断裂理论中,定义 Ò型 Z 因子ZÒ 如下:

  ZÒ = minSD = min( S - SV )# ( 38)

将复合型( Ñ型+ Ò型)裂纹尖端邻域应力场代入( 3) ,再代入( 38) , 得到裂纹尖端邻域 Ò

型 Z 因子ZÒ 如下:

  ZÒ = minSD = min K
2
Ñ 5 3( E i , G ij , Mij , H) +

     K
2
Ò 54( E i , G ij , Mij , H) + K ÑK Ò 5 34( E i , G ij , Mij , H) , ( 39)

其中 53、54 称为第 Ò类特征函数, 5 34( E i , G ij , Mij , H) 称为第 Ò类交互特征函数# 若当 H=

W2时,使得 SD 取得极小值,即 S D | H= W
2
= minSD,则 W2称为 Ò型特征角# K Ñ、K Ò 为应力强

度因子,且 i , j = 1, 2, 3# 

3. 2  Z 断裂准则

¹ 对于Ñ型裂纹, 当

  Z Ñ \ Z Ñ c ( 40)

时裂纹开始扩展# 

º 对于Ò型裂纹, 当

  ZÒ \ ZÒc ( 41)

时裂纹开始扩展# 

» 对于复合型裂纹,当

  Z = Z
2
Ñ + Z

2
Ò \ Z c ( 42)

时裂纹开始扩展# 

上述各式中, Z Ñ c、Z Òc和 Z c皆为材料常数, 称为临界 Z因子# Z Ñ c由 Ñ 型裂纹的断裂
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试验中测得, ZÒc由 Ò型裂纹的断裂试验中测得# 作为一个例子,对于 Ñ、Ò型复合裂纹,临

界 Z 因子Zc由 Ñ、Ò型复合裂纹的断裂试验中测出# 值得提出的是对同一种材料, 不同的

Ñ、Ò型复合比(即不同的比值 Z Ñ / Z Ò) 将对应着不同而又确定的材料常数 Z c# 在实际复合

型裂纹试验测试中, 当试件断裂时,计算出此时的 Z Ñ 和 ZÒ 值,则该复合型裂纹的临界 Z 因

子为

  Zc = Z
2
Ñ + Z

2
Ò   (在临界断裂条件下) # ( 43)

3. 3  Z 断裂准则对裂纹扩展方向的预测

复合型裂纹扩展方向将由下图 K矢量的方向确定(参考图 2) :

图 2  用 Z 准则预测裂纹扩展方向

  AK=
Z Ñ

Z Ñ c
K1+

ZÒ

ZÒc
K2, ( 44)

( 44)中 K1为单位矢量,指向与同种材料 Ñ型裂纹

情况下的 Ñ 型特征角 W1相同# K2 为单位矢量,

指向与同种材料 Ò型裂纹情况下的 Ò型特征角

W2相同# K为单位矢量, 指向即为复合型裂纹在

扩展时的方向, 并用 HZ表示该裂纹扩展角# 

4  试验对 Z 断裂准则的验证

4. 1  研究中所使用的材料

由于碳纤维增强复合材料( CRP)板大量地使

用在航空航天工业上, 因此对含裂纹 CRP 板的断

裂分析就有着重要的工业使用价值# 在本研究中所使用的材料为碳纤维/环氧树脂层合板,供

应商为Ciba Geigy,商品标号为VICOTEX[M18/ 1/ 45%/ G39]# 层合板按 3种设计制成# 层合板

A的铺层设计为: [ 0] 6; 层合板 B的铺层设计为: [ 0/ 45/ 0] S; 层合板 C的铺层设计为[ 0/ 45/ 0/

45/ 0/ 45/ 0]# 

按照国际流行的标准 ASTM D3039/D3039M_93对这 3种复合材料层合板进行了机械性能

测试,并得到了如下机械性能数据,如表 1所示# 
表 1 3种层合板的机械性能试验值

铺层设计 A: [ 0] 6 B: [ 0/ 45/ 0] S C: [0/ 45/ 0/ 45/ 0/ 45/ 0]

试件厚度 t / mm 1. 67 1. 77 1. 95

E1 / GPa 48. 9 41. 0 39. 7

E2 / GPa 47. 8 39. 4 37. 1

M12 0. 045 0. 24 0. 29

G12 / GPa 3. 8 3. 3 12. 1

4. 2  Ñ型裂纹扩展角的试验结果与理论预测值比较

表2列出了实测裂纹扩展角与 S断裂理论和Z断裂理论预测裂纹扩展角理论值的比较结

果# 

表中 Z Ñ 为 Ñ 型 Z 因子, ZÒ 为 Ò型 Z 因子, Smin为 S 因子极小值, W1 为 Ñ 型特征角,
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W2为 Ò型特征角, HZ为Z断裂理论所预测的裂纹扩展角, HS 为S 断裂理论所预测的裂纹扩展

角, Hexp 为实测裂纹扩展角# 
表 2 裂纹扩展角实测值与理论预测值比较

铺层分类 A B C

裂纹类型 Ñ型 Ñ型 Ñ型

Z Ñ /MPa # mm 3. 69 3. 56 4. 27

Z Ò /MPa # mm 0 0 0

Smin/MPa# mm 3. 05 3. 56 4. 27

W1/ (b) 0 0 0

W2/ (b) - 90 - 89 - 88

HZ/ (b) 0 0 0

HS/ (b) - 32 0 0

Hexp/ (b) 0 0 0

S 理论预测结果误差 很差 很好 很好

Z理论预测结果误差 很好 很好 很好

  最后需要指出下列 3点:

1) 由试验发现 Z 断裂理论在所有 3种不同的铺层板试件中,对裂纹扩展角的预测都是正

确的,而 S 断裂理论对 A型铺层板的扩展角预测显然是有较大缺陷的# 事实上, 我们还作了

大量的混合型裂纹扩展预测,结果都证明了 Z断裂理论的正确性和S 断裂理论的严重缺陷,这

方面的结果将在另一篇论文中详细介绍# 

2) 与文[ 3, 4]不同, 本文是在多次试验的基础上, 对Ñ型裂纹给出了实测裂纹扩展角和理

论预测裂纹扩展角, 并进行了分析比较# 

3) 在裂纹尖端 Z因子的定义中,文[ 3, 4] 引入了体积平均应变 E
V
ij 和体积膨胀应变能密度

因子 SV 为

  EVij =
Ex + Ey + Ez

3
, SV = r

dWV

dV
=

r
2
EVij R

V
ij , ( 45)

其中 R
V
ij 是借助应力应变关系由E

V
ij 计算出来的体积膨胀应力# 而本文引入了新概念: 面内平

均应变 Em , 面内膨胀应变能密度因子 SV , 交互特征函数 512、534,如(26)、(25)、( 35)、(39)

所示# 对 SV,随之对 SD 这样修正和完善以后,减少了误差,使得实测值与理论预测值更加吻

合# 
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Prediction of Mode Ñ Crack Propagation Direction

in Carbon_Fiber Reinforced Composite Plate

ZHANG Shao_qin,  YANG Wei_yang
( Depar tm ent of Applied Scien ce , Ta iyuan Heavy Machin er y Institude ,

Ta iyuan 030024, P . R . Chin a )

Abstract: A newly developed Z fracture criterion for the composite materials was introduced, the

new concepts of in_plane average strain, in_plane dilatational strain energy density factor and recipro-

cal characteristic function were presented. Many experimental results show that the Z fracture criter-i

on can be well used to predict the crack propagating direction for modeÑ crack in carbon _fiber rein-

forced composite laminates.

Key words: composite material; crack propagation; Z_fracture criterion; S_fracture criterion
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