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摘 要

文章把杂交元的优化设计原理应用于中厚及薄板问题
,

导出新的杂交应力 4 节点 20 自由度板

弯曲单元
.

该元对各种厚度
、

形状板的通用性
、

收敛性以及对极薄板分析的适应性也一并作 了考

察和讨论
.

一 引 言、 , 碑 . 卜闷

经典的杂交元列式中
, 构造完全满足平衡条件的应力试解常常有 很 多 困 难

.

近年来
,

卞
、

陈等
‘’一“’

提倡用R “15 5 ” ”r原理推导杂交元的方法
,

通过引入L a

断an ge
‘

乘子而放松了单元

内的平衡约束
.

据此
,
可用 自然坐标方便地构造单元应力试解

, 导出的单元真有不变性‘在

此基础上 ,
文〔4〕提出了杂交元优化设计的概念

,

并在若干弹性力学问题中获得成功
’‘, 6 ’.

近年来
,

计入剪切效应 的板壳有限元十分热门
.

这类问题的实质是以C0 类试解逼近cl 类

问题
.

就位移法而言
,

构造通用于Min dl 扭 中厚板及 K ir o hh o ff 薄板的板弯曲单元的关键在

于
, 当板变薄时

,

依前者独立的横向位移和转角应 自动满足后者的零剪应变条件
,

否则可能

导致所谓
“
剪切 自锁

”

现象
.

已经提出 许多解决办法
,
见文厂6」的评述

二
本文进一步发展了〔们中的基本思想

, 把杂交元的模式优化原理应用手厚薄板 问题
,
构

造了通用于各种厚跨比的 4 节点 12 自由度板弯曲杂交应力元
.

该元数值性能理想而无自锁问

题
。

二
、

能 量 泛 函[ “
,
‘2 ]

计入剪切效应的板元的能量泛函刀岌可表为

二负一 {{ 〔、
‘, (一。, , ‘)+ Q , (班

, , 一。, )一。: (对
‘, )一。: (Q , )〕‘,

J 护A
t

其中M
‘, , O , 分别为板弯曲内力和横 向剪力

, B
: ,

B
Z

为弯曲余能和剪切余能密度
.

内力为常数部分M穿, 和高阶部分M李
,
之和

:

(2
.

1 )

分离弯曲

.
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同时对转角场变量引入非协调位移0 {
,

则

口, 二鹤 + 毋

其中奸为协调位移
.

为保证离散解的收敛
,

可对式(2
.

1) 附加常内力乘子项
:

(2
.
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.
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MlJ 式 (2
.

功改写为
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由于材尝, 以及码
, . 分别为 M

‘, 和 夕,
, .

的高阶部分
, 上式右端第二项可作为能量泛函的高

阶微里略去
.

再者
,

若能设法使
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上式简化后减少了相应系数矩阵的形成
, 同时由于不含内参

,
省去了静力凝聚过程

,
有效地

提高了单刚形成的效率
.

三
、

内 力 的 优 化 格 式

对图1的四边形板元
,
在四个角点实施 离散K ir o hhof f约束

,

即取

口
. 。, (附

,

小
,

0, ‘= (附
,

小 (3
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擞向位移取M , los h双三次插值函数“’:

·

矿 . Nr q (3
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对图示母元而言
,

M o los h 插值跨单元连续
,
但其一阶 导数

跨单元间断
.

对单元转角显然可 以构造一双线性插值

辛举 .
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在此基础上引入单元内位移
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则 e = e 。+ e :
构成了完备二次转角试解

,

这 与三次牙试解是相称的
, 因为对薄板有 0 , = 牙

, , .

定义双线性力矩场
:
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对应上式
,

可 以验证
,

为保证式 ( 2
.

6) 的满足只需将 (3
.

4) 式改为
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下面推导优化的内力场
.

注意到挠度 函数W 〔C ”,

则单元优化条件
汇‘〕
形如
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式中l, 。为单元边界上的单位外法矢分量
.

将式 ( 3
.

5) 中定义的M、及式 ( 3
.

4 )
‘

代入优化条

件
, 即得到关于 p的四个约束方程

,

由此 消去乒
: ,

得到所 要求的弯曲内力优化格式
:
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.
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建立的板弯曲杂交元的 1 0刀优化内力格式
.
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最后
,
单元刚度矩阵为
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四
、

数 值 比 较

为考察上两节导出的优化板弯曲杂交元的数值性能
,
本节进行了一系列计算比较

.

以下

, 称本文导出的单元为 10 刀元
.

卜 中厚板与薄板分析的通用性

表 1给出了简支板在均布荷载作用下的中心挠度系数
.

简支边界条件取为附二0. = 0
.

对

本文 10 夕元给出四分之一板4 x 4网格的计算结果
.

板的厚跨比t /s 从 1/ 1 00 到 1/ 4逐渐增大
.

系

统 比较表明
:

10 刀优化模式严格通用于各种厚度的板
,

以较少的自由度获得了极好的结果
.

表

2则给出了均布荷载作用下四边简支及四边夹支方板的弯曲内力解答
.

2
.

关于解的自锁试验

与文〔引的例相同
, 用简支方板在分布荷载作用下的算例来检查 1 0刀元 是否会发生解的

自锁现象
.

图2显示了板的跨厚比s/ t从s/ t ~ 10 渐增至 s/ t二 1 0 。(极薄板 )时的中心挠度相对于

薄板理论解的变化情况
.

可见位移法中厚板元 5 8 〔“’有自锁现象
,
不能计算薄板

, 而本文的

1 0刀元和文〔9〕中的C S元都不存在剪切自锁问题
.

图中 牙
. 二。。、为薄板弹性理论解

.

对于跨厚

比a/ t< 1 0 0的情况
,
显然不能用该理论求解 ,
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圈 2 方板自镶试挂 ( 1 / 4板网格4 x 4 ) 圈 3 ( a ) 周边筒支
,

分布掩峨作用 ( s / t二 10 0 )

3
.

单元的收敛性 比较

周边简支或夹支方板受分布或集中荷载作用的结果示于图3 (a )
,

(b)
,

(c )
,

(d)
,
图 4 以及

图5
.

其中LH 3 , LH 4为SPi k e r
的四 节点M in dl in 板弯曲杂交元

t ”’
.

比较结果 表明 1 0刀元的

数值结果和收敛性更为理想
.

图中横坐 标 N
。‘

为1 / 4板每边的等分数
,

各图均取自文〔1 0〕
. 以

h l 。

. 10口

会L ll 3

L H 4

孟必7,I-

~ 一一 ~ 一一一“N八公

圈3 ( b夕 周边摘支
,

中点纽中力作用(刁t ~ 1。。)

1
。

.

, t

圈3( c ) 周边央文
,

分布扮旅作用( S / t一 1 0 0 )
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4. 网格畸变的影响

图 6 考察了当计算网格为非规

则时数值解的可靠性
。

计算表明
,

对于具有平行边的网格 I , 三种模

型给出大致相当的结果
.

而对于 网

格 I ,
仅用四个单元离散

,
而且是

完全任意的四边形单元
,

此时本文

1 0刀元与H MPL S的结果相当而优于

B at h e
等的模型

,

见表3
.

田5 简支方板受均布荷截作用中点位移收故比较(s / ‘= 10)
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婆形板问题

图7示一均布荷载作用下的菱形板弯曲问题
.

板由N x N 斜网格离散
,

边界约束分为S : 型

及S : 型两种情况
,
如图所示

.

该问题由于内力的奇性分布
,

许多板元都呈现病态结果
·

尖角

处的奇异性随
r 一 ‘/B变化

, r为所考虑位置至尖角处的距离
.

图7给出了几种有限的主弯矩和中

心挠度的收敛曲线
,
材料取自文加」

.

计算表明 1 0刀元与高阶元 C S〔。’的性能相 当而优于杂交

元H MPL S ,

并且用 1 0刀元计算时代价 (总计算自由度) 最小
.

甲 /才“瞬 叫‘C s(C r is field )

曰 , Z x (H “ g五。s
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圆板问题

四周简支或夹支的圆板及其离散网格见图

8 所示
,
本例考察非规则网格下 10 夕元的适应

性
.

分布荷载和集中力作用于中点的收敛曲线

示于图 9
.
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作用 .

狄 生 林 吴 长 春
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宋 启 根

计算曲线表明1 0刀元的收敛是满意的
.

图中(不
。 )

。二 。。。是薄板理论给出的中点位移
.
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