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摘 要

本文提出了屈曲相关初缺陷的概念
,

采用最优模态分析方法
,

由B e r n ol l卜E ul e r

梁方程出发

给出了弹性杆在齐次边条件下的动态屈曲模态
.

由此对两端固支弹性杆的动态屈曲模态进行了讨

论
。

一 已! 会
舀

、 砂 1 1二刁

当弹性杆中轴力大于 E u le : 临界载荷后杆发生屈曲
.

这个过程实际上是一 个动力过程
.

K “”i“ g 和T a ”b最早对这一问题作了动力分析
〔’“,

他们选择基本的 E “le r. 屈曲模态为初始缺

陷
,

由此得到的屈曲模态就是基本 E ul er 模态
.

类似的工作还可见参考文献〔2〕
,

阳〕
.

L a v r e n tie r 和Is h sn s ky在 2 9 4 9年首次提出最优模态 (p r e fe r e d m o d e )的概念
〔毛’.

他们 将

初始缺陷表示成杆自由振动模态的级数形式
,

并认为屈曲主导模态是初缺陷中随时间的增长

发展最快的模态
, 即最优模态

.

H o us n e r和 T s o 〔”’进一步考虑了转动惯量与剪力
, 结果表明

它们的影响可以忽略不计
.

文献〔6〕和仁7〕将初缺陷表示为正弦级数并采用最优模态方法分别得到了杆在冲击载荷作

用下弹性与塑性屈 曲半波长
。

本文将初始缺陷分为屈 曲相关初缺陷与屈曲无关初缺陷
.

所谓相关缺陷系指有可能被发

生屈曲的系统所激发的缺陷形式
,

由屈 曲系统确定
.

由此
,

我们从 B e r n o ul li
一
E ul e r 梁方程

出发 夕 通过分离变量得到空间变量函数在齐次边条件下的本征值问题
,
将由此得到的本征函

数形式作为屈曲相关初缺陷形式
.

它们的组合就构成相关缺陷
.

然后利用最优模态法得到屈

曲模态
。

.

作为例子 ,
本文讨论 了两端固支弹性杆的动力屈 曲模态

.

二
、

理 论 分 析

根据文献仁刘
,
在屈曲运动分析中忽略转动惯量与剪力的影 响

.

采 用 图 1 符 号 规 定
,

B e r n o u lli
一

E u le r
梁方程如下

杨桂通推荐
,
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EI 会
+ 尸

会
十 。,

像
一 。

(2
.

1 )

式中 E 为弹性模量
, P为杆的密度

, A 为 杆

截面积
, P 为杆中轴力

.

1 ~ A r 么
为杆截面最小

惯性矩
.

令 。 一、 /
: 夕

; 一 、
/I-

夕

一
才

/ J梦
尸

a = E A
L L

P = _ 少 1尹=
/ , ,

才 人产 才勺

+ 甘对

圈 1 梁单元及特号规定 I
L为杆的长度

.

则方程(2
.

1) 可写为
:

功 / , , ,
+ 叨

2勿 “
二夕

2丫2

丽二 O

、二 口

(2
.

2 )

劝 = 叭豹T (约 (2
.

3 )

里中这式则设

y ‘, ‘,
+ a刀

么g “
+ 。29 ~ o (2

.

4 a 、

. 犷一

声
T 一 。

(2
.

4 b )

由(2
.

4 b )可得
:

。
,

「 。
一

1
.

「 山
2 ~ aJ e x p L而

了

」十 丙”

xP t一西
r (2

.

5 )

由(2
.

4 a )可得
。

当。
2

< “丫
瑞

/ 4 时 ,

’

g 二 A , e o sK
工

夕+ A
Z sin K

,

占+ A
3 e o sK :睿+ 班

‘s in K :占 (2
.

6 a )

、少价�
a式

二 _ 「叨
“
二 / a Z

刀
4 一 _

二下
‘“

J 、 l , 忿一 ! 。
十 曰

, -

一 田 l
L 乙 才, 4 _ ,

巴应伟数恕寸赵

A : 夕 月: , A
3
和A ‘

为待定常系数 (以下类同 )
.

( b ) 当。
么
二a 么

刀
4
/ 4时

g 二 A
lc( ) sK 雪+ A zsi n K 舀+ A若co

s K雪+ 月
;

今in K占

式中 夕 K ~ 斌 “俨/ 2
.

( 。 ) 当。
2
> a 么

刀
4

/ 4时

, ~ A
, e x P厂K

,

止3e o sK Z舀+ A : e x p 仁K
,

叠」s in K
Z
占

+ A
3 e x p 〔一尤

1睿le o s
K

:
舀+ 刁

‘e x p 「一 K
,

睿ls in K Z右

二 /1 了
一

二动
飞
可

式中 K
, , 2
一

‘

/
一

尝《。干
,
任 )

.

脚 2 \
‘

艺 /

( 2
.

6 b )

( 2
.

6 e )

扩< 训寸
,

由 ( 2
.

5 ) 式可知杆的运动属于振动类型 , 扩二 O则为静力问题
。

故要求 扩> 0
.

定解条件可分为初始条件 与边界条件
.

其中初始条件包括位移初条件与速度初条件
,

它们

是作为初始缺陷给出的
.

在此
,
我们仅考虑速度缺陷

, 对位移缺陷可作同样讨论
,
得到的结
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果相近
.

故 , !
, . 。

= 。 (2
.

7a)

女 1
, 一 。

= 伤 。 (2
.

7 b )

对于边界条件本文仅考虑如下的齐次边条件

G (切 )I;
一 。, :

二 o (2
.

5 )

G 为线性微分算子
.

由式(2
.

6a ~ c) 及(2
.

8 )可以得到一系列的本征值与相应的本征函数
.

它们的组合构成了

理想直杆可能发生的运动形 式
.

事实上屈 曲模态是由杆的几何形状
、

支承条件及载荷条件共

同确定的
.

初始缺陷的给出仅仅是为 了满足动力分析的要求
,

对此不可能进行准确的描述
.

因此 ,
我们认为初始缺陷应分为屈 曲相关缺陷和屈 曲无关缺陷

.

前者是有可能被发生屈曲的

系统所激发出的缺陷
.

根据以上分析
,

初缺陷中与本征函数 有 关 的 部份应作为屈曲相关缺

陷
。

故(2
.

7 b) 中
,

俞
。
= 伤

l
+ 又凡

二‘(豹
,

这里击 : 是屈 曲无关缺陷
,

在屈 曲分析中可 以不予考
‘. 1

虑
.

为(幻为对应于本征值断的本征函数
.

这里假定 。 :

< 叭< ⋯ < 。N , B ‘为 常 系 数
。

这样

(2
.

7 a ~ b )可写为
:

叨 }
, 。 。=

份 }
, 一 。 = 兄 B ‘二。(省)

(2
.

g a )

(2
.

g b )

由(2
.

3 )
、

式可知
,
解的一般形式为

:

侧舀
,

钓= 云 瓦二, (豹T 。(r ) (2
.

1 0 )

式申 T . 为相应于本征值 。‘ 的时间因子 , 由

(2
.

s’) 式决定
.

考虑到初条件 (2
.

9a ~ b )
,

(2
.

1 0) 式可写

为
:

切(雪
, r )~ 乙 B . 二 . (雪)叮‘(: ) (2

.

1 1 )
‘. 1

“中 取一成箭
一

)/( 命)
.

圈 2 放大函橄随。的变化

比较 式(2
.

g b) 与式(2
.

1 1) 发现 ,
真实的屈曲运动是在 初缺陷上乘 以放大函数枷(妞

, 丁)所

”
的
“

·

可以证明
:

瓶
·

卜
·“

(偷
·

)/(
一

氛
一

)
是。的增函数

, 故。二二”和
!

, · ,
·

图2给出了爪 。
,

对在不同 , 值下随。的变化曲线
,

考虑到本征值。
‘
的离散性

,

当 ‘ 较大时
,

佃》

刀‘(i 二 1
,

2
,

⋯
,

N 一 1 )
.

因此 , 屈曲运动解(2
.

1 1) 中的分量 B N %武占)刀抓
: )将在屈曲运动中占

主要地位
,
本征函数粉(豹成为屈曲主导模态

,
这正是最优模态的基本思想

.
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三
、

讨 论

作为例子我们考虑两端固支弹性杆的动态屈 曲模态
.

边界条件(2
.

8) 可具体写为
:

v(0 ) = 夕,

(0 )二 y(1 ) = g ,

(1 )= 0

由方程(2
.

6 a ~ e )及(3
.

l a ~ d )可得本征方程如下

ZK , K : (1 一 e o sK
; e o sK Z )= (K {+ K 全)sin K ; sin K

:

这 里

(3
.

la
~ d )

(3
.

2)

K
, , : = [ 2夕二

2

干斌 4夕俨二了 」“
2 , 夕= p / p

。 , , p
c ,

二

是静态E ul e r 临界载荷 , 式中扩< 矿刀
4

/ 4( = 4夕二‘)
,

其相应屈 曲模态为

4兀ZE I

L
2

夕= e o sK : 君一 e o s K
Z

睿+
e o sK : 一 e o sK

;

K
Zs in K

;
一K lsin K Z

·

(K : s in K 洁一K
; sin K 若) (3

.

3 )

当 0 2
> a叨V 4时 , 相应本征方程无解

.

由(3
.

2 )式决定的。
m 。 二

与P的关系可见图3
.

当P< 1 时无解 ; P = 1时
, 。 m 。二

= 心 退化为静

力问题 ; 当P> 1时 , 。m 。二

> O , 且是P的单调递增函数
.

计算表 明
, 随着P的增加

, 屈曲半波数也增加
,
但是屈 曲半波数在 P 的一定范围内是不

变的
.

表1给出了屈 曲半波数
n与载荷P之间的关系

.

衰1 屈曲半波橄。随截待P之变化

44444 555

444
。

08 g P < 8
.

碑222 8
.

4 2岌P < 1 2
.

0888

至至一{
。

.

00$ 六
, 2

.

。。。

88888

222 4
.

9 2犷P < 32
.

0 000

222 4
.

5 0〔P . < 3 2
.

0 000

其中P朴由文献〔6〕中方法来确定
, 即

”= 「材 ZP , 〕+ 1 (3
.

4 )

这里 〔 〕为取整 符号 , P朴 二尸/尸
。 , .

可见
,

由文献「6 〕中方法求得的屈 曲半波数与无量纲载荷参量之间的关系和由本文方法

所得结果相差不大
.

但是采用文献 [ 6 」的方法只能给出均匀分布的屈 曲模态
, 无法解释实验

中屈曲非均匀现象
.

图 4 给出 P 不同时的屈 曲模态
.

随着P的增加屈曲形状由低模态转变为高模 态
.

屈曲模

态有对称与反对称两种类型
,
这两种类型的转换点P

。

由下式近似决定
:

P
。
= n 恶

/ 2 (n > 2 ) (3
.

5 )

令P
‘
二 1

,

则得到P
。

的一个序列P
,
= 1 ,

九二 2 ,

⋯
,

P
。
= 矿/ 2. 二 ,

当P〔【P : ,

九〕时
,

属 曲模态为

对称型
,
有两个半波 , P〔〔P : ,

P : 〕时 , 为反对称型
,

有三个半波
.

随着 P 的增加这两种属曲
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些尹Pc

圈3 . 大本征位与城有. 雄之间的关系 圈4 屈曲类型随载荷的变化

图 5 同类型屈曲形状随旅荷的变化

类型交替出现
.

每当P通过一个序列点
, 屈曲类型发生一次转换

, 屈曲半波数增加 1
.

图 5给出在一个载荷序列区间内屈 曲模态随P的变化
.

这里P〔「P
3 ,

P4 」
, 由此 图可看到屈

曲半波数没有变化
,

屈 曲半波长变化也不大
.

但是屈曲形状则不大相同
.

有趣的是
,

在 雪=

0
.

3 63 及其中心对称点舀= 0
.

63 7处杆具有几乎相同的屈 曲位移
.

四
、

结 论

本文提出了屈 曲相关初缺陷的概念
, 采用最优模态理论给出了分析具有齐次边条件弹性

杆动态屈曲模态的一般方法
.

通过对两端固支弹性杆的分析得到以下结论
.

1
.

当载荷大于 E ul e r
临界载荷时

,
杆发生动态屈曲

.

随着载荷提高 , 屈曲模态在对称

与反对称之间不断转 化
.

2
.

屈 曲模态随载荷的变化是连续的
,
但是屈曲类型 随载荷的变化是不连续的

.

3
.

由文献 「6 〕的方法可以较好地确定屈 曲半波数及屈曲平均半波长
.

但是不能很好地

描述屈曲模态
.
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