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摘
一

要

本文以非线性连续体几何场论为基本理论和方法
,

建立了拖带坐标下弹塑性大变形增量变分

方程的更一般表示式
.

给出了二维
、

三维连续体接触边界变化率公式
,

得到了变边界接触大变形

增量变分公式和速率型变分不等式
,

为有限元计算求解带有摩擦弹塑性大变形接触问题提供了理

论基础
.

已 1 健犷
J . 俘万

弹塑性接触大变形是几何
、

物理和边 界条件非线性相藕合的力学问题
.

接触边 界随着变

形不断变化
,
被约束和被分离的边界部分预先未知

.

再之由于接 触面间存在着摩擦和有限滑

动 ,
使接触层内材料性质呈现复杂的特性等

, 因此 ,
给理论研究和计算求解带来较大困难

,

致使该领域研究进 展缓慢
.

有限元方法研究的深入
,
促进了接触问题研究的进展

.

70 年代
,

Fi
o h时。 , D 二

va nt 等一

些研究者较早地研究了弹性小变形接触的变分 问 题 及 有 限元 求 解
.

近年 Z ie n k ie w icz ,

O d e 。 , Bat 五e , B叮le r
等都以不同的方面对接触问题进行 了研究

。

目前在接触问题的 有 限

元分析中常用的方法有
:

罚函数法
, L ag

r a n
ge 乘子法

,
摄动 L a g r a n g e

乘子法和 变 分 不

等式直接迭代法
.

接触元
、

摩擦元
、

超单元等特殊单元技巧也将被采用
.

除此还有将摩擦作

为负功加到势能泛函中去
, 用一般有限元方法求解等

.

但 目前尚未被公认为行之有效的求解

方法
.

就研究范围讲
,
多数限于线弹性材料

,

考虑 C。时。m b 摩擦的接触问题
.

O d en 等的

主要工作是围绕其提出的非局部摩擦定律展开的
.

一些文章讨论了大变形弹性接触问题
,

个

别也涉及了弹塑性大变形接触问题
,
但从算例见

,
边界形状较简单

,
尤其是计算时间大量耗

费成为人们所关 注的重要问题
.

正如文〔1 5」所言
,
带有摩擦的接触问题的分析仍是对计算力

学工作者的挑战
。

有限变形理论及有关接触摩擦的基本理论正确合理与否
,
对非线性有限元理论及程序至

关重要
.

以S
一
R定理为核心的非线性几何场论

,
使有限应变的定义更为合理

。

本文以该理论

为主要理论基础和研究手段
,
在前人及作者 与同事以前研究的基础上

,
首先更进一步探讨了

拖带坐标系下弹塑性大变形增量变分方程更为精确
、

一般的形式
。
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目前有关接触摩擦的研究
, 基本上未考虑接触边界变化对总体变分的影响

,
对于接触大

变形有限元分析
,
该因素的影响不可忽略

.

钱伟长教授在专著〔2 〕中
,
从一般意义上研究了

变边界变分间题
.

本文给出了以变形体速率表示的接触边界变化率表达式
,

建立 了具体的二

维三维连续体增量变边界变分公式
.

一

另外
,
本文还讨论了摩擦滑动物性方程的一般形 式

, 并利用 凸分析方法
, 去建立速率型

单边约束变分不等式
.

二
、

边值问题基本方程

在 E u cl id ie n 空间 Rs 中
,

定义可变形休为占有一定空间处所的 无 穷 物 质 点 的 闭 集

汀己R3
,

并有
:

仃 = 口U a口
,
。是订的内部

,

是一有界的开子集
, 。口是边 界点集合

,

并有
:

a口 = 厂
。

U 厂
了
U 厂

。

其中厂
。

为给定位移边界 , r ,
为给定分布力边界

,

厂。为带有摩擦的接触边界
.

我们用记号
“
B C Ra 和

‘
BC= Rs 分别表示变形体的初始位形和 矛时刻的 实 时 位形 (当前位

形)
.

采用施带坐标系作为参考系
,
它 由空间固定坐标{X ‘}和拖带坐标 {尹 } 两套坐标组成

,

以 .‘表示 {X ‘}的基矢
, 以条

, g ‘分别表示笼妙卜在
。
B 和 叨上的基矢

,

通过以下映射
,

可定义力

学量的空间及相应元素
,
其分量表示为

:

g ‘== F {吞,

其中
: F I= 二 d ; + “‘

几何方程
:

由S
一
R定理所定义的应变及转动分量公 式为

:

子二 +

6 {二

乡
(”‘}

, + “。}, , 一 (1一
。s
‘)L :L ,

a r。 sin (一 己声。{)告
.

己】
sin J

;
(, ‘ !

, 一 “ }; )
, ”。}, 一“。“

. ,
/丫g (,

茹
“‘ ,

,

,

(2
.

la )

(2
.

lb)

(2
.

le )

句为应变
,
护为平均整旋角

,
艺l为转轴方位

,
.

(

量的物理分量
.

相对实时位形的应变速率及转动率方程
:

)
_

_

}
尸

, 为相对O, 的协变导数
.

上标
“

八
”

表示 各

矛, 一

合
(“‘l, + “‘”百, (2

.

2 a )

(护
‘l}厂 护‘}}丁)

)皿滚示相对少的协变导数
,
上标

“
’
”

表示相对实时位形的时间导数
,

几何边界条件

(2
.

2 b )

犷‘
为速度逆变分量

.

“‘, . ‘ , 犷‘= 护‘ 在厂
“

上

以上三组方程表示了从位移 (逮度) 空间到应变 (率)
、

转动 (率)

(2
.

3 )

空间和边界位移空
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间的映射
.

运动方程
:

句 {}‘+ 对
, 二 p方

, 在口中
(2

.

4 )

动量矩方程
:

己乡一 己二
r 二 p 。与 在。中

力边界条件

a乡
n ‘= 尸,

在厂
f上

以上三个方程建立了从应力空间到外力空间的映射
.

物性方程
:

一般表达 式可由次微分形式给出
:

心〔a牙 (亏)

或
:

亏〔口
赞
珍 (令)

若势函数砰光滑
,

我们可表示为显 式
:

心乒二 C二{左李+ B {(厅;
,

夕{
,
人)

上式表达 了一般发展型方程 (速率相关 )
。

对一般弹塑性瞬态方程 (速率无关) 则有
:

心},= C二{考宁

这里叫与S }有着严格的能量共扼关系
.

令{二乡{+ 沙{夕卜合孟考}

为拖带坐标下应力客观速率
【3 ’.

单边约束的接触与摩擦边界条件后节讨论
.

(2
.

5 )

(2
.

6工

(2
.

7 )

(2
.

8)

(2
.

9 )

三
、

大变形势能率泛函的构造

基于上节的基本方程和文献厂1〕
,
我们构造出弹塑性大变形势能率泛函的更一般形式

.

定

义允许速度空间
:

万二 {护‘〔砰孟(动
“

/护
‘l, = 亏; 十去;护

, 。中
,

尸 = 尸
,

r
. _

上}

和静力许可的应力空间
:

万 == {a ;〔研轰(口)
“

/ 合{!!
‘+ p f

J = 0 , 口中
, a {“。二 T J ,

厂了上 }

其中不鑫(口)为 S o bol e , 空间
.

任取护
‘〔U

,

显然
,

若 价‘是边值问题的真实解
, 则运动方程和边界条件能得到满足

.

因

此我们不妨令护
‘为 Lag

r

an ge 乘子
,
将运动方程 (略去惯性力 ) 和整个边界上的内外 力 犷

系乘以和后并在定义域上积分
,

伽书写方便
, 以后省略了上标

“

八
。 ,
如不特殊声明

, : J

指

各量物理分量) 得
:

H一{
。(。 ; l

, + 。,
, )犷‘d “一

{
。。 (a ;一

T , , 犷 , d ”“
(3

.

1)

不难证明以下三种条件等价
:

( i ) 厂生U是边值问题的真实解 ,

(i i) 运动方程 (2
.

4) 和力边界条件满足 ,
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(ii i) 泛函H
朴相对犷‘

的一阶变分为零
.

据 G a
”s 定理

,
可得

:

{
。。 , 。

‘: , d“一

{
。。 。 ; 犷 , n ‘“”“ 一

)
。。 ,犷产1

Od“

一

{
。。。 ;一犷 , d““一

丁
。 。

吕;‘,d “

其中叫为叫 的对称部分
.

代入到 ( 3
.

1) 整理得
:

( . )

H 一

{
。

瑟,‘, d“ 一

}
。p f , F , d“一

{
。。少‘厂‘d ”“

一

{
。 (

弄““
一

加
,犷’

“
一

{
rI 助

‘“厂,

一

{
厂

。

T ‘F“r一丁
二

。

(a
·
厂

·
+ 。一犷‘, “r

·

( a )

( 3
.

2 )

注意
:

厅
一

11 气 义“告(动
, 。 loH 气动

尸. ,
了
‘, r ‘〔乙, (口) ,

这里万蛋是 H i lb e r t 空间
, 乙

2
是 L e be s g o e 空间

.

若不考虑接触摩擦边界
, 则 a口= 厂。

U 厂
, ,

上 式则退化成文「1 〕中的势能率变分公式的

无矩形
。

式
.

四
、

拖带坐标系中大变形增量变分公式

以上速率型变分公 式对大变形过程的瞬时描述是合理的
。

在实际数值计算中
, 是将变形

过程划分成若千个增量步来实施
, 故变分公式应写成增量形式

.

我们定义各力学量是以实时

位形为参考基准
,

每个增量步中
, 位形 的变化对此刻之前基准上的各量则产生影响

.

在增量

计算及合成时
,

应将位形变化之影响合理地包括进去
.

( ‘)

以第 ( 门个增量步作为实时位形
, 此时作用在变形体上的外力矢量为 T ,

我们可把该量

理解为第(‘一 1) 步上的量
‘

乍
‘,

与第 ( O步增量△T之和
:

(‘) (‘一 1 ) ( ‘)

T = T + △T ( 4
.

1 )

爪位形
‘B中歹沿基矢 9, 将上 式分解

:

( ‘) ( ‘) ( ‘~ 立) ( ‘夕 ( ‘夕 ( 索》

T J 3
,

二 T
‘ , g , + △T , g, ( 4

.

2 )

(弓)

或沿逆变基矢g ,
分解为

:

( ‘) (咨) ( 召一 1) ( ‘

T ,g , 二 T ; g
) ( ‘)

.

( ‘)
了+ △T , g , (4

.

3 )

( 4 一 1 )

又在
‘一 ’B 位形上 T

( ‘~ 1 )

沿 g 了 按下式分解
:
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(‘~ 二) (‘一 1 )

T , g ,

(‘一 1 )丫‘一 1)

== T , 9 , (4
.

4 )

(‘一 1) (‘)

不难推得 g 与 g 有下列关系
:

茹
一积

‘

丫
一
跳

‘

岁一 ‘

可
,

(4
.

5)

其中

F
一’
{表示逆变换

.

创 一
路 P-- 吸

,

朴
-

f‘)

口X 七

a男‘

因此
,
不难得到

:

节毛一 ; 一 ;‘抖 (4
.

6 )

同理
:

心‘一 1 )

T ; = (4
.

7 )

又因为
:

(‘一 1 ) (‘一 1 ) (‘一 1 )

荆
(‘一 1 ) (‘一 1 )

T , = a { , , , , a, : 川
故有

:

“

岁 盯积户
一 , ; (4

.

8)

注意
: 户今户

一 ‘

l= 占亨

考虑以上从 (‘一 1) 步到第 ‘步位形各量间的客观变换
,
在实时位形 ,B 上 ,’ 有

(‘) (‘-

T , 二 T

(‘) (弃一

a l= a

:
, ;

i
’

户少户
一 ‘;

(4
.

9)

(4
.

1 0)

对位移增量叠加
,

一

同样有
:

(‘)
u ,

将 (4
.

1 0 )代入 (3
.

2 )式后 ,

‘

岁
,

户
一 ’孟+ △“了

以速度和应变率作为变分量进行变分并取驻值
,

(4
.

1 1 )

整理得
:

{
。

命
‘二

一

!声、
’

、 { 式、 ,dr
,

J r 了

(‘) 〔口) (碑夕

(a
。

占V
”

+ a
, ‘占犷委)d厂

。

+ (口
.
犷娜 + a , . 犷鑫)

r
。

(
一

飘肥
厂

.

llJ

+

一

{
_

‘

钾积 ,
-

沙曰

占S {d口 (4
.

1 2)

(‘)

上式中 △a l可表示为

古 ld t

创表示应力的物质速率
,
上式积分是难以实现的

, 当增量步相对不太大时可近似表 示

(公) (‘一 1 ) (‘)

△。 ; == (夕a l + (1 一仍诊 ; )△t

其中O( 刀《 1 ,
为简化计算

, 不仿取刀= 0
.

(4

为
.

.

1 3)
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对于一般弹塑性问题
,
我们只考虑瞬态物性方程

:

V I~ C是{5 1
.

结合应力客观速率 (2
.

9) ,
可 写成以下形式

:

沙 ; 二口孟}习} (4
.

14 )

上 式中口孟}二 C川+ A 川
,

A 川是公 式(2
.

9) 的影响项
.

代入 (4
.

1 2)
,

并注意到以
‘B 为基准

,

不仿省略增量标号 (刃
,

整理得到
:

{ 。、{夕,。夕: d。△, 二
}
。f

, 。。, d。十
!

_ 尸, 。: , d r , +
{

_

(a
。
。。

·

+ 。 : ,。: : )d :
,

J 曰 J 曰 J l
’

1 J j
’‘

+ (口
·
犷

·
+ 。

‘犷 ; )
{
厂

。

给
一

邵
, 一

于
。 ‘

封, , , 一 ;映‘ (4
.

15 )

五
、

接 触 边 界 变 化 率

从上节 (4
.

1 5) 式可见
, 由于接触边 界 厂

。

的变化给总势能率产生影响
,
而求出接触边界

随变形的变化速率是准确分析这一影响量 的 关键问题
.

为便于分析先看二维情形下理想情形
,
如图 1 :

设两物体A , B , A 有不动 的水平边界
, B 变形体的

待接触边界厂二为斜平面
r ,

a( t
,

劝表示接触区边界
, 当

经过△t时间后其变化为△a( t ,
劝 由图工中的几何关系不

难得到
:

△a (t , 劣) = 五+ △“
,

=
△u ”

tg 夕
+ 八了

其中△砂为法向位移
, △矿为切向移位 (变形引起 )

.

若考虑摩擦滑动产生的切向位移增量△衅则
:

△a (t , 劣‘) =
A “

”

岑牛 , + △“
,

+ △u

t g 口

方程两边除△t并取极限
, 即得

:

自 (t , 男‘)二
‘”

(劣‘)

tg a l
二‘

(t)
+ 公’

(二 ‘) + 公J(二
‘) (5

.

1)

若接触体B 的边界为凸曲线
,
并接触间距 d

.

满

足 d (x
, B )《d (二

: ,
B ) , 若为> 二 ,

(在右预接触

区)
, 劣 : < x (在左预接触区)

, 为 , 二〔厂 ;
‘ 、

则
:

tg 口

r ; (%
。

) 一左

1 + 介
·

r
{(%

。

)

其中吞二 tg o
, r ; (劣

。

)为接触边界 曲线在临界点 介的

斜率
, “

个
.

”

表示右导数
, 即

:
.

-

一
- - ·

r
; (%

。

)二 lim

△劣 , O+

r (劣
。
+ A劣 )一 r (x

。

)

△劣

则 (5
.

1) 进一步写成 .
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。(t
, 劣 )“

[ 1 + r {(劣
。

)
·

及

; (戈
。

) 一 k

右移 (劣
。

)
·

[ 1 + r
旬 一

+ 公
,

(二
。

) + ‘事(%
。

) (5
.

2 )

二维问题的一般情形
:

接触体与被接触体外廓皆为曲线并满足条件A
:

间距

d (r (劣 ; ) , R (劣 : ))》 d (r (戈 : ) , R (戈2 ))
,

若在右侧临界点之外
,

则% ;

> % : , 而在左侧临界点之外
,

·

劣: < x : .

其中
: (劝

, R (劝分别为接触体与被接触体的待接触边界曲线
,

它们在临界点劣。

的斜率分

别为R {(劣
。

) , r { (劣
。

)
,

则
:

t ga 一 ,

结拜靛盈黯{
接触边界变化率为

:

吞(t
, 戈) 二

i + r
J(劣

。

) R ; (男
口

)
r
事(劣

。

)一 R {(儿)
‘”

(‘
。

) + 公
’

(二
。

) + ‘二(%
。

) (5
.

3 )

三维一般情形
:

三维空间中任意满足条件 A 的 两 接触 曲

面 , 设接触体曲面方 程 为 r = r( 扩 , 砂 , t) ,
·

被接触体曲面方程 为 R ~ R (分 , 扩 ,
t)

,

斌 ,

扩 为 曲面上的拖带坐标
.

建立接触边界变化率

与变形体质点速率关系的关键是寻求 (5
.

1) 式

中的
“

tg a ” .

在两个曲面上的切向量分别定义为
:

一一一一 一一 - 一一 一 一
一巡

, )

一

斋
· , +

券
一

“一“ g ‘ ,
.

’一

T ,

二t
r

/ It
,

1
, T : 二 t:

/ !t
:
1

口R

口戈‘
雌二雌氨

其单位向量为
:

单位法向量定义为
:

G一GX一XG
一

G9 a X g
:

!g
: x g :

1

因而不难确定两曲面法线在临界点 (对
, 二约处的夹角

:

e o sa ~ n 工
·
n玉

,

以上利用了 }n
,

卜 }na 卜 1的性质
。

故
:

5 in a = In 李x n玉

tg a = }n 李x n玉{/ n 答
·

n玉
“

个
”

表示临界点法向外侧
.

沿 曲面切向Ta
,

接触面的变化率为

-
..右

劣

.. ..且.J盆几.....
‘

、、./a (/ ‘, ‘, ‘一(
一

}盗
李

·

n玉
x n玉}

(参照 (5
.

1 ))

奋’

(劣二)T : + O
’

(劣孟) + 公不(劣二) (5
.

4 )

我们可把接触曲面面积看作由初始区域 广
。

和

变化增量部分△厂
。

的和
:

r
。
一广

。
+ △厂一广

·
+

{:
‘(二‘, ‘, “‘

如把广
。

选作前(l’一 1 )增量步的初值
, 而△厂

。

近

似写成
:

△厂
。
= }么(, ‘, t) 1△t

. 4
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可得近似公 式
:

给
一
业釜

一

t)l △‘

代入 (4
.

1 5 )
,

摩擦边界部分
:

占J (犷) -

即得到变边界接触大变形增量变分方程 的具体形式
,

(5
.

5〕

为不重复仅写出接触

{
_ (。

。
占:

·

+ a
, ‘占: : )d厂

·

J l
’ c

+ 〔a
。
V

“
+ a

, ‘
厂姿 (奋一 1)

厂
。

+ 0△厂

a l么(t
‘ ,

口犷 夕
列 △砧犷

’
.

(0< 8< l) (5
.

6)

将 (5
.

2) ~ (5
.

4) 分别代入上式
,

可通过数值近似求出各种情况下 的解
.

详细讨论在本文

第 (I )部分
.

六
、

速率型变分不等式

如令以下算子表示
:

·(厂
,

* )一

{
。

口、,‘,“‘d“△‘

(,
,
。: )一 {

, ,
‘。: ,、。+

{
_ 尸‘。: ‘、r 了一

{
‘

七翔犷;
一 : ; 。、:、。

J 曰 J j
’

I J 。

(‘一 1 )

(b(犷
,

) , d犷)二〔口
, . 厂语」

则 , 结合 (5
.

6 )将 (4
.

1 5 )写成
:

嘿户
I

一

、二
‘

·(厂 , “厂, 一 (‘
,
“厂 , 一 (“(V

·

, , “犷, 一

!
,

, 。

(。
·

“犷
·
+ a 一“厂‘, d ‘

’。
一 ”

(6
.

1 )

并受到约束
:

C
:

旬厂 , 一夕《 o , 少 ,

《 o

夕为间隙函数速率
,

k ,
为方向数

,
以上又等价于

:

万 (犷) = in f 刀 (犷
/

)
,

C
:

k ,厂了‘夕( 0 , 。。

( 0

犷 护
(U

结合 (6
.

3) ,
可将 (6

.

1) 式写成更一般形式
:

(6
.

2 )

(6
.

3)

。(: , :
, 一 。)一 (f

, :
‘ 一 v ) 一 (。(:

,

) , 。
, 一 : )一 { 〔。

,

(: : 一 。
。

)

J l
’ c

+ a , ‘(厂咨
‘ 一 犷力」d厂

。
= o V 厂

产
〔U

定义摩擦约束凸集
:

K 二魂叭/ G 位
, , a 。 ,

川簇叶

G 为临界滑动摩擦准则函数
, 拼是摩擦系数

.

对C 。叭。m b 定律
, G 的具体形式为

:

‘(a
, , a 。 , 拼)一 (a ; 二弃。

‘, )玉一 。a ”

《o

对于 O de n 的非局部摩擦定律“。’, G 可表示为
:

‘(a
, , a 。 , ; )一 (a ; a 季g

‘, )蚤一 ; s ,
(a

.

(u ) )( o

(6
.

4 )

其中
s , (。

.

(。(x ) ))一 {
。 , (x 一 , )(a

。

(。(v )) )、v

J l
一‘

引i鸯摩擦约束凸集K 的支承函数
:



带有摩擦的单边接触大变形问题的研究(I )
一增直变分方程 1 0 6 ?

, 二 (。
‘

)一 {
_ 。 ,

·

(一 v : )d厂
。

J l
’。

又利用 K o h n 一
T 住e ke r

条件
: a 。

(k‘犷 ‘一 g ) = 0

式 (6
.

4) 可写成
:

a (犷 , V
产一犷) + 价二 (犷

/

) 一吵x (F ) = (f
,

V
‘一厂) + (b(V

,

) ,

+ [ , 二 (: ‘) 一 , 二 (。) : + {
_

。, ‘(。 : ‘一 : ; ) d厂
。

J j
’

c

犷
尸一犷)

V 厂
产
〔U (6

.

5 )

其中
:

打二 U n C为满足接触约束的允许速度空间
.

不难证明
:

[功x (犷
尸

)一势二 (犷)」+

故式 (6
.

5) 可写成
,

{
。

, 。(犷: ‘一 : ; )d r
。

》。

J l
’亡

a (犷
,

犷 尹一犷) + 功x (厂
尹

)一价x (犷)《 (f
,

犷
尹
一犷) + (b (V

,

) , 厂
‘
一犷)

据 凸分析理论
〔“ ’,

引进接触约束凸集C的指示函数
.

V 厂
产
〔U

x 。(:
,

)一干0.
、
十

。。

厂
产
〔C

犷
尹

法C

将凸集约束的变分问题转化为整个矢量空间中的变分问题
:

a (F , 厂
‘
一犷) + 功二 (厂

‘

)一势二 (厂) + x 。(厂
产

) 一 x 。(犷)簇 (f
, 犷产一犷)

+ (b (厂刁 , 犷
产
一F ) V 厂 , ( U

本文是利用惩罚函数法来构造指示函数的
:

(6
.

6 )

x ·(厂, 一。
·
厂

,
一

告
(“‘犷‘一。)

·

犷
·

(6
.

7 )

则佃
.

6) 最后写成
:

,

~
、 .

「 1
, , 二 , ‘ 二 、

叭
犷 , 厂

’

一 厂 少十梦K L犷
‘

) 一梦K 气厂 少十L了 t心 犷 ’

一 , 少, 厂 云一 犷 ’

( (f
, 犷

, 一 厂) + (b (犷
,

) , 犷 , 一 厂) V 厂
产
〔U (6

.

8 )

上式中
, e 为罚因子

.

砂K (厂)一般是非凸
、

非可微
, 速率型变分不等式 (6

.

8) 的有限元解法将

在本文第(I )部分讨论
.

有关式 (6
.

8) 解的存在性问题已在 文〔3〕中讨论
,
这里暂略

。

七
、

结 束 语

本文以当前增量步末端为基准位形
, 给出了拖带坐标系中各力学量增量和的精确形式

,

这是处理大变形问题的更合理方法
.

对于速率型变分不等式
,
有关解法仍是值得裸入探讨的问题

.

同时
,

两个难 点 值 得 提

及
,

一是接触约束集的指示函数x 。(犷)应表示为什么具体形式
夕

目前所 用 的 L ag
r

an ge 乘

子法与罚函数法都存在不少弊病
多
二是摩擦势函 数 价

K (V
‘

)所对 应的确切 摩擦滑动物性关系

有待继续探讨
.
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