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摘 要

作为无限制条件下格路计数函数—
G a us : 多项 式系数的自然拓广

,

作者研究了赋权格路的

枚举问题
.

对应的卷积计算则产生普通多项式系数和 G au
s s 的 q 一多项式系数的 V an de

r m o nd
e

组

合恒等式
.

设N 。
表示非负整数集合

, N合中的一条格路 l由 N吉中沿坐标轴正向具净单位步长 的有限

序列所组成
.

以 e ‘
表示 N吉中第 ‘个分量为 1 的单位矢量

.

对于 牙= (二 : , 碗 , 二 ,, 介)贬N吉
,

定义 由 : 至 至+ 。 ,
的步骤之权因子为 。‘(幻

, 其中 。‘(幻 是 N吉上 的取值于可换环上的函数

(1 《 ‘《的
.

格路 l的权函数才 (l )定义为梅成 l的步骤的权因子之积
.

设 L (两 动表示 N尝

中由仍 至 派 的所有格路集
, 则对应的赋权枚举函数由下式界定

平(碗# 劝 二 乙 牙(I)
·
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浮暇石 f场; 沐声

例如
,
对于平面格路定义

。 , (‘
,

j) = j, 。 2

(‘
,

j)二 i ( 2 )

则得到 E o le r ia n 数 (F o o k le 「‘, , 2 9 7了)

才〔(1
,

1 ) # (”一舟+ 1
,

掩)」二 A (n
,

k) ( 3 )

如果将(2 )式的定义替换为 G a
”

s
二项式系数

。 : (*
,

, ) 一
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, 。:

(‘
,

j)一「
’

1
J L I J

( 4 )

则计数函数便成为 g 一
E o le r ia n 数 ,(C

a r litz t“’, 1 9 7 8 )

研仁(i
,

i ) # (n 一 k + 1
,

k )」= g 一 (卜 七, ‘卜 k + ‘,A
二 , 。(g ) ( 5 )

为叙述方便
,
引入下述概念

.

F被称为 N吉中的序理想
L。’
如果 歹〔F 且 牙( 歹 (即为簇夕

‘,

1《 i ( k) 隐函 J〔F
.

对任何 ￡〔F ,
设B (习表示点集体+ e .

!矛+
e .
〔F }

.

因此对任何 招〔F ,

每一个由 。 至 元的N尝中的格路一定包含一个步骤卜红
牙〔F , 夕〔B (勇) )使得该步骤穿过 F的

. 吴学谋推荐
。
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外围边界B
.

如果定义单位矢量的特征函数

x (e , )二j

则由上述分析便得卷积恒等式
.

定理 1 设F是 N含中的序理想且厄吞F
,

(1《 j《秃) ( 6 )

砂(‘# 汀) = 乙 云 初、, 一 * , (牙)牙 (‘# , )研 (歹# 杯)
矛〔F 万〔a (矛)

下面讨论定理的应用
。

设 牙〔N吉
, 则对 0 = i

。

< f: < 一 < 公‘二k, 记子矢量 牙,

二 (为广
,

+l
, 石

, 一

什 2
,

牙== (万; , 牙: , ,

几)
.

定义权因子函数
。‘(习 二qI 布:

!+ }矛
:
!+.

二
+ }矛
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, 一 ;
< 泣《‘

, , 1簇
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⋯
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右
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因此

( 8 )

此处】到表示 牙的分量和
.

按格路集合的最后步骤的方向进行分类
, 则得下述关于计数函数的

递归关系

牙(。# 。)一

立
。习 : : , !;

,

l
耳,

习 附 (。# 。一勺 ) ( 9 )
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满足 (9) 式
.

其中
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Z苦甩、
、

分别为通常的和 G a u ss 的 g 一多项式系数
〔‘, . “ 8 ’.

〔三)ha 果取 ‘二 2 , i: 二 l , i: = 掩, 则方程 (1 0 )便给出 N ie d e r h a u s e n t” 的公式 , 进一步地取

k == 2 , 则得到 P6l y a[
6 ,
关于平面格路具有面积参数的枚举函致

; 当取 d = k 时 , (10) 式便给

出 S时a n k e 〔”, 由多重集合排列的逆序数统计量
〔8 ’而类比的格路枚举结果

.

由方程(10 ) ,
可 以计算
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根据定理1 ,
便有下述关于两种多项式系数的卷积恒等式

.

定理 2 在定理 1 的条件下
, 下式成立
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(1 2 )

在上述恒等式中取 d 二k 则得

系理 1 (S u la n k e 〔。, ,
1 9 8 1)

异
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现在考虑另一类赋权因子函数
.

。‘(派
: , 至: ) = q x i + 二 : + ⋯ + 二 , 一 ,

对于 气〔N石和 爪〔N石,
定义权因子函数

(1《 i 《
r )、

。, (至, , 至: )二 1 (r < j《r + 盆)

(1 3 )

(1 4 )

其中 云: = (x , ,
劣2 ,

⋯
,
二r

)
, 至:

==-- (x
, + : , 劣 r + : , ⋯ , 劣 r + a

)
.

设 仍〔N J, 泥〔N言
.

类似于 (9~ 10) ,
可以验证 由原点 至 (价

,

幻〔N石
+ .

的格路集合的对应

赋权函数为

、J产、J了、,
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�勺.0月才1二1二一
月‘

.
了、了‘、护r‘

邵〔。# (。
, ·)卜 (‘

’‘}

太{
’‘)〔

.

’
二
‘
][
’
:
‘
〕

类似于 ( 1 1 ) ,
我们有

牙〔( , ! ,

,
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设F为N石
+ .

中的序理想
,
并且 (娜

,

幻 〔F
.

由定理 1 及 (15 ) ~ ( 16 )则有恒等式

定理 3

‘

{或{
” )[’二

’]l
,

勺卜翼
,
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类似于 [2
,

6~ 7」
, 通过对于格路的维数和序理想F的特殊选择

,

可以给出定理 2 和定理

3 的部分具体表达形式
—挂于普通多项式系数和 q 一

多项式系数的卷积型恒等式
.

详细的情

况这里从略
.

如果户二 { , 1 }刘 ( t , 牙〔N合}
, 则每个由原点 吞 至 元 (其中 }川> t) 的格路一定恰好通过

超 平面 }引二 t 上的一点
.

在这种情形下
,

定理 l 退化成为

定理 4

牙 (。# 。)二 习 砂 ( ‘# , )附 ( , # 。) ( 1 5 )

飞. 1= t

结合定理2 , 3 , 4 ,
则得下述推论

。

首先
,
在 ( 1 0 )~ ( 1 1 )中取 吞二3 , i : 二 2 , i : == 3 ,

可以证明
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利用 (18 ~ 2 0) ,

我们有

系理 2

了声‘、、
、�,,.Jm 十 n 十P

P
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乙 。(‘+ j) (p 一“)
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P一点
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川一 公
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�l
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其次取 r ~ 2 , ‘= 1 ,

则 ( 1 5 ~ 1 6 )成为
·

‘

1
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、
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根据定理 4 ,
下面的恒等式成立

系理 3

;
J

+;卜资‘.�
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、

一口
矛气者
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q
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吞
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自然
, 通过结合定理 4 与方程

m + n 一 i 一 j

m 一‘

一

l
esL

‘

、飞矛Z

(8 ~ 1 7) ,
我们亦可给出系理 2 和 3 的多重形式

.

这里从

略
。

应该指出
:

本文提出的赋权计数函数方法与 L e be sg 时
一

st iel tjes 积分方法
【’”,
平行发展

,

不相重叠
.

因为对于城 而言
,

序理想的边界点集和格路的节点

引入客观上保证格路计数是在无限制条件下进 行
, 因此对应的

是互斥的
.

序理想概念的

函数的计算一般没有太大
困难

.

当然
,

这种方法不再适用于推导具有超 平面限制的格路枚举 函 数 及 相 关 的R ot h e -

G o 认ld t‘。j 型卷积恒等 式
.

参 考 文 献

[ 1 ] A n d
r e w s ,

G
.

E
. ,

T h o T h e o r ‘ o f P a r 才i tfo n : ,

[ 2 j B e n d e r ,

E
.

A
. ,

A b i公o m i a 】q 一 V a n d e r o o n d e

1 1 5一 1 1 9
.

[ 3 ] C a r li t z ,

L
, ,

A 加 te o n a 一E u le r i a n n u m b e r s
. ‘

A d d i s o n 一W e s le y L o n d o n

e o n v o lu 垃o n .

D 才“r e te M a t h

( 1 9 7 6 )
.

. ,

1 ( 1 9 7 1 )
,

.

C o 川6 i n
.

丁h(A )
. ,

26 ( 2 9 7 5 )
,

9 0一。4



关于卷积型组合恒等式的格路方法 (I )
-

一赋权格路的枚举函数方法
1 0 7 5

F o u kle s ,

H
.

0
. ,

A n o n 一 r e e u r s iv e e o m b in a t o r ia l
r u le fo r E u le r ia n n u m be r s ,

J
.

C o m 石in
.

T h(A )
. ,

2 2 (19 7 7 )
,

2 4 6一2 4 5
.

Po ly a ,

G
. ,

o n t五e n u m b e r o f e e r t a i n la tt ie e p o lyt o p e s ,

J
.

C o m 6玄移
.

T he o r g
,

8

(19 6 9)
,

1 0 2一 1 0 5
.

S u la n k e ,

R
.

A
. ,

A g e红e r a liz e d a 一 V 她d e r m o n d e e o n v o lu 七io n ,

J
.

C o 川b‘”
.

T h(A )
. ,

31 (1 9 8 1)
.

3 3一4 2
.

S u la n k e ,

R
.

A
. ,

g 一C o u n t in g 拐一d im e n s io n a l la ttie e p a th s ,

J
.

C o m b in
.

T h(A )
. ,

3吝

(1 9 8 2)
,

1 3 5一 1 4 6
.

Z e ilb e r g e r ,

D
. ,

A la ttie e w a lk a p p r o a e h to the “

in v ” a n d
“

m a j
”
口一e o u n t in g o f m u lti

·

s e t p e r m llta tio n s ,

J
.

M a th
.

A 件a l
.

a”了 A p p l
. ,

74 (1 9 8 0 )
,

19 2一 1 9 9
.

N ie d e r五a u se n ,

H
. ,

L in e a r r e e tlr r 。n e e s u n d e r s id e e o n d itio n s ,

E “r o P
.

J
.

o f C o 州b f
-

”a 君o r 宕e s ,

1 (1 9 8 0)
:

3 5 3一3 6 8
.

初文昌
,

关于卷积型组合恒等式的格路方法 ( I )
—

一族L e bes q ue
一
Stieltj o s积分恒等式

,

东北

数学
,

4
,

2 (1 9 8 8 )
,

2 3 3一2 4 0
.

[’1[s1

, .J,皿.J内O污‘
�..‘r.L

1..J1
.

几J

8OU
r.胜Jr.‘‘

[ 1 0 ]

o n t he La tt ie e Pa th Me t ho d in C o n v o lu ti o n
一

Type

C o m b i n a to r ia ! !d e n t it i e s ( n ) T he W e i g hte d C o u n t认g

Fu n c t lo n Me tho d o n La tt ie e Pa ths

Ch u
W

e n 一 e h a n g

( I ”s t玄亡u te o f s 口: t e 阴 5 S e i e ” e e ,

A e a d e 川 i a s 了n fe a ,

B e 亡j‘n g )

Abs t ra C t

A n i n d e p e n d e n t m e th o d fo r p a p e r [ 1 0 ] 15 p r e s e n te d
.

W e ig li t e d la tt i e e p a th s

a r e e n u m e r a t e d b y e o u n ti n g fu n e t i o n w h i e l一 15 a n a tu r a l e x t e n si o n o f G a u s s i a n m u ltn o -

m i a l e o e ffi e i e n t i n t h e e a s e o f u n r e s t r i e te d p a t h s
.

C o n v o lu t io n s fo r p a t h c o u n ts a r e

i n v e s ti g a te d
,

w li i e h yi e ld s s o m e V a n d e r m o n d e 一 t yp e id e n t i ti e s fo r m u lt i n o m i a l a n d

q 一m u lti n o m i a l e o e f fi e i e n ts
.

浦巨


