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摘 要

在 (二
,
即

,

劝 直角坐标系中
,

N个物性参数不同的区域 D , (j二 。
,

1
,

一
,

N 一 1) 充斥着整个

空间
,

这些区域何的分界面是非水平的光滑曲面 S , , , + : .

下面的边值问题称为非 水平分层 区 域

He lm ho ltz 边值问题
:

V tH ‘I) + K , H (I) = o (j= o
,
1

,

⋯
,

N 一 1)

(H (。)一H ‘, , )s。
, 、= 占(S ) (占(S )

,

广义参函数)

(H (, )一 H (I+ ‘) )s , . , , ; = O (j= 1
, ’

一 N 一 2 )

本文给出了此问题的解析解
.

己 1 侣犷
J . 万习

电磁波在空间中的传播和地球物理中的一些问题可以归结为下面 的边值问题
:

在 (二
,

y
,

力 直角坐标系中
,

有N 个物性参数不 同的区域 D , (]’二 o
,

1
,

⋯
,

N 一 1) 充斥

整个空 间
,
这些区域间的分界面是二维任意光滑曲面

,

亦即在任一个与 y 一 , 面平行的平面上
,

每一个光滑曲面具有形状完全相同的光滑曲线
.

在 每 个 区 域 D , (0 《 j《N 一1) 内
, 函 数

万 (, , (兔、梦
, .

2 )
·

满足 H o lm h o ltz 方程
:

V
忿

H (, ) + K , H
‘, ) = o (1

.

1 )

式中

、

。名
.

a 么

v
‘

畏 百无,
一

十百沪
一

百万骊
一

’

口么

十
一

石 K 一二。, + b , i

a, 和 句均是正实数而 ‘是虚数单位
.

在区域 D 。和 D :
的分界面 S0

, :

上 ,

,H ,0) 和 H
‘, ,
的边值关系是

:

(H (, , 一H (‘,
)5

. , :
= I。占(‘。

,

; 。, z 。
) (1

·

2 )

式中 I。是正实数
,
叔孔

,

y
。 ,

z0 ) 是三维广义 参 函数
.

此边界条件源于电磁场论中的边值关

系且其中的 占函数表示点状电磁源
.

在每个区域的无穷远点 (如果它有的话 )
,
我们有

:

(H (,J )(x
.

, 口)一oo 一”
().

3)

.

秦元助推荐
。
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在 刀 , 和 D , + :

有
:

。

张 鹏

(l 《j成N 一 1) 间分界 面 上
,

我们

(万
(, )一H

(夕十 ‘) )s ,
.

, 十: ’ o (1
.

4)

50 年代初斯
, J

.

R
.

W ai t 和 A
.

N
.

G O rd
o n

分别给出了水平分层区域 H e lm ho ltz 边值问题 (包

括式 (1
.

2 )) 的解析解
【” , 【吕’.

之后 ,

求解非水平分层区域H e ,m hol tz

透宿
许多学考试图
向题

.

迄今为

止
, 即使其数值解

,
也未有人给出满意的结果

.

本

文给出此问题的解析解
.

注 本文的结果可推广到 K , 是 g 和 之 的连续函数的情形
.

二
、

变 换 处 理

为后面求解所需
,
先对上面的边值问题作如下的变换处理

:

〔1 ) 付里叶变换 注意非水平分层区域的分界面沿 , 方向的不变性和上面的边值间题

解的连续性
,
我们对 H

r力(二、 y
,

习 关于 二 施行付里叶变换 (0《了《拟‘劝
:

甘(,) (几
,

g
,

z) ” { H (力 (%
,

,
, 2 )e琴p〔i几%l试荡 (2

.

1 )

于是 , 式(1
.

1 ) , (1
.

2 ) , (1
.

3 ) , (1
.

4 )成为
:

口2 “
, ‘、 .

a 2 .
, 、 . ,

二
, 。 、

.
, 、

口。,
月 “

’

十
一

沙牙
2
月 “

’

+ L八 , 一几一

少扛
、‘ ’

= U (2
.

2 )

(万 (, ) 一万 (‘) ) (。
, :

)〔S
。· ,

=
I。

斌
一

玄,
已x p〔i几万

。]占(y
。 , 二 。) (2

.

3 )

(H 功 )(u
.

习 , 、到 (]’二 0, ~ 一 N 一 1)
一

(2. 4)

(万‘了) 一万 (了+ ‘) )(,
. :
)。: ,

.

, 十 :
一 0 (j= 2

,

一 N 一2 ) (2
.

5 )

似 工 保角变换 如果我们定义 犷二y + 打 , 式 (2
.

2) ~ (2
.

5) 给出了犷平面上非水平分

层区域的 H el m h“1t ‘ 边值问题
·

借助于复变函数论中保角变 换 “一f(犷), 我们可以把 厂 平

面上非水平分层区域映射为 a 平面上的水平分层区域
.

当然变换应保持分层区域的顺 序
.

保角变换引起边值问题(2
.

幻~ (2
.

5 )的形 式变化
。

设 尽~ f( 厂)~ u( y ,

习 + 试夕
,

z) ‘(这

里 。 和 。 是 y , 二
的实函数) , 那么式(2

.

1 )中的 万
‘, )(兄, y ,

z) 成为万山 (几
, 。 ,

v)
.

根据隐函

数微分法和解析 函数的柯西
一

黎曼方程
,
我们可证明

:

式(2
.

幻成为
:

纂
“(,) +

一

纂
“(j) +

}荡扩卜
, )一 。

(2
.

6)

式中 !d a / d 犷 }= !f’(犷) }是 a = f(犷)导函数的模
,
它是关于 a 钾。+ 沉 的非常复杂的函数

.

如

果犷平面上区域 D , 与 刀 , + , 间分界线 L,
,

介 :
被映为 “ 平面上的分界线与

, , 十: , 则 式(2
.

3) ~

(2
.

5) 只作字母代换
,
而形式不变

. -

复分析中保角变换存在性定理指出
:

除了全空间外的任二个单连通区域间必存在着保角

变换 ; 作者研究了十多个非水平分层 区域的保角变换
,
这重仅举一例说明变换方法

.

由许
一

克变换
,
我们可将图 2 中含有倾斜裂缝CD E 的下半平面 A B C刀E 映为图 4 中砂

:

平面的下半平面
.

此许
一

克变换积分是
:
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犷一C
认专

附 :一
‘

一奋砰、
· ‘

)珍
由对应点坐标

,

可定得 C 和 C : :

C =
(1一a ‘

)“‘

s in a , 兀
C

:
= e tg a , 兀

同样
, a 二 ln 牙

:
给出了从图 4 到图 3 的保角变换

.

总之
, 式

1
_ , , _ , , _ _

, _

二
, _ _

, , 、 、 : _ 、 _ _ , _

犷 , 91五百蕊
e x p L一“ a J、“ ‘ 一

个 、“ 一 上j少宁
“ L琶“ 兀

给出了从 a 平面上的水平分层区域A
,
B
‘

C
‘

刀
‘
E

‘

到厂平面上区域A B CD E 的保角变换
.

在式

犷一 s ; n

认
e二p 〔一a , a : (a

, 。 。

+ (a
, 一1) )+ c tg a , 二

中
,
令 a 为虚数一州 (拼> o , 拼< , ) 可计算知

,
此映射可将厂平面上形如 I

一
J 的曲线映为 a

平面上的水平直线I
‘一
J
尸 .

于是 夕 从犷平面上区域A BI J到 a 平面上区域 A
,
B ,I

尹

J, 的映射就完

成了
。

刀
。

1
· 犷

丝
_

_

}O B
了 一了一, ~ 一- , ~ ~ r 一 一, 一~ , 一 一

- , 一 一- , 尸 - -一,

一
y

D.一场一D.

�c,一
目J ‘.

一
曰. .口

一
. . . . 侧 山月目. . . 月

甲t

C刀 刀口

借助于许
一

克变换和一些由初等解 析 函数

定义的保角变换
, 犷平面上许多分界线是光滑

曲线的非水平分层区域可映为 a 平面上水平分

层区域
.

当然 ,
我们希望所作的保角变换是双

向单值的
,
为此

,

我们给出定理 1
.

定理 1 如果 刀 是单连通多角形区 域
, a

= f( 均 是 由 -

弃
一 C !

立
‘一

p , , 一 (这里 ‘“, ‘< ‘’

定义的许
一

克变换
,
那么 a 二j( 犷)是刀和 ‘平面的下半平面伺 的双向单值映射

.
‘

一
;

_

证明 引入下面的引理山
:

一 ‘

引理 设解析函数 a 二j( 犷 )将厂平面边界为C的单连通区域D 映为 a 平面边界为c. 的单

连通区城D. 且
: C . 上含有散个无穷远点

,
它们伸向无穷远处的分枝所成角分别为 b, 幻 而C

上与上面无穷远点相对应 的点分别是
: , , 其切线间的夹角分别为a, 二 f。《吞,咬 ,

, 。‘a, 《幻
,
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若
:

¹ f (厂 )在D 内解析并且在D 之边界C上除
二 ,
外连续

, 一

f (厂 )在勺的邻域是拼, 级无穷大
,

并且至少有一点使其满足
:
内 < (句+ 2 ) / a, ; :

º j( 犷 )将C保持方向
、

双向单值地映为C朴 ,
则f( 犷 )将刀单叶

、

保角映为刀气 引理完

因为许
一

克积分中的拼, 满足 }# , !《 1且 。 平面的实轴在其任意点处所成 的角均为二 , 因此
a ,

叫
.

因为D 是多角形区域
,
在无穷远点 (如果它

‘

含有的话 )0 《句《l.
一

因此 , 厂= f
一 ’(刃

是单叶的 (f 的上标
,

一1表示f (厂 )
1

的反函数 )
.

此外牛 许
:
克种分中的任意常数被确定后

, 犷

二了
一 ’( a) 就是单值函数

.

根据 犷= f
一 ’(a)

.

的单叶
、

单值性又可推知 a = l( 犷 ) 的单叶
、

单值
性

. 一 r 一 气

“ “
一 证毕

三
、

方程的复形式和 Ri 己m a n n 函数

在式任
.

6 )中 ,

我们记 (K , 一护 )/ }d 。 /d 厂 }‘为 c( 力以
, 。, 。 ), 则 比..6 ) 为

:

口
“

万
( , 夕

口u Z

口z万 ( j )

+ C (夕) (几
, u ,

引入复变量
: a = u + vi ,

刀=
“一“ 且令 a 〔

+夕) / 2 , 。= ( a 一刀) / 2‘
.

这样
,

v )万 r了) = o

D , ,
刀〔D 节

(找
.

1 )

( D 节是 D , 的共扼 域) , 于 是 , “= (a

万若, , ( ;
, 。 , 。 ) 二

,

万 ‘, ,

(、
,

鑫
一

(“+刀)
,

六( 。一夕) 、
、

“
奋 /

记为万‘了) (只
, a ,

刀) ,

c(, :以
,

女
, 、

。

卜加
: f‘ 孰

。+扔
,

六 (。一脚 、
、 乙 ‘奋 /

记为C ‘了, (几
, a ,

刀)
.

因为

口 a“ 口
。a = 口“ a“ 十

叩
‘

’
口“ a

明
、

。。
’

十

aav 一

认鼎
一 、

晶)

爵号(a4u
+ ‘

刹

面aa如一明

寒们可以得到
:

口2

。云。刀
一 ; (

一

器
+
影

:

)
宇是式 (3

.

1) 成为
:

“
’

甘‘

落黯
,

“, +
专

C ( , ) (’
,

a ,

刀)万‘J ) (几
, a ,

刀) = o ( a 〔D , ,
刀〔D 亨)

、 ‘

、一
_ 、 ’】

卜二、
·

一
’ 一

( 3
.

2)

定义 1 若 D , 是 a 平面上这样的单连通区域
,
使 C (j) (几

, a ,

刀)是柱域 (D , , D 节) ( a 〔
刀 , ,

爬D ” 内的癖析函数
, 一

耐称刀
,
为方程 ( ,3. 2手的基本区域

.
-

一 一
.

、
‘

-

定义 2 如果 D ,

是(3
.

2 )的基本区域且复函数 G (I) ( 。 ,

刀, t ,
’

甲)
一

扣
,

,口
, , 但

,

谨刀”

材定
:

一

‘介
’ 一

’ 一

几
一 ’

一
‘

一
‘

‘ ’ ‘
一

‘

一
’

一
、 一

、
. 一 、 ’

少
” - - - ·

一

8名G (声)

口‘明
1 :。

‘、 工 ,

一

十 万不‘
、J 了

L几
,

吸
‘

气

。 ,

刀) G ‘, ’二 0 ( 3
.

3)
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及条件
:

G ‘沙, (t
,

刀, t
, :
)二 G ‘, , (。

, : ,
一

t
, 二) = 1

,
G (, , (a

,

刀,

(j~ 0
, 1

,

t , , )二吞(力(才
, r ,

,

q 、

刀)

⋯
,

N 一1 ) (3
.

4 )

则称 G ‘J , (a
,

夕, t
, :

) (a
,

t〔D , ; 刀
, : (D 萝) 为方程(3

.

2 )的 R ie也a n n 函数
.

设 D , 是 (3
.

幻的基本区域且 a〔刀” 成D 兮
,
我们将临

.

3 )写为
:

刁2 / _
.

_

_

自
_

r声 1 _
_ _

_
_

’ _

、
一 ~

渝刀又
G ‘, , (a

,

刀, ‘
,
‘) + J“勺奋

一

金C
‘, ,(“

,

‘
,

”)G ‘, , (‘
,

”, ‘
, r )d ”)一

”

即是 :

。《, ,(。
,

夕, ,

;
: ) + {“: {

,

粤e (, )(、
,

:
, 。)。

, , (:
, 。, , , : )、。

J 侣 J 下 任

= 少(a )+ 梦 (刀)

这里少 (a)
, 梦(脚分别是刀

, 和 刀亨内的全纯 函数
。

根据 (3
.

4 ), 我们可以证明巾(t) + 梦(r )二

1
.

因为 (t
,

约是柱域 (D
, , D 勺 内的任意点

, 于是对任意 a〔D , ,
刀〔刀萝均有中(a) + 梦 (脚

二 1
.

亦即
:

-

。(, )(。
,

刀, ,
, r ) + {“: {

,

粤e (, )(*
,

:
, , )。(, )(;

,

, ;

⋯
,

,
T )‘, 一 1

J ‘ J , 任
’

;

- . .

“
,

便D,
, 刀

,

硬D 梦
「

(3
.

5)

方程 (3
.

5 )是复 V o lte r r a 积分方程
.

根据 V o lte r r a
积分方程理论

, H
.

H
.

B e k y a
给 出 T

下面的定理
‘“’。

定理2 如果C (,) (久;a
,

夕)是 (D ,
,

刀节)内的解析 函数
, 方程(3

.

5) 在(刀 , ,

刀梦)内有唯一的

解析解
,

它 以递归级数形式给出
:

‘ (, )‘。
,

“
; ‘

, ·)
_

一‘+

{:
d “
{:

r , (“
,

。 , ‘
, · ,“

r , (雪
,

.

仆, t、二)= 习 (一 1)
“ + ‘

K ‘, , (雪
,

。; t
, r )式中

:

K , 少(“
,

。; ‘
, ·)一

通
C (, , (‘

,

:
,

, )

一
K (一(:

,

。, ‘
, ·)一

{:
d , ,

}!
K

(。)(:
, , ; , , ,

一)K (

一 (, , ,

一 , , ·
)d *

,

(歇钓

推论 若 C山 (几
,

a, 刀) 在 (D ,
,

D 勃
‘

内解析
,
在 刀 , 边界上只有阶数小于 1的极点

,
则

G(作
“

,

风 ‘
,

。
却

柱娜刀石研)内的解析函数
·

、 .

证明 考虑尤 (0) (a
,

尹;t, 诊 , C(
, , (几

,
a

,

灼 / 4和式 (3
.

7) 中的第三个方程
,
使用一般积分

法则容易得到上面的结论
.

令 F (万‘, ,
(几

,
a

,

刀) )

证毕

一
髦星雾+ 粤C ‘, ’万“ ,

U “口P 4

注意到Ri e m a n n 函数 G 山(a
,

刀口
, : ) 满足方程(3 洛)和(3

.

4 )
,
对(D,

,

刀贯) 内的任一解析函

数万
‘,) (几

,
a

,

口)
, 下面的恒等式均成立

:

口1万 (, )G (, )

aa a夕
、 -子

(,
, 卿少一

. _

鑫妙
,)

一

命
“山

)
+

命沪
,) 一

晶
一

卿) ( 3
.

8 )

在式(3
.

忿伸下
:

我们交如和t的位里和尹相诩位!
,

然后对纵丙翻召权分
,

对谁几到声权分
,
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我们得到

刀 (, , (久
, 。 ,

尹)二万
‘, , (几

,
a 。 ,

刀
。

)G
‘, ’(a 。

,

刀
。 ; 。

,

刀)+ G ‘, ’(t
,

刀
。; a

,

刀)

.

夕掣
一

(、
,

, ,

,
。
)‘, + {

. ‘ J

,
, , 、 , 。 、

刁万 (, )
, ,

妙
‘J 了La o , 了 ; a

,

P ) 一百二 一 气几 , a o , r )a r

毛J
一

‘

。
P

+ 1 d tl
_

口‘, ’(矛
, r , a

,

夕〕尸(甘‘, , (之
、t

,
, ))d

;

J a o J 卢。
(3

.

9 )

这里a 。是D , 内一常点而刀
。

是D 节内的常点
.

方程(3
.

9) 对 (D , ,

D 兮)内的任意解析函数刀口
, (久

,

a
,

角 均成立
,

特别地
,

如果我们令刀山 (几
,
a

,

刀), 口 (,) (a 0, 夕
。; a

,

夕) 并
.

巨考虑方程 (3
.

4 )
,

那

么
:

r a r夕

} d tl
_

G ‘, ) (t
, : ; a ,

刀)F (G ‘了,
(枕

。,

刀
。, t

, : ))d : == 0
J a . J 口。

(3
.

1 0 )

因为G ‘, , (t
, 了 ; a

,

刀)在(D , ,

D 萝)中并不恒等于零
,
所以式(3

.

1 0 ) 意味着 F (G ‘, )(a 。
,

刀
。 , t , 二

))

= 0
.

这告诉我们
:

G 山 (a
,

刀
; t ,

约就变量 t , :
也是方程 (3

.

3) 的解
.

设 汀(,) (几
,
a

,

刀) 满足

尸 (刀‘, , (丸
,
a ,

夕)) = 0
,

我们得yIJ
:

“‘, )以
,
a

,

“, 一c
O

G (, , (‘
。 ,

”
。; a

,

”) +

{ 小(几
,

t )G ‘, ’(t
,

刀
。 , a

,

夕)d t

口
_

梦(几
, : )G ‘, , (a 。

, : ; a
,

刀)d
r

拼o

(3
.

1 1 )

式中 C 。= 万 (, , (几
,
a 。

,

刀
。)

,

中以
,

t )=
口万 (, )

口t

, , ,

。 、 , r , , . 、

口万 (了)
, ,

戈‘ 了 ,

P0 ), 岁 L‘ 钊 = 一J于一又‘ a “ , 丁

因为方程 (3
.

8) 是对在 (D ,
,

刀梦)内任一解析函数均成立的恒等式
, 所以 巾(几

,

t) 和梦(几
, r
)是

(D , ,

刀梦)内任意全纯 函数而C。是任意复常数
.

由于G ‘J , (a 。
,

刀
。 ; a

,

刀)就a 和刀也是方程 (3
.

3 )的解
, 所以 (3

.

1 1 )右侧的兰项就 a 和刀分别

是 (3
.

1) 的解
.

巾 (几
,

t) 和梦 (几
,

约是任意全纯函数
, 所以(3

.

1 1) 右侧的每一项可以考虑为方

租(吕
.

幻的解
‘“’“ ’.

这里
,
我们取(3

.

1 1) 右侧的第二项
:

。。, )(,
, 二 , ·)一

{
这里刀

。是刀萝之边界口D 贯的常点 ,

第了个区域
.

G ‘, ’(t
,

风
; a

,

刀)中(义
,

t)d t (3
.

1 2 )

a 二 。+ 沉且刀是a的复共辘 , j= O
,

1
,

⋯
,

N 一 l 表示 a 平面上

H
.

H
.

Be ky a证明了这样的事实
〔2 ’:

如果中 (几
,

a) 是定久在区域D , 内的全纯函数而a 。

是

D, 之边界上的常点
,

式(3
.

12 )给出了 (3
.

2 )在域D , 内的一个解析解
,
并具此解具有连续的一

阶和二阶偏导数
.

四
、

问 题 的 解 析 解

式(3
.

12 )给出了a 平面上每个区域内方程(3
.

2 )的解析解表达式
.

子是
,

、

问题归结为根据

边值关系 (与(2. 幻
、

(2
.

4) 万 (2
.

5) 一致) 确定(3
‘

i2 )中的任意全纯函数少(几
, 腐)

.

我们不妨

设保种变换
“ , f(犷)将厂平面的非水平分层 区域映为呵平两上这样的水平分房区城

.

马与刀
、



非永平分层区域 H elln hol tz 边值问题的解析解

的分界线与a平面上
u轴重合 (否则

,
平移坐标即可 )

.

我

们以图5为例说明中以
,

t) 的求法
.

根据定理2和它的推论
, 式 (3

.

1 2) 中的被积函数是 D.

闭柱域 (D , ,

D 节)+ (aD , ,

口D 节) (这则D 和
aD 节分别为

一马 和 D 亨的边界 ) 上的解析函数
.

因为解析 函 数 的积 刀 :

分与积分路径无关
, (3

·

12 ) 可以写为定义在区 域 边界 一一 , 下
.

上的积分的形式
.

在图5中
, 当 a和 a 。

(夕取作a的复共

扼 ) 均定义在 区域边界时
, (3

.

1 2) 成为
:

10 3 3

J‘. )

日 5

“ (, )(‘
, · ,

。)一

}{
_ G ‘, )(‘

,

”
, ;

一 , , ‘“
,

‘, d

“
‘一 。

,

‘,
(4

.

1 )

“ ‘, ’(“
,

一
d )一

!
_ OO _ “G ‘j’(t一 d i

,

刀, ; u 一 d i
, “+ d‘)必(几

,

t一d‘)d t (j二 l
,

2 )

(4
.

2 )

不失一般性
,
假定(2

.

3) 中二
。
二 0且 (2

.

3) 中的(g 。
, : 。

)被映为 a 平面的原点
.

因为犷平面上

D 。与D :
的分界线被映为a 平面的

“
轴

, 则广义占函数被写为d (“)
.

根据己函数的定义
:

{几
F (·, “(“,“一“ (”’

我们可以把d函数写为
:

d(u ) =
。食、{几(

、

飞
、
{1oOO

‘(·)·、p 仁“· , d
·

)二
p
卜“· , d ‘

e x p〔一I’tu 3d t (4
.

3)

于是条件(2
.

3) 成为
:

I{
_ (G ‘。)

,

(‘
,

”
。 ;

一 ),
一

(“
,

‘, 一G (’)“
,

”
! , “

, ·, ,
‘

(“
,

‘, , d ‘

e x P〔一泣tu 〕d t

令“、二 , 从上式可得
:

G ‘o’(t
,

刀
。; 。

,

。 )中
一

(凡
,

t)一G “’(t
,

刀
。; 、

,

。 )中
+

(几
,

t )

一办
一
e X p
卜“·〕

一
根据广义函数论中的Sc h w a r tz 分布理论

,

我们可以得到 (见PaP 血115
,

p
.

2 7 8)
:

当 矛砖。

时 , e x p〔一‘t“」
。

、 刀= 。又 ; 显然当t ~ 。时
,

一

e x 可 一 it们
,

* oo 二 1
.

于是如我们定义
: -

I t= 0

o t铸 0

则可有下式
:

G ‘0 ,

(t
,

刀
。 , oo

,

。 )必
一

(几
,

t)一G ‘, ’(t
,

刀
。 ; oo

,

。 )巾
+

(几
,

t)

I
。

。
, . 、 , ,

.

,

” 4菇
Z

U 、r , L一OO 又 r<. OO ) (4
.

4)



10 8连

式中中
‘

和中
一

分别是中在
“轴的下沿和上沿之值

.

在D :
与D Z

的分界线上
,
我们有

:
-

G “’(犷一d i
,

刀
; ; “一 d i

,

“ + d i)。
十

(凡
, t一d i)

:
二G 内 (t一 d宕

,

刀
; ; co 一‘

,

的+ d幻中
一

林
,

t一d‘) (一oo < t< oo ) (4
.

5)

式中中 : 和中
+

分别表示分界线下沿与上沿的小值
.

定理 3 假设 G 口 , (t
,

口
。 ; a

,

刀) (这里刀
。

是域伊内的常点) (了= o
,

1
,

2 ) 是由定义2给出的

Ri e o a

nn 函数
,
财夕力 (六刀

。 , “
,

oo )对任何戈 (一。
,

oo )均不等零
.

证明 由(3
.

5)
, G 。

,

刀
。 ; 。

,

oo )满足的积分是
:

,

夕
。 、

了、 , ,

n 、 .

1
一 了 ‘ ! 1 户、 z ,

“
z 、 , ‘

.

、 ,

廿气r
,

P o ; 冈
, 。。 ) 十 1 a s l 万七协

, g , 刀)廿L‘
,

刀 ; co
,

co )a 刀= 1

认00 J co 任

如果存在t。 ( {t
。
I< co )使G (t

。 ,

刀
。, 。

,

co )= o , 则上面的式子为
:

{
‘。 ‘: {

一 。(,
,

:
,

。)‘(:
,

。, 的
,

OO )、。

一
4

J 助 J 尹
。

令 C (几
,

右
,

刀)G (雪
, 刀, oo

,

。 )d乙‘ U (叮)

依上式可得
:

{
一 。(, )d 。一

‘

J
伪

此式表明U (们在无穷域叮〔(刀
。,

oo )上的积分是收敛的
,
所以 当 粉, oo 时

,

U (的
一

) o亦即下式成

立
:

.

} C (之
,

右
,

。 )G (亡
,

。 , oo
,

oo )心 == 0 (炭 )

但是依 (3
.

4) 知
:

G “
,

co , oo
,

。) , 1
,

又依 (2
.

6) 知

C(几
,

亡
, ”)”

K 一护 K 一护

1口云牙己开又厂又雪万 }
一

‘ ~ 〕万仗习
么

(这里抓约二 (d “/ d 犷)(f
一 ’(互))) , 则式(玫 )给出

:

1

!g (互) !
“ d亡二 0

根据定理 1 ,
g( 约特 。

,

故 }抓约 !
“> 0

.

因此除非t0为、
, 否则积分

d 亡

}g (亡) }
“

不为零
,

这与杯明开始的假设矛盾
, 于是定理成立

.

证毕

推论 如果 ‘(a
,

夕
; t

,

约 是由定义2给出的R i”m a “ n 函数且d 是任一有限的正数
, G (t 一

山 ,
刀
。; oo 一武。 + df) 对任意的埂 (一。

,

oo )均不为零
.

证明 类似于定理 3的证明
.

证毕

定义3 如果L是一条规定了正向的简单闭光滑曲线
, G (t )是乙上的连续函数并且在 L上

处处不为零
,
我们称

。 1
,

。二
. 、 、

八 若
一

2兀
一

、a r g O LT) ) L

为G (t )在L上的指数
,
这里(a r g G (t )) : 是 t绕L一周后G (t )的幅角的变化量

.



非水平分层区域 H o lm h o lt
z

边值问题的解析解 口感J

定理4 设L是a 平面的实轴且和实轴同向
;

(3
.

6) 的函数 (这里掩(

G
‘o ’(t

,

夕
。 ;。

,

。)和G “’(t
,

刀
。 ;、

,

oo )是满足

一 oo
,

。 ))
,

那么f(t) = G ‘, , (t ;口
。 ; oo

,

oo )/ G
‘。, (t渭

。: oo
,

oo ) 关于L的

指数尤” (a r g f(t ))
:
/ 2二二 0

.

证明 依定理 1和定理3 ,

一f( 一。 )笋 0
.

显然

f( t) 在实轴上任意有限点处均不为零
,

所以我们可定义 f(oo )

犷 _ 1 / n _ _ I / ‘ 、 、
_ 1 , _

_ _

刀
、I 、, ‘ 。 、 、

1 、 ~
。 _

_

“ 一 2 兀 、““ J “j j‘ 一
_

2兀 、‘ r ‘“
、 ‘

、‘
,
p 。; ~

,

叩 ] , ‘

一
2兀 La r g 行 忆“ ,

‘t
,

户
。, OO

,

OO ) )‘

根据复分析中的幅角原理
,

土式右侧第一项等于‘。戈六刀
。 ; 。

,

。 )在 a平面上半平面中零点的

个数
,

而第二项则等于G(
。, (t

,

口
。 ; co

,

、)在。平面上半平面中零点的个数 (因为半径无限的圆

可以视作扩充复平面上的一个点 [6 ] )
.

.

一 ’ ‘ ,

根据 (2
.

6 )
,

(冬6 )和 (3
.

7 ) ,
一

G ‘, , (斌刀
;才

,

约是由无限个复变 函数的和构成
,

和式中各项

的系数是(K
, 一元

“

)
”

(n = o
,

1
,

⋯ )〔这里下标j依赖于区域)
.

所以只要a(
, ,

位
,

热子
,

约中的风
,

t, :
等于G “ ,

(a
,

口
; t

, : )中的刀
,

t
, 二 ,

则它们对应的
“

和式
”

仅是系数不同
,
各项的复变函数相

同(显然G “’(a
,

刀
; 才

,

钓也可就a 延拓到上半平面 )
.

于是我们推知
:

G 门’(a
,

刀衬
,

约和G ‘l) (币

刀
, t

, : )在上半平面有相同的零点个数
,
尽 管零点的位置可能不同

.

从而我们得到
:

K = 。
.

证毕

推论 如果d 是正实数且

, (, )一

臀炭写碧象端{氦层犷
_

(了一‘
,

2
,

一
l)

那么了(t )的指数兀 (关于直线Im a = 一 d ) 等于零
.

证明 与定理 4的证明类似
.

(4
.

4 )和(4 、5 )可以写为 (4
.

6 )和 (4
.

7 ) .
证毕

小
斗

(丸t) ~
G ‘o )(t

,

G (‘)(t
,煞留

,
一

(‘
,

, , 一

祝
(

, D( t) 一
,

几
; oo

,

比)
(一~ < t< 。 )

(4
.

6 )

巾
+

(几
,

t一d i) ‘
口‘么, (t一d i

,

夕
: ; oo 一浮手

,
一

oo + d i)

G (‘, (t一 d s
,

刀
, ; oo 一 d i

,

co + d i)
少

一

(几
,

t一d i) (一 oo < t< 。)

方程(4
.

的柯
4

.

7) 构成了解析函数边值问题中的 Ri
”m a n n 问题

.

定理 3与定理 4

(4
,

7)

告诉我

们指数尤= 0且Ri 硅m
a n n
问题要求的所有条件均满足

.

显然对任意的有限值函数了(t) 均有
:

{
_
_ f(‘, D (‘’“‘一”

这样
夕

考虑 (2
.

4 )
,

当 }t卜 co 时取有限值的全纯 函数是
t, ’:

户‘“
,

‘,

一
p

〔
一

2

蕊
‘

_

({
In f

o

(万)

(x 一t)

d 二+

!
‘洲〕一 d ‘

一 oo 一“

In f
: (二)

(劣一 t)
-

d ‘

)] (4
.

a、

式中
:

10 (劝 二咤
(

叹凡
G 0 1 )(劣偏

, co
,

‘ )
; co

,

oo )
f

, (劝 ,
_孕洲t , di

;
刀

: ; , , di
,

“ + 成 )
口“, (t一J蔺

,

几 ,
茄一汀石而千窟蓄)

风一几

式申围道的取向使得 D :位于此围道的左侧
.

将(4
.

8) 代入(3
.

12) ,

我们有
;



1吞感6 张
’

鹏

万 (, )(几
, u , v )=

. + 。感
G “’(a

,

“‘
, ·+ ·‘

, ·
,

·‘, ·‘p

〔
一

蠢
一

(!
一‘ In f

。(x )
、 伽一a )

d 劣

+
{一J 一 场、 ~ d ‘黔召dx )〕

d “ (j= O
,

1
,

2 ; a 。
= a : = 一 oo ; a : = 一 oo 一di ;

刀
。
= 刀

:是 D
。

与D ; 的分界线上的常点
,

口
2

是D
;

与 D
Z

分界线上的常点 ) (4
.

9)

取(4
.

9) 的反付里叶变换
,

我们有
:

, , 二 , 、 , 、

I f沁 “
, 、 , , 、 , . , , , ,

月 , ‘J 少
咬劣

, u , v )= 弓育艺 l 月
‘J 了

L几
,
“

,
口) e X P L一以劣Ja 几

八了 ‘丹 J 一 屯。

(4
.

1 0 )

注意到奋= 了(y+ 万)的双向单值性 (定理1 )
,
可以从 (4

.

10) 得到H el ln ho ltz 边值问题

、1
.

1 ) , (l
·

2 )
,

(1
.

3 )和 (1
.

4 )的解
:

H (,) 伽心声)二月椒力 (丸城价劝
.

试 y ,

习 ) (4
.

11 )

式中 (x
,

y
,

z) 〔犷平面的刀 , 万二 0
,

1
,

2
.

根据定理 2和解析函数边值问题中的Ri ”m a n n 一

Hi lbe r t问题的理论
, (4

,

1 1) 给出了区域

D 。 ,

D : ,

D :
中椒lm h o lt z

边值问题(1 ; I)
,

(1
.

2 )
,

(1
.

3 )和 (工
‘

4)的解析解
。

五
、

例

由于篇幅的局限
,
这里

,
仅举一例以说明具体解法

.

图6和图7给出了非水平分层区域
,

它们在y 一 z
平面分界线分别形若山脊和山谷

.

我们知道
:

沪二C

口. 二 C

尸> 召

日 8
令6拜日

由变换
:

班梦=
“铃十尹‘= (g + zi )

’“可以将y 一 二平面上顶角为#的角形域映为孑
朴平面上的下半

平面
.

从上面的变换式易得
:

‘一‘
’ ‘·c o ,

丢
“

,

v 肠 = r , , 声s in 兰O

拜
(5

.

1 )

式中 r , 斌 犷+ 砂
,

0 = ar c tg (: /刃
.

于是在 ,
一 :
平面上方程

, . , , sin (初/川二 C 所决定的曲线

A
甲

卿口被映为牙
.
平面上的水平线尹 = C(C 为常数且当召<

“时C< 0而拼> ‘时 C > 0)
.

将A
”

B
”

C
“

旋转一个角度就得到曲线A
,

B , C
‘, 其结果 , (5

.

幻并不改变
.

如果我们规定 牙 = 。+ vi

二砂 , 一c i
,

则曲线
, ‘,
枯in (二即刃二C对应子附平面的实轴

, 于是我们有
:

贯1
“一

(二)
’

〔;
2
+ 一) (

一(芳)
“

(·
“
+ (·+ C ,”“一

“”
(5

.

2 )



非水平分层区域 H el m hol tz 边值问题的解析解 生0 8 甲

令 冬(
。 + 刀)

;

乙

1
, 。 、

v = 云、“一p )

(3
.

3)可以被写为
:

口2万 (了)

口a 口刀

+

(
一

燕
一

)z
一

、二

票嵌沂码
一

“(I) 一 ”
(j二 0

,

1 ) (5
.

3 )

再令a ‘
二 (a + Cf)

, ‘,

和刀
‘

= (刀一口 ), ‘” ,
我们可推知 (5

.

3 )为
:

口么万‘, )(a
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刀
,

)
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,

+
一

冬(尤
, 一 ,

,

)万 。, 。(a
‘ ,

刀
‘

) = 。 (j= 。
,

; )
任

(5
.

4 )

据参考文献[ 2」中22 页的结果
, (5

.

4) 的Ri e m a n n 函数是
:

G 铸 ‘, , (a
‘ ,

刀
‘ ; t‘

, r ‘) = J 。(创(了声之
2

)(讼
,

二尹歹(刀
, 二云勺) (j= o

, 1 ) (5
.

5 )

式中J
。

( )是零阶的贝塞尔函数
.

这样
,
我们可以得到(5

.

3) 的解为
:
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,

刀
; t , : )= J

。
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‘面‘口十e i)“

,

)((刀一c i)
,
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j)

(j= 0
,

1 ) (5
.

6 )

根据贝塞尔函数的理论
,

我们可得
:
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刀
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, : ;才
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口
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刀) (j二 0 ,
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.
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显然G ‘, , (a
,

刀
; t

, : )满足定义2
。

我们不妨用 S
十

和S
一

表示D
。

和D : ,

则分区全纯函数中 (几
,

t) 在实轴上的跳跃关系是
。

,
·

(‘
,
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一
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+

斋
一
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,

刀
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,
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根据贝塞尔函数的渐近表达式
:
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。

。二、、
‘

/
_

工
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。
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,
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,
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2
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刀
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,
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{
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oo }tI < 叻
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一
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:

一
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,

刀
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,

刀
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于是
,
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:
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,
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气
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。
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2
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。
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刊8巴�

r

l
�

一一
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,
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.
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总之
,
本问题的解是

:

l 「f

月
‘子 7

又劣
,

g
, 之 ) == 一了下 一 ~

! 、
入厂 乙兀 L J

。。, )
( , , “

, 。 ) 。一
d‘

」
“一 (、应i王亘{

_

)
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‘ , ‘s in (二 /“

a r c t
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,

1 )

g ( z / y ) )
g (之/ y ) )
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.

1 1 )
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