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摘 要

用有限元法分析瞬态温度场
,

很有可能得到
“

振荡
’

和
“

超界
,

的计算结果
,

这两种现象不

符合热传导规律
.

为解决此问题
,

我们提出时间单调性和空间单调性的概念
,

推导出三维无源热

传导方程的数值解的时间单调性的几组充分条件
.

对某些特殊边值问题
,

使用规则单元网格
,

可

以得到合理结果时△t/ △妙的上下界公式
.

文中还研究了空间单调性
.

最后我们还讨论了 集中质

量阵的算法
. 、

-

针对以热传导方程为代表的这一类抛物型方程的有限元算法
,

我们创造性地给出几组计算准

则
.

一
、

问 题 的 提 出

‘

近年来
,
有限元法被用于分析瞬态温度场

.

因为用有限元易子剖分空间域
,
这个方法优

越于以前常用 的有限差分法
.

但是用有限元法
,
很可能会 得 到

“

振荡
” 和 / 或

“

超界
”
的计

算结果
.

以一个一维无源热传导问题为例
:
左端是绝热边界

,
右端是对流换热边界

,
,

导温系

数 “ = 盯
,
右端对流换热系数 刀= 仇

,

0 5, 初始温度分布 T 。= 1 0 0, 环境温度 T
3
= 70

,
杆长 L

~ 1 0 0 0 , 若取时间步长△t= 1
.

5和线性单元尺寸△二 = 2 0 ,
并用 C r a n k

一
N i叻ls o n 格式

,
所得

结果超出了合理范围
-

一最高温度T
。 ,
前几步的计算结果见即

.

若取 At , 奎和 △劣 , 助 , 右

端点的绳度先不降
,

然后略有回升
,
最后收敛 (下降) 于几

,

如图容所示
.
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为了避免上述不合理的现象
, 已经开展了大量的研究工作

〔“压, , ’吕, ,

但这个问封远来祥到

, 郭瑞锋推荐
.

_

: -
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很好地解决
.

前人的工作都是从控制方程的谱半径出发来研究这个问题
〔5 ’,

我们知道
, 最大

广义特征值无法准确地估算出来
,
没有直接和简单的估算公式

,
所 以按这种研究策略已有很

长一段时间没能取得重大进展
.

在本文中
,
我们提出两个新概念

, 从与以前工作不同的途径

推出一些拿新吟结娜准雌领域中取得
一

了一点突破介
’ -

一

二
、

有限元列式和单调性

我们研究如下抛物型热传导方程
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这里S ,表示具有第三类边界条件的第 j个单元的外边界
.

在(2
.

幻中
,

温度刚度阵〔K 〕由两部分组成
:

rK
: 〕是各个单元 的刚度 贡

.

献
,

而〔K
。

1是

边界的刚度贡献
.

如果存在第一类边界
,
应对〔K 〕和 {F }做如下处理

:

把 K
。。
换成 刀尤

。 , ,

F ,
换成BK 。。T

; ,
这里B是大数

,

可取B = 1 0
8 , k是第一类边界面上的节点

.

用一组差分格式把(2 沼浓时域 上离散为
_

- 、刁 ·

~
、 -

L

一
_

止坷汉褂
” ‘’一{q}

”

)/4 t+ [K j(0 树
” ‘’+ 咖 }

“

)别护俨
’+ 州凡

”

。
.

3)

其中上标表示各离散时间步
, 0簇口( 1 , , 一 1 一0. (2

.

3 )还可改写为

(〔M口/ △t + B〔K 〕){g }
” + ‘

= (「M」/ A r一 , 〔K」){g }
”
+ 0 {F }

”十 ’+ 夕{F }
”

(2
.

4 )

因为算法(2
,

4) 当夕》。
.

5时是肇对稳定的
〔6 ’,

我们只研究‘) 0. 5的无源问题
‘

如前所述
,
有限元解很可能表现 出

“振荡
” 和 /或

“

超界
” .

经过仔细研究发现
,

这两种

现象都破均贫r无源热传导橱题的温度场所应具有的时间单调性和空间单调性
〔“, ’。

几图 2 的结

果破坏了时间单调性
, 称作

“

振荡
” , 而图 1 的结果破坏了空间单调性

夕 称作
“

超界
” .

无

源热传导问题的温度场总应具有时间单调性
,
在某些情况下 还应具有空间单调性

,
.

所以合理

的数值解库寻有募种单调件
〔’。’.

这一新观点使我们获得全新的和有用的结论
.
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三
、

时 间 单 调 性

时间单调性 的定义
:

若T :和T 。
> T

。 ,

则对任意时刻八
,

{好
’ + ’

> 匆 }
” ;
或若T :和 T

3

《T 。 ,

则对任意时刻t。 , {g }
” + ’
《 {g }

“ .

对无源热传导问题
,
可推出

(〔M 〕/ 么t + 投〔K 」){q }
” + ’二 (「M 〕/ △t 一夕〔K 」){g }

“

+ {F }

‘F , 一

军‘
T

3

{丁
: , 〔万」

r d s (3
.

1 )

可从(3
.

1) 中推出

([M 」/ A t + 0「K 」)({q卜
” 十 ‘
一 {g }

”

) = (「M 〕/△t一 , 〔K 」)({g }
”
一{g }

” 一 ‘)
·

(3
.

2 )

(〔M」/ A t+ 0「K 」)(王g }‘一 {g }
。

) = {F }一工K 〕{g }
。

(3
.

5 )

假定初值 T
。

是常数
, 则{q}

。
~ 犷

。

{I 卜
,
{I }二 {1 , 1 , ⋯

,
1 } , .

下面我们仔细研究 (次3) 的右

端项
。

i. 没有第一类边界
.

考察〔K 〕= 〔K
。」+ 〔K

: 〕, 已知〔K
; 〕是个半正定的奇晃阵

, 其任

意一行元素之和及任意一列元素之和汾别为零
, 即〔K

; 〕{奸
。
~ T

。

〔K ; 〕笼I }= o ,

由此推得

凌F }一仁K 」{q }
“
~ {F }一〔K 。〕{g }

“
= {F }一T

。

〔K
: 」{I }

一

军
·”
!{

: , 〔N 〕, ‘T
3
一T

。

〔N 」“ , , “S 一 (,
’ 3
一犷

。

,
军丁!

: ,

‘〔N 」
, “5

.

(3 :‘)

在瞬态分析中
,
为提高求解效率多使用低阶单元

.

对平面三角元
、

平面四节点等参元
、

·

四面

体元
、

空间八节点等参元和一维线性元等低阶单元
,
在单元边界上。《「N (x )〕月《{l } ,

考察

(3
.

2) 可见
, 当满足 (3

.

5) 时 , 若T 。
》T

。 ,
则 {好

‘
》 {好

”, 或若全
:

《T
。, 则 {q}

’

《王奸
“.

(〔M」/ A *+ 8〔K 〕)
一‘
》 0 (3

.

5 )

再考察(3
.

2 )发现
,
按照数学归纳法

, 当满足 (3
.

6) ,
若T

3

》T , ,
则{时

“ + ’
》 {时

” , 或若

T 3
《 T 。, 则 {q }

” + ’

《 {q }
” .

(「M〕/ A才+ 0 [ K 〕)
一 ‘

(〔M 〕/ A t一 , 〔K 〕)> o ; (〔M」/ △t+ 口【K 」)
一’
》 o (5

.

6 )
.

2 资 存在第一类边界
.

设节点 k 在第一类边界面上
,
王F }一「K 工{时

。

中对应的元素为
:

(、: }一 :尤〕、Q ;
。

)。一F , 一

(惠
K 舌‘一K 二 + BK 二

)
一 (B T I 一(B 一1 )T

。

)K 一 (3
·

7 )

在 (3
.

7) 的推导 中利用了兄 K
。‘一。,

这里 l是节点总数
.

引入大数B 是为使在任意时 刻 t。 ,

嵘 = T : , 理论上讲
, B 非常之大

,

以致于可认为B 与 B 一 1 相等
,
在计算机上

,
大 数 B 会 把

B 一 1中的 1
“

吃掉
” ,

所以可得

(凌F }一〔K 只好 0) * 二 BK , 。(T : , T
。

) (3. 8)

把 (3
.

8) 与 (3
.

4) 做比较 ,
可见

:

同样满足 (3
.

5 ) ,
若 T ,

》 T 。,
一

则 {好
‘
》 {好

。; 或若 T :
‘几

,

则{q }
‘

《笼好
“ .

同理
, , 按照数学归纳法

,
也可推出(3

1

6 )
.

:

总而言之
, (3

,

6) 是具有时域上单调解的一组充分条件 (计算准则 )
, 卜

、

一
一

还有获得合理数值解的其它准则
,

‘

其中一 组为
‘ , -
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(「M J/ △t + 0「K 」)
一 ’) 0 , (〔M 」/△t一尹〔K 」)> 0 (3

.

9 )

在 (3
.

6) 和 (3
.

9) 中 ,
都要求逆阵

,

这会产生很大的计算量
.

根据矩阵分析理论
【。’,

如果

一个正定对称阵的非对 角线元素都非正
,

那么其逆阵必是非负 的
.

记「A 」= 〔M 〕/ At + 0〔K 」,

因为〔K 」和〔M」都是正定阵
, 则仁A 」也是正定阵

,

那 么 若 A ‘, 成。 (‘今 j) , 必有〔A 〕
一 ‘》0 ,

这样可推出另一组计算准则

刁‘, = M
‘,
/ △t+ SK

‘, ( o (i斗了) ; [M」/ △t一, [K J> o (3
.

10 )

进一步考虑对线性元
,

·

令其内角不大于司 2 ,
易于证明K

‘, ( 0‘
2 ’,

M
。,
) o , (3

.

10 )退化

为

M
‘, / A t+ SK

‘,
( o (i今j) ; M “ / △*一 , K “》 o (3

.

1 2)

(3
.

1 1) 可进一步写作

一m in (M
‘,
/ OK

‘, )《△t( m in (M “/ , K ‘. )
一

(3
.

12 )

踌
·

￡

可以认为
, (3

.

6) 和 (3
.

9) 是一般的充分条件
, 而 (3

.

10 )和 (3
.

1 1) 或(3
.

12 )是更方便也是

更严格的充分条件
.

四
、

空 间 单 调 性

空间单调性的定义
:

对任意时刻 t. 和任意节点 i,
若叭》姚

,

则叭
十 : > 鱿 , 或若 鱿《姚

,

则q牛
, i
《 q飞

。

由于极难推导出两个相邻节点的温度差 公
十 : 一公的显式公式

, 就不能象对时间单调性那

样 , 也斌空鸿单调性推出一般的结论
.

但是对某些特殊的
、

具备空间单调性的情况 , 我们可

能幸运地获得一些有用的结论
.

我介丰长考虑第一节中的例子 , 对于宽度为么厉的线性元
,
可推出

·

、

川月日”日日日日J(

,土

一
2
. 。. .孟

一

1

4 1

1 4 1

1 2

,

{
, 【

一

{
1 一1

一 1 2 一 1

一 1

一 1

一 1

l + 刀△劣

a夕T
。

} ,

注意 到 [K 」{g }
”
二要如 一g 全

, g 全一 g 璧一(q 言一‘ )
,

q 璧一‘ 一 (g 全一姚 )
,

⋯
,

口下
一 : 一 g 节一 (g 了

一 :

一引
一 : ) , (1 + 刀△% )引 一衅

一 : } ,
·

a / △劣
,

我们很幸运地发现
, 对任意时刻 t, , 〔K 〕{奸

’

) 。意

味着T (戈 , t) 是一条从左到右单调减的曲线
,
而〔K 〕{q }

”

( 濒lJ刚好相反
,
这是由于〔K 」中的

元素除最后一列外
,
都是 1 或一 1或2

.

可以从 (2
.

4) 推出

[K 」{q }
“
= {F }一 (〔M」/ △t一下[K 〕)({g 卜

“
一 {g }卜 , ) (4

.

2 )

注意到魂F }的所有元素除最后一个 外 都 是 零
,

1

我们发现
尸

, 当满足 (3
.

6) 或 (3
.

9) 或(3
.

1 0) 或

(3
.

1 1 ) , 那么对任意 时 刻 t。 , 若 T : 和 T 3
》T 。 ,

{g }
”

》 {g }
” 一‘; 或 若 T : 和 T

s

( T
. , {g }

“

《
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王q }
”一 ’, 由(4

.

2 )可见
,

解答具有空间单调性 (注意
:

证明中未用到王F }和〔K 」的最后一个元

素)
。

从上述特例可见
,

时间单调性将导出空间单调性
,

但反命题并不成立
,

见第六节中的例题
.

五
、

集 中 质 量 阵 算 法

很多研究者
L“,
” “’用 集中质量阵代替协调质量阵

,

试图改进计算结果
.

很多计算结果表

明 ,
适 当集中质量阵〔M」会改善计算精度

,

但一些研究者以为这种方法会避免
“

振荡
” ,

这

种观点是错误的
.

集中质量后
,

M
‘, 二o ,

M “有所增加
,
从 (3

.

1 2) 可推出

0( △城m,i n( M “ / ?K “ ) 江 1)

由(5
.

1 )可见
,

集中质量后
,
对 △t没有下界要求

,
但仍有上界

,
尽管上界提高了

.

我们的计

算进一步证实了这一 结论
,

若使用 (隐式) 后差格式
,

即取0 ~ 1 ,

对价没有上界要求一
一

上界趋于无穷大
,

所以保

险的策略是使用集中质量阵的后差格式
.

六
、

算 例 和 结 论

考虑第一节中的算例
,
如果右端是换热的

,

由 (3
.

1 2 )和 (4
.

1) 推出

i / 6 0《 a △t/ △二
2
《 i / s(i 一 0)(i + 刀△二) (6

.

1 )

如果右端是定温边界
,
可推出

1/ 6口《 a △t/ △砂( l/ 3( 1 一 0 )

”
(6

.

2 )

若集中质量
, 上面两个公式分别化为

o ( a △t/ △扩《 1/ 2 (1 一0 )了1 + 刀△、 ) ; o( “△t/ △扩( 1 / 2(1 一0) (6
.

3)

取a = 6 7
,

刀= 0
.

0 3
,

么戈= 2 0 ,
T

。
== 1 0 0 , T

3
二 7 0

,
L = 1 0 0 0

,

由(6
.

1 )得 1
.

9 9《△t簇2
.

4 9
。

计算表明满足这个不等式将得到具有时间和空间单调性的解
, 八t = 2 的计算结果列于 表 1 ,

受本文篇辐限制
,
表 1 中只给出前三步的结果

.
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·
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·
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·

“
{ 10 0

·

“
】
”8

·

“

10 0
.

0 } 9 8
.
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.

马

若取At == 1
.

5 < 1
.

99 (下界) ,
解答不具备单调性

, 见表2.
. ‘

若取 At > 2
.

49
.

(上界 ) 直到2
.

9 ,
解答仍具有两种单调性

,
因为 (3

.

6) 和姆
、

9) ~ ( 3
.

1幻

都是充分条件
.

但若取△t大小2
.

9 , 比如△t = 4 ,

解答只有空间单调性
, 见表3

.

我们所做的大量计算表明
, △才大于上 界仍可得到单调解

,
但小于下界却不行

, 上述第一

条结论在本文第一作者的博士论文中已给出证 明
.

若At 取得更大
, 比如 At = 15 , 则解 答与

△t” 1
.

5时相似
, 不具备单调性

.
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表 3 也表明
, 空间单调性不同于时间单调性

夕

它 还说明
,

阵
, 3」中的结论不足以保证获

得无
“

振荡
”

的解答
.

因为热传导
、

传质或扩散等过程的控制微分方程在形式上完全相 同
,
都是抛物型偏微分

方程
,
我们实际上获得了这一类抛物型方程的有限元算法的计算准则

.

本文在抛物型方程的

数值分析领域里取得了一点突破 犷对于研究铸造
、

化学反应等包括扩散现象的数值模拟的工

程师很有用
.

若希望了解推导和证明的细 节
,
请参阅 L10 二

.

衷心感谢潘敬哲博士提供资助
.

与王意博士和邓康博士的讨论使我们获益不小
,
还要感

谢邻瑞锋教授
、

陈万吉研究员和孙焕纯教授的热情指教
.
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