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摘 要

本文用摄动法研究了不均匀的杆
、

梁和圆膜的高频渐近性质
.

对有间断的物理参数的情形也

作了讨论
.

当物理参数
、

几何参数随杆或梁的轴线变化
, 或随圆膜的径向变化时

,
一般情况这些结

构的频率
、

振型只能借助于数值方法求得
.

但是
, 对于它们的高频

,
却可 以 用 分 析方法估

计
.

了解它们的高频渐近性质
, 对于研 究振动结构的定性性质是有用的

,

对于给定频率数据

以构造结构的物理参数的反 问题来说更是必要的
.

在【1〕和〔2 〕中
,

对不均匀杆的问题作了初步讨论
, 后者用摄动法作 了 一 阶 近 似 分析

.

H
.

H oc hs ta dt ‘“’曾对杆的高频渐近性质给予详细分析
,

V
.

B ar ci lo n 〔毛’对梁的问题给出了一

阶近似估计
.

本文统二用摄动法给出了杆
、

梁和圆膜的高 频渐近估计
,

而且讨论了杆和梁的

截面参数不连续的情形
, 给出了相应的结果

.

一
、

不均匀杆的高频渐近性质

当弹性模量E
、

质量密度 p
、

截面积A 随轴线%变化时
,

耳
二

(
: ,

吕兰)
+ p A 。’“一”

这里以 两端固定的边条件为例讨论杆的高频渐近性质
.

圆频率。和振型夕的方程为

(1
.

1 )

此时 y (的二夕(I) , 0
.

作变换

功(t)二 (E p A
么

)
’/ 4 y (劣) ,

当E 月和p A 的二级微商存在时
,
方程 (1

.

1) 变为

一
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.
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边条件
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对于大咖
,

贪程恤
.

幼的渐近解可表为卿
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‘
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p

l
。

鑫
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.
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代入方程(1
.

3 ) ,
并使。的同次幂相等

,
得到蛛的方程
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其中口, 是常数
,

如只取前四项
,
功(f) 可表为
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.
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注意到对于均匀杆
, 即E

, p
,

A为常数时
,

气

\
、

、

,二布
~

刀汀 l乙
o, 。

= 一了一口一
“

’

P
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.
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式(1
.

8) 表明
,
在略去 o( 1 / n) 的意义下

,
高须与截面积 A (劝无关 , 而且对于相同的
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膜的高频渐近性质

!;
斌
砂、

的杆
, 不论p (劝

,

E (二)如何变化
, 其高频是相同的

,
就是具有常数值

、
一

({:
、户

.

(面对瓦角 “/,)
的均匀杆的高频

.

本节处理的杆的高频渐近结果只适用于杆的截面参数充分光滑时
,
有间断的情况完全不

同
。

二
、

参数有间断情形的杆

设杆在二二al 处
, a < 1

,

E A 和 p A 不连续
,

而在 。( 二( aI , al ( 二《 I两段 内光滑
,
分别

以 E ; A l , PI A , 和 E ZA
Z , p : A :

表示两段 内的刚度和质量参数
,
仍以两端 固 定 为 例来讨论

.

如两段杆皆为均匀
,
频率方程是

sin (斌两/ 万
: 。“l)e o s (斌p Z

了瓦
一

。子(i一a ))

+ 刀c o s (双p ;
/ E : 。a l)s in (斌p :

/ E : 。l(1 一a ))~ b
·

(2
.

1 )

其中 刀二斌云
; p : A ,

/双 E
Zp : A : .

对在两段内分别光滑而不均匀的杆
,

分别用 y ,

和y Z

表示这两段 内的纵向位移
.

对这两段

分别列出运动方程
,

分别作出形式如式(1
.

2) 的变换
,
得到两个如方程 (1

.

3) 的方程
.

再设分

别有式(1
.

6) 的渐近解
.

利用两端的位移为零的边条件和在截面间断处(劣 = al )位移和内力连

续的条件
,
得频率方程

‘
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式(2
.

2) 表明 ,
在高频的清形频率 依 赖 于 a (表 征 截 面 参 数 间 断 的 位 置 ) 和 刀

: =

「斌 君1

从 刁 ;
/ 材 E : 几 A

:

〕
: 一 。 :

(表征间断的大小) ,
而与各段的截面积 A (习 无关 , 对具有

相同的a ,
刀

,
且两段的积分

·

!:
‘、户

;
/、

。 d一
{:

: 、/、/、 d ·

分别相同的杆
,
频率是相同的

,

也就是具有常数值

、p l
/ E : d , / a‘

)阿扎
月|灿z龟犷、

、了了.妞、
、

p , 。
/ E , 。=

P : 。

/ E : 。二 、, :
/ 二

: d , / (1 一a ‘))
的两段均匀杆合成的杆的频率

,
频率方程(2

.

2) 趋于方程 (2
.

1) (。 , oo )
.
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三
、

不 均 匀 梁

梁的抗弯刚度r( 劝
,
单位长的质量m (幻

,
振型方程为

篡
:

令(·)‘
“

劣
, )一

(· , ”(· , 一”
(3

.

1 )

对于均匀梁
, r( 劝

, m (劝为常数
r和m

.

悬臂梁的频率方程为
e h (斌奋 (。/

r )
’‘4 1)e o s(研石(m /

r )’
‘4

1)二 一1 (3
.

2 )

对高频情形
, 渐近表达式为

。os (斌面 (m /
r )

’‘

叮)= 0
.

高频的近似表达式为
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了了
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.
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、
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“
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‘
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、

铰支和固定的梁的高频近似表达 式分别为

(。一 1 / 4 )
“二2

l名
了二
尸 爪

(。+ 1 / 4 )
“二名

l
名 探
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,
在高频情形设振型渐近展开 式为

。
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熏
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,
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于是 y ( 劣)的基本解
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a :。加功
, 一咕
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, , h价
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b3 s h必
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其中 价 , 认 , 伪 是 口,
诱

: 和 功
2

的函数
.

舍去 。 的高阶小量
,
得高频情形的频率 方 程渐近表

‘

达式
_ ;

_
、 、

co s (j (l )材矿一 g (l )/斌石十。(l 加)) 二 O 厂 一
一

_

(3
.

7)

从 而高频的渐近表达 式为
月

·
一 二

.

_ 、

_ (n 一 1 / 2 )
2 二Z

f
, .

U, “
~ 气厅了一一, 一下一尸又盛 ! 1

甲

戈3
。 (m / r )

’“d “)
“

2 夕(l) l (m /仁)“‘d 二

(。一 122)
2二名

. _

1 1 、1
十伙

一

n’ 月
(3

.

8 )

对于一端固定另一端滑动
、

铰支和固定的梁
,
高频的渐近表达式和式(3

.

8) 一样
, 只需将 (,

一 1 / 2 )分别换为(, 一z / 4 ) , (, + t / 4 )和( : + z / 2 )
.

式(3
.

8) 表 明
,
在忽略o( 1/价)的意义下

,
梁的高频只依赖于

· -

、

“一
!:

(m /
r )1 1 4 d ·

_
.

对于具有不同的m (劝和
, (劝的梁

,
.

只要M 相同
,

梁的高频是相同的
.

由式 (3
.

3) 知道
,
它们

和一个具有常数值
, /一 ({:

(m /r ) : 了‘

叫
‘

的均匀梁的高频相同
.

四
、

参 数 有
’

间 断的 梁

梁在劣于al , a < 1 , r (劝
, m (劝有间断时

, 上节的处理是无效的
.

如(0
, at ) 和 (al

,

l)

两段梁的
, ”

(劝和m “

(劝存在
, 则两段梁分别用上节的振型渐近展开式

,
利用间断处 (, , aI )

两段梁的位移
、

转角
、

弯矩和剪力的连续条件
,

可得梁的频率方程的渐近表达式
.

咖
口

,

悬

臂梁的频率方程为
c , c : 一2 5 : s声Zb么+ (c , + ; ,

)(c : 一 5 2 )a b
3

+ (c : ee s :
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b + c : c声4 b
4
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.
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.
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对于两段梁都是均匀的情形
,
可直接 (而不是由式(4

.

1) 和 (4
.

2 ) )得到 频率方程
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·

a枯
2
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.
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其中
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/
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)
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.
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式(4
.

1) 和 (4
.

2 )表明
,

t

对于不同的梁
,

不论两段梁的八(朴和脚式幻
, i~ 二

,

2, 如何变化
,

只要各梁段的俩/r()
‘,4 的粉分分别相同

1
.

间断位置相同
,

:

间断处的m ,

(al )/ma (叻和 rl( aI) /

r

z(a l) 相同‘ mlJ 梁的高 频在忽略
”(l / 斌‘ ) 的意义下是相同的

·

比较式(4
1

3) 和 (4
·

4) ,

它们

和具有常数值

m , / r , 节U
。
‘m , / r , )“

’
a 劣/ a ‘)

’ m ‘/ 『, 娜气J
(仍 :

/ r : )‘
产4 d 劣/ (1一以)今

的两段均匀梁合成的梁的高频相同
.

五
、

轴对称不均匀圆膜

对于轴对称的具有不均匀的单位面积上的质量
m

(r) 的圆膜
,

振型在环向可按三角级数

展开
,
考虑它 的一个环向谐波

,
振型是

u (r ,

0 )= F (
r )sin , 8

F (r) 满足方程

享
+

李
一

丁
+

份
一

叨 一黝
“一。

(5
.

1 )

其中T 为张力
.

均匀质量m (r )‘ m 时 , 周边
『= a

固定的圆膜的振型

F (r )= J
,

(。斌而2丫
『)

J
,

是第一类贝塞耳函数
.

高频的近似表达式为

(5
.

2 )

, _ 、

l / r
叭 = L枷十兀 / 4 十 L”十 l ) 兀/ 艺J万闷丽 (5

.

3 )

对方程(5
.

1 ) ,
作变换

F (r ) = r 一 ‘了ZG (r )

得方程
d峪

.

了
_ _ : m (r )

.

1/ 4一沪 、二 _ 。

尸

j 二犷 , ,
. 山 一7 万 一

~
1

. 一一二「—
-

J甘一 V

“ r 一 、 J 了 I

这是属于带奇点的转点问题
「“’,

可得渐近式

二(! )一

瞬勺
一“ ‘

〔袱之
一

平
一

司
““

巨
,

(
。

{:之
一

李 , 哟

十BY
,

喊汀
一

平喇 (5
.

4 )

由于F (, )在r , O处有界
,
而

悠忧
研

了哟/
, 二、而而产

从而 B = 0
.

对周边r = a 固定的膜尸(a) ‘0 ,
得频率方程的渐近式

,.( o,J0o 斌
~

斌可2才哟
一“ 。今 -

(5
.

5 )

及高频的渐近表达式
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响
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6 )

式 (5
.

6 )表明
, 不论拼 (r )如何变化

, 只要

!:。
‘r) “r

相同 ,
膜的高频是相同的

.

比较式(5
.

3) ,
这些高 频和具有均匀质量

脚*

(J0a
、
而

、dr可
‘

的膜的高频相同
,

六
、

一 个 数 值 算 例

一矩形截面梁
,
高度h呈线性 ,

厚度为常数
, 长l= 3 0 0 ,

在戈 = 0处 h = 31 , 戈 = 3 00 处 h =

1
.

表 1的第一行是劣 = O处固定劣 = l处 自由的悬臂梁的第1至 15 阶频率
,
单位为H z 。

第二行为

‘= l处固定 二= O 处 自由的梁的频率
, 它们由有 限单元法计算

.

第三行是相当等截面梁 的频

率
, 其相当的梁高由

fn / r 一

({:
岁tn (

承、二) ‘·/‘)
‘

计算
, 即

*一‘么

/ (!:
、

一

刀、、) d 二

)
’

第四行是按公式(3
.

3) 计算的频率近似值
.

结果表明
, 即使对于变化很大 的 变截面梁

,

在不

大的几阶频率以后
,

渐近解的结果已经很好了
.
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