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摘 要

本文应用广义变分原理
,

构造了适合正交各向异性薄板静动力分析的矩形单元 M R 一 1 2
.

计算结果表明
,

基于广义变分原理的非协调元具有很好的收敛性和计算精度
.

证明了广义 变分原

理在建立非协调单元中的有效性和优越性
.

MR 一12 单元的计算格式和普通矩形板元无原则性的差别
,

极易推广使用
.

前
一』一
一
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.
叫. . .

二月

在板壳的有限元分析中
,

非协调元一般比协调元优越
,

因此
,

研究非协调元在有限元分

析中具有重要地位
。

在非协调元的研究中
,

有 Od e 。 的罚 函数法
,

卞学钱的杂交元法
,

Zie n k ie n w icz 的缩

并降阶积分法
,

以及唐立民的拟协调元法
。

上述各法各有特点
,

但也都有困难
。

钱伟长教授

自1 9 7 9年以来
,

用识别的拉氏乘子法和广义变分法
,

导出了用原有待定场变量表示的连续条

件
,

在理论上使该法具有明确的物理意义
.

该法已被美国
“

应用力学进展
”

所接受
。

本文根据钱的理论
,

构造了矩形非协调板元 M R一 1 2
,

证明了钱伟长方法的收敛性和计

算精度都具有良好的性态
,

并推广了钱的方法
,

使其适用于正交 各 向 异 性 板 的 静
、

动 力

分析
。

二
、

适合薄板有限元计算的分区广义变分原理

将薄板所在域分成 N 个子域

口, 乙口
‘

又设板上除横向面力子和边界力从
,

卫
。

作用外
,

还有集中力户句(吞: ~ 1
,

2
,

⋯
,

k
。

)
.

集中

力户* 、的作用点以及给定位移 仍如(气== 1
,

2
,

⋯
,

寿动都在各子域的的角点上
.

对 于 典 型子域

口
.

(图 1)
,

其广义泛 函为
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,

那么

H
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就是建立协调薄板单元的广义泛函
.

若在相邻单元边界上
,

社移函数的选择使 , 斗 ,
’

或 切 ;
。
钾 切 ;

‘,

那 么为消除位移协调

条件
,

引入拉格朗日乘子 才护
’ ,

刀护
’ ,

作新的泛函

“ , 一“
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3) 的变分驻值原理
,

可以得到各单元的平衡方 程
、

边 界条件
、

角点条件
,

还可识别拉氏乘子

( 2
.

3 )

同时

心
, ,

= 一 H 二= 一 H f
,

此
‘ ,

。M盆二 一M f ( 2
.

4 )

计算中通常取

此
‘’

~ 一 (H : + 万f )/ 2
,

此
‘’= (M : 一M扩)/ 2

( 2
.

5 )

将 (“
·

6 )式代入 ( “
·

“)式即可得建熟非热尹板元的广义泛函
·

三
、

基于广义变分原理的矩形薄板单元

如图 2 所示的薄板
,

厚度为 h
,

取直角坐标系 O 戈y : ,

使 O 劣y 位于薄板 的中面
,

当薄板

的材料为正交各向异性时
, 劣,

y 轴分别平行于材料的弹性主向
.

将图 2 所示的薄板划分成一组矩形单元
,

其中任一单元如图 1 所示
.

为方便
,

引进自然

坐标系
、

叱泞 (图 3)
.

取结点的广义 位移为

( 3
.
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板单元的横向位移可以表示成
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.
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为了和通常的有限元的做法一致
,

把位移边界条件的处理放到静力方程形成后进行
.

此

外
,

由于所取插值函数沿相邻单元边界的位移是协调的
,

即 扩二 w
, ’ ,

所以 (2
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于是
,

用于实际计算的广义泛函为
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采用有限元常用的方法对静力方程(3
.

5) 进行边界条件的处理
,

[叉〕{d} = 笼奋}

求解方程 (3
.

6 )
,

可以得到各结点广义位移的解
.

9 5 1

得到修正后的静力方程

(3
.

6 )

四
、

算 例

按本文推导的结果
,

编制 了计算程序
,

进行了计算
.

计算采用弹 性 方 板
,

网 格划分见

图 4
。
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· R一 12 为用最小势能原理建立的矩形单元
.

五
、

M R 一12 单元求解薄板的自振频率

M R一 12 单元的质量矩阵为
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于是 M R一12 求解薄板的自振频率可 以归结为一个广义特征值问题
:

〔K 〕一义[M」= 0 (5
.

1 )

几= 。么

求解 (3
.

6) 式
,

可以得到薄板振动时的固有频率
.

本文计算 了 几个例题
,

计算精度令人

满意
。
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.
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七
、

结 论

基于广义变分原理的非协调单元 MR一1 2
,

有着很好的收敛性和计算精度
.

和基于最小

势能原理的同样单元相比
,

其优越性是明显的
.

它不需要增加新的单先变量
,

从而便计算过

程简单易行
.

同时
,

几何不增加数据准备工作量
,

使 MR一止具有很好的实用价值
,

便于推

广使用
。

本文的工作验证了钱伟长的非协调单元理论
,

表明广义变分原理支持的非协调单先有粉

十分广阔的前景
。

本文工作得到了卢文达教授和何福保教授的支持帮助
,

在此谨表衷心感谢
。
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