
应用数学和力学
,

第 10 卷第 11 期 0 989 年 1 1月)
A PPlie d M a比e皿a t io s a n d M e e ha n ic s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

非线性扩散方程静态解的稳定性
’

张 国 初

(北京经济学院经济数学系
,

1 0 8 8年 1 1月29 日收到)

摘 要

在本文中我们考虑下列非线性扩散方程在时间充分长时的性态
“ , , (中(u ))

, 二

+ 吵(u )
,

(戏 R
,
t(R

+ = (0
,

+ ao ))

其中 函数中(“)和势(川允许此方程具有行波解
.

首先我们给出该方程柯西问题的广义解的存在性
、

唯一性和一些比较原理
.

然后给定 甲(u) 的某些条件
,

我们证明了一些阀值效应
.

由这些结果我们

可以看到在这些假设条件下
,

静态解: 二“是稳定的
,

而。二。或。 = 1是不稳定的
,

等等
.

已! 性绪
矽 . 不刁

本文中我们要研究的主要方程是
。.

= (甲(u ))
, :

+ 沪(“) (劣〔R
, 才〔R

+
二 (0

,

+ 。 )) (1
.

1 )

u (劣
, O)二“。(劣 )李 0 (正R )

,

(1
.

2 )

其中 甲(。)
,

叻(“)和 u。(劝满足某些条件
,

这些条件将在下节中给出
.

这里我们假设诃(0) 二 0
,

。> 。时诃(时 > 0
.

当“> 0时方程 (1
.

1) 是一个二阶抛物型偏微分方程 ; 但是当
“= O时

,

它蜕

化为一阶方程
.

这类问题出现在若干科学领域中
,

诸如描述气体动力学模型
、

火焰的化学力学以及生物

种群遗传学
.

在正常的火焰传播过程中
,

由于分子热传导
,

热从较高层传到较低层
.

当温度

从某一点升起来时
,

从该点开始化学反应并发散热
,

由热传导提高了周 围气体的温度
,

于是

燃烧漫延开来
.

这种反应将漫延到整个气体
.

当分子扩散系数和热扩散系数相 同时
,

燃烧物

质的温度和浓度成比例
.

因此这种过程几乎是各向同性的
.

函数 以二
,

O 可表示温度或浓度
。

在生物种群遗传学模型中
, 。(二

,

t) 表示种群密度
,

而中(。)代表种群流量
,

劝(“)就是代表种群

密度纯增长率的局部流
。

A r

on
“
On 和 W ”in ber g er ‘盆’

给出了一些关于方程
。 .
二‘

,

+ 势(幼 的阀值效应
.

例如假设

州的满足某些条件
,

li m 袱 二
,

t) 二 a ,

或。二 0
,

或 。二 1
,

其中 0 < a < 1
.

我们把一些阀值效
口 ~ , + 。 J

应的结果推广到关于方程 (1
.

1 )
.

.

李骊推荐
。
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二
、

一 些 预 备 性 结 果

本节我们给出下列柯西问题解的存在性
、

唯一性和比较原理
.

u :
, (中(“))

: ,

+ 砂(u ) ((劣
,

t)〔R x R
+

)

”(%
,

0 )= u 。(戈 )) 0 (劣〔R )

如果我们记
。= 侧

。)
,

而且定义中 (v) = u犷则

少二中
一 ‘ 或 甲二中

一 ‘

假设巾
, 切,

沪满
.

足下列基本条件

( i ) 巾 (v )( C
,

(〔0
,

M〕)
, : ( (0

,

1 )
,

M > 0 ,

(11 ) 沪(。)〔C , 十夕(〔0
,

M 〕)门C
Z + 声(仁,

,

M」)
,

戊 (0
,

1 )
,

o< m < M ,

(111) 甲 (t , (。)》 0
,

k二 0
,

1
,

2 ; 当“> 。时甲
,

(。 )> 0 , 甲,

(o )‘中(o )二 o ,

(iv ) 势(。)(C (仁。
,

M」) 门C
‘十 ,

(「m
,

M 〕)
, r ( (o

,

z )
, o < m < M ,

( v ) 叻(0) 二 0 ,

叻(的关子
“
》0连续

,
一

对充分大的
。 ,

砂(“)《O ,

(, i) 。。(二)> 0有界
, 。。和 u ;连续

,

而且甲(。
。

(劣) )是 L IP助 h宜tz 连续
.

例如尹(“)“ u . ,

势(。) , 。(l一 u )(“一 a ) (0< 度< 1/ 2 )就满足这些条件
.

定义 1 一个有界的满足 H 6 1d e r 条件的函数u( ,
,

t) ) o
,

如果在包含于

域G 中满足下列积分等式
,

我们称它为 (2
.

1 ) 的广义解
:

(2
.

1 )

(2
.

2 )

R x R
+

中的闭

门::
。* (· ,几 + ult + , ‘·, ‘“““‘一

Cu,l :
“ 一

{
, (。) ,

,

{
‘’、,二。 (2

,

3 )

吸火。

其中f(“
, t)是任意连续函数

,

定义在 〔二。
, 二 ,

J只 〔t。
,

t, 〕C G 上 (t
。

< t , ,
x 。< 二 ,

)
,

另外 f
。,

f
: ,

八
.

也连续而且 当“ , 二。, 二“ , ,时f为零
.

在本定义中G 可能就是R x R
+ .

定义 2 如果在定义王中给定的。也满足 (2
.

2)
,

那 么它就称为 (2
.

1) 和 (2
.

2) 的广义

建孕
.

下面是方程 (2
.

1) 和 (2. 2) 的广义解的存在性定理
.

定理 1 存在 (2
.

2 ) 不不了 (2
.

2 ) 的广义解
.

在 R x R
+

中的点 (二
,

t )
,

当t> o 以及
。(二

, t)

> (刚
.

,

函数城 x
,

t) 有连续导数
。: , 。: ,

‘
: ,

而且它在通常意义下满足 (2
.

1 )
,

定理的证明参见文献〔8〕
.

下面我们再给出一些解的比较原则和唯一性定理
.

定理 2 考虑下列柯西问题

u :
二〔甲(u )〕

: ,

+ 砂(u ) ((劣
,

t)〔G :
或(戈

, t)〔H
: ) (1

.

1 )
‘

其中 口 : = {I< 戈< + 闪
, 0 < t< 十、}

,

H
:二 {一 、< 二< l

, t> 叶

鲜凡 。
卜州劝》

o “《 , < + “ 或一 OO < ‘

心) (1
.

2) ‘

假设定理1中条件 (i)到(v i)成立 , u (叉
,

t)是 (2
.

2 )‘和(2
.

2 )产的广义解 , 阴(二
,

t)是 (1
.

1》
产

的广义

解
,

而且
u。(劣)《 , (劣

,

o ) (I< , ( + OO 或一 oo < 劣< l) (2
.

4 )

“(l
, t)《切(l

, t) (t》 0 ) (2
,

5 )

那么 ”(劣
,

t)成, (%
,

t ) ((劣
,

t)〔G :
或H

:
)

而且如果“(l
, t )不恒等于 , (l

, t)
,

那么在G : (或H
;

) 中u (二
, * )< 。(二

, t)
.
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证明参见文献〔8」
.

一

如果G ‘
(或H Q 扩充到R x R

+

中
,

我们不难推得下面定理
.

定理 3 塔定第二节的假设条件 (i )~ (v i) ,
假设

、(二
,

约是方程 (l
.

1) 和 (l
.

2 ) 的广义

解
; 功 (%

,

t) 是 (1
.

1) 的广义解
,

而且
“。(劝 = u( 二 ,

0) ( 。(‘
,

o)
, 二〔R

.

那么

或者 u (二
,

t)三阴(尤
,

才)
,

或者
u
执

,

矛)< 切你
,

t)
.

推论 1 在定理3的假设条件之下
,
柯西 问题 (1. 1) 和 (1

.

2 ) 的解是唯一的
.

证明 直接用 以上定理即可推得
.

由定理 1可知
,

在以二
,

t) > 0的点 (, ,

t)
,

方程 (1
.

1 )
‘

可写成如下形式
:

v 二 :

一中
,

(v )口
: + 沪(中(v )) ~ o (2

.

6 )

因为甲
‘

(u )> 0
, 公)

“
意味着公>

v ,

其中乃= 切(公)
, 口= 甲(的

.

由此得下面推论
.

推论 2 设“(二
,

t) 是 (1
.

1 )
‘

和 (1
.

2 )
‘

在“中广义解
, 公(二

,

t) 是(1 .1 )
’

在 ‘:
中广义解

,

而且

u0 (劝 ( 创 %
,

0) “簇劣< 十 冈) (2
.

7 )

u (l
,

t)( 。(I
,

t) (o( t< + 。 )
’

(2
.

5 )

且口
v (二

,

0 )《公(,
,

0 ) (l( 二< + 。) (2
.

9 )

v (l
,

t)( 公(l
,

t) (0 ( t< + 。。

) (2
.

1 0 )

那么在G ‘中

v (劣
,

t)( 公(劣
,

t)

证明 由(2
.

7 )
,

(2
.

8 )和定理2 , u (二
,

t)叹。(二
,

t)
,

于是。(劣
,

t)( 6扭
,

t)
.

推论 3 设。 (二
,

t)和公(%
,

才)是 (2
.

6) 在R x R
+

中的解
,

而且在 R 中补(二
,

o )《公(x
,

o)
,

那

么

v (艺
,

才)《6 (%
,

t)
,

(% ,

t )〔R x R
+

证明 显然
.

三
、

静 态 解 的 稳 定 性

在证明阀门效应之前我们先给出一些引理
.

这些引理是本节余下部分主要工具
。

为便于

后面证明时使用
,

我们把定理2 、

定理3和推论2
、

3 重新叙述成下面的引理 l和引理 1
’.

贯穿

本节中
, 甲 ,

吵满足第二节中的条件(i) 到 (vi )
.

引理 1 设u你
,

t)〔[0
,

1」
, . 扭

,

t )〔[ 0
,

1」满足

“
一 (甲(“))

: ,

一价(u ) , 0

. 一 (甲(. ))
: 二

一叻(。) = 0 ((劣
,

t )〔(a
,

吞) x (0
,

T 」)

0《 . (劣
,

0 )( “(劣
,

0 )( 1 (x 〔(a
,

b ))

其中 一 。( a < b( 十 。
, O< T ( + 00

.

而且如果
a > 一“

,

假设

0( 云(a
,

才)簇
u (a

,

t )< 1

如果b < 十 、
,

假设
Q肖公(石

,

t)( “ (b
,

矛)‘1

(饭 〔0
,

T 三) ;

(埂〔O
,

T 〕)

那 么在 (a
,

b) x (0
,

T 〕上
, “
》公

. 一

由于 v ~ 巾(u)
,

一

引
一

理 1可写减另二形武
.



的。 张 国 初

引理 1
2

设v
伽

,

t)〔CO
,

甲(1 )」
, 公(x

,

矛)〔〔0
, 中(1 )」满足

岁
产

(。)v : 一 v : :

一少 (”)= 0

岁
‘

(。)。
。一 。

: :

一少 (, )= o ((二
,

t)〔(a
,

石) x (,0
,

犷〕)
’

0( 公(劣
,

0 )《
v (劣

,

0 )《甲(1 ) (劣〔(a
,

b)) ,

这里巾 (v )二 “ ,

即少(叫u) )二价 岁= 咖必 ,

一 oo 《 a < b《 十 oo ; 0 < T簇 + 二
.

而且如果
“> 一 、

,

设

0簇 刃(a
,

t )《
v (a

,

t)( 甲(1 ) (t〔〔0
,

T 」) ;

如果b< + 、
,

设

0《秒(b
,

* )《 口(b
,

t)簇甲(1 ) (t〔[0
,

T」) ;

那 么在 (a
,

b) x (o
,

T 〕中
, 刀
》公

.

下面证 明另一对引理
.

引理 2 设q( 劝〔「O
,

1」是下列方程的静态广义解
,

即

(甲(g ) )
二 二

+ 势(a )= 0 (戈〔(a ,

b)
, 一二镇 a < b《 + 、) (3

.

1 )

如果
a > 一 、假设 a (a ) = o ;

如果b< + 。假设 g (b )二 0
.

设 u (二
,

t)是 (1
.

1 ) 的广义解
, o成

城 公 , t)( 1 ,

且

“(二
,

。)一

{
g (% )

那么 。(二
,

t) 对每个二是 t的非减函数
,

(%〔(a
,

b ))

(正R \(
a ,

b ))

而且在每个有界区间中 h m u( 二
,

t) = 议劝
,

其收敛是一

致的
, : (劝是下列方程的最小非负解

:

(甲(r ))
: :

+ 势(丁)= 0 (%〔R )

而且满足
了(x )》 q (劣) (劣( (a

,

b ))

证明 由引理1 以及q( x) > o得在R x R
+

中
,

u( % ,

t) 》o
。

再次用引理 1 ,

u (%
,

t)》g (二 )
.

设 u 几
扭

,

t) = u (二
,

t + h)
,

(h> o )
,

那么由上述不等式
,

(3
.

2 )

(3
.

3 )

在 (a
,

b ) x R
+

中

““
“

,

”, 一
“‘二

,

“, ) ·
“

,

O ,一
{

q (二)

0

(x 〔(a
,

b ))

(劣〔R \(
a ,

b ))

再用引理 i , 。几(x
,

t)二 u (二
,

t + h )) u (戈
,

t )
,

(二
,

t )〔R x R
+ .

这意味着二(劣
,

t)关于 t非减
。

又因

为对每个x ,

u( 劣
,

t) ( 1有界
,

所以 1i m u( 二 ,

I) 存在
.

设 lim 城x ,

t) = 议x)
.

由定 理 1 中的证
后. 今 ‘旧

明‘“ , , “〔C Z + “ ,

A r z e la 定理
,

而且
“,

g , 份‘ ,

u 。, “二

和姚
,

都满足 H 6 ld er 条件
.

因此等度连续
,

而且一致有界
.

由

u ; , “, :

当 t、 co 时一致收敛
。

因此 议劝 满足方 程 (3
.

2 )
。

‘

设 a (劝 是

(3
.

2 ) 和 (3
.

3 ) 的非负解
.

因此
“
(x

,

0) ( “(劝
.

由引理 1在R x R
十

中 u( %
,

t) ( a( x)
.

因此

lim u (x
,

t )~ 丁(x )《口 (劣)

这意味着议劝是所求的最小解
.

由中 (中(。” ~ 。
和必= 功

。

少
,

我们推得引理 2的另一形式
.

引理分 设; (劝 = 沪(q( 劝 )〔仁。
, 中(l) 」

,

因此它是下面方程的广义解
:

s 护 + 梦 (s )二 0 (男〔(a
,

b )
, 一 、《

a < 6( + , )
.

(3
.

1 )
/

如果
a > 一 oo

,

设 s (a ) = 0 (注意
,

如果。(a ) = o
,

那么 ‘(a )二甲伪(a )卜 甲(o) ~ o) , 如果 b (
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+ ”
,

设s( 6) = 甲(q (b )) 二。
.

设v
(x

,

t) 是下列方程的广义解
:

巾
‘

(v )刀。= 打: :

+ 少 (刀) ((工
,

t)〔R x R
+
)

而且

(3
.

0 )

“‘x
,

。, 一

{
s (劣 ) (戈( (a

,

b ))

(%〔R \(
a ,

b) )

那么v( x
,

t) 是 (对每个x) 关于 t的非减函数
,

而且在每个有界区间中一致地有极限

1im v( x ,

t) = 氛劝
,

奴劝是下列方程的最小非负解
:

省
I,
+ 梦(君)二 0 (劣〔R ) (3

.

2 )
产

而且满足

古(工)》s (x ) (跨(a
,

b )) (3
.

3 )
尸

证明 由引理1
尸

以及习(劣)》0
,

得在 R x R
+

中
v (劣

,

t )> 0
。

再用引理
1

1 尹 ,

在 (a
,

b ) x R
+

中

v( 二
,

t) 》
:
(x ). 然后由上述两个不等式

,

并定义函数 沪 (劣
,

t) ~ 城 x
,

t + h)
,

即有沪 (二
,

0)

= 。 (,
,

h)>
v
扭

,

0 )
.

再用引理 1
尹 ,

在R x R
+

中 v ‘(劣
,

t)= v (x
,

t + h )>
v (劣

,

t)
.

因此
口(劣

,

t ) 关

于啡减
·

因为“

(x,
‘)《甲(‘), 对每个‘ ,

极气业毋城
“

,

‘)存在
·

气丝巴
”(‘

, ‘)二舀(“). 类似

于引理2 ,

占(劣)是 (3
.

2 )
产

的解
.

设刀(二 )是 (3
.

2 )
产 、

(3
.

3 )
尹

的非负解
,

那么口(劣
.

0 )( 刀(劣 )
。

由

引理1
‘

得在R x R
+

中v(二
,

t)《刀(二 )
.

于是雪(二 )= lim v (x
,

t )《夕(x )
.

这意味着省(二)是所要 的
启一争 O 〕

最小解
。

类似于引理2和引理2
‘ ,

我们得到另外一对 引理
.

引理 3 设可(劝砚 0
,

l] 是下列方程的静态广义解
:

(甲(了) )
: :

+ 吵(可)二 0 (二〔(a ,

6 ))

其中甲
,

吵如前所述
,

且一 oo 《
a < b《 + 00

.

如果 a ) 一、
,

设了(a )二 1
,

如果b < + oo
,

设了(b) = 1
.

设“(劣
, t)〔[ o

,

1」是
,

(1
.

1 )的广又解
,

目口

u ‘
二 (甲(u ))

: :

+ 叻(u )

“(二
,

。)一

{
互(劣)

1

((x
,

t)〔R x R
+

)
,

(劣〔(a
,

b))

(二〔R \(
a ,

b ))

那么 “

(.w
‘)对每个‘是关于 ‘的非增函数

,

而且在每个有界区间内一致地有极限 }\mao
“(‘

, ‘)

= 议劝
.

议劝 ( 【O
,

1」是下列方程的最大解
:

(甲(于) )
: :

+ 叻(于)= 0 (x〔R ) (3
.

4 )

于(习)《了(劣) (劣〔(a ,

b) )
·

(3
.

5 )

证明 与前证明完全类似
。

由中(甲(“” = “ 和 梦二劝
。

巾
,

可得引理3的另一形式
.

引理 3
‘

设 g (劝 = 甲(了)〔〔O
,

中(1 )」
,

是下列方程的广义解
:

gl, 十致粉 井 。
,

(多〔(a’的
, 一 竺探

“< b簇 + 二 ) (3
.

6)

如果a > 一 ‘
,

设了(a) 二甲(1) ; 如果 b < + OO
,

设六 b) = 甲(1)
.

设 ”(为 t) 是下列方程的广义

解
:

中
,

(v )v
.
= 口: :

+ 梦(u ) ((劣
,

t)〔R x R
+

) (3
.

7 )
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。(二
,

。)一

{
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了(劣 ) (二〔(a
,

b ))

沪(l) (二〔R \(
a ,

b))

那么对每个‘ , “(’
,

‘)是‘的非增函数
,

而且在每个有界区间内
,

一致地有极限溉
”(‘

,

‘)二

蛋(x )
,

聋(二)〔[ o
, p (z )」是下列方程的最大解

:

勤+ 梦(勤一 。 (正R) (3
.

8)

直(
二 )( , (二 ) (听(a

,

b ))
’ .

(3
.

9 )

证明 显然
.

定理 4 设 u <二
,

t)〔〔o
,

l」是 (2
.

2 ) 的广义解
,

即

u :
= (切 (u ))

: :

+ 价(u ) ((苏
,

t)〔R x R
+

) (1
.

1 )

其中q7
、

小 和 矽满足第二 节中基本条件 (i )~ (vi )
,

但是 甲产

(0) > 0
.

似 0) = 势(1) = 0
,

叭
“ )〔

C ‘〔o
,

1〕
.

( i) 如果叭的满足
:

当O< u < a时 袱
“)> O

,

当 a < “< 1 时 吵(u) < 伽 对于 O< a < 1 ,

劝
尸

(1 )> 0 ; 那 么

或者 城%
,

t) 三 。 或者 u( 义
,

t) 二 1 或者 li m u( x
,

t) = a
.

忍
一
一卜〔闷O

(11 )

或者

如果沪(
“)满足

:
一

当0< 。< 1时功(“)< 0
,

功
产

(0 )< 0
,

功
尹

(1 )> 0 ; 那么

u (% , t)“ 1 或者 lim u (劣
,

t)= 0
.

‘- 争 O 〕

111) 如果砂(
u )满足

:

当。< u < z时砂(u )> o , 护
‘

(0 )> 0
,

护
‘

(1 )< o ; 那么

或者
u (x

,

矛)兰。 或者 lim u (%
,

t)~ 1
t‘卜。 :

证明 首先假定沪(u) 满足条件 (1)
.

考虑方程

少
,

(v )u
:
二 v : :

+ 岁(v ) ((劣
,

t )〔R 又 R
+

)

其中梦(v) 二似巾(v) )定义在〔0
,

甲(1 )〕上
.

因此有
:

(3
.

0 )

岁(o)二势(巾(0 ))二砂(0 )二 0

梦(切(a ))== 叻(a )二 0

岁(切(1 ))== 功(1 )二 0

岁(v )= 砂(u )> 0 , u〔(0
,
a ) ,

岁(v )= 沪(“)< 0
, u〔(a

,

1 ) ,

} (3
.

1 0 )

即少(v )> 0 ,
『

口〔(0
,

甲(a )) ,

即少 (v )< 公
, v〔(中(a )

,

甲(1 )) }
‘3

·

“ ,

d
,

.

~
、 、 ,

二
,

~
_ ‘

~
, _ _

岁
‘

叹v ) I
” · 。

=
一

d v L, ‘甲‘v ) )」l
, · o = ,

‘

(望(。) )甲
‘

(0 )

黯{湘

由 (3
.

1 0 ) 和 (3
.

1 2 )
,

, r, , / _ ‘ 、 ,

势
‘

(1 ) 、
。

岁
‘
(。 )局

。1 )一
认 ; ;

一

> o

少“的 }
。一 , 。a , < 0

.

因此得

少
,

(0 )> O
,
岁

,
(切(1 ))> 0 ,

梦
,

(甲(a ))< 0

微分方程

q “ + 笋(叨)= 0 (3
.

0
.

1)

有第一积分
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g ‘“/ 2 + F (g )= k (3
.

1 2 )

这里“是任意常数
,

而且尸 (。)一

{:
梦 (· )d 二 方程 (3

.

”
.

‘, 等价于方程组

g ,
= P

P
产
二 一 岁 (q )

} ( 件 )

这个方程组有临界点 (c r itic a l 乡o io t)
:

(q
,

P ) = (0
,

O)
,

(甲 (a )
,

0 )和 (中(z )
,

0 )
。

它的线性化

矩阵是

A 一

(一 岁
,
(q ) O )

显然 (o
,

o) 和 (甲(1 )
,

o ) 是中心点 (c e 二te r PO i”t)
,

而 (切 (a )
,

0 ) 是鞍点 (: a d d lo Po in t)
.

首先我们考虑在临界点 (甲(1 )
,

0) 附近的情况
.

我们画出如图 l 的相图
,

它有 通 过 点

(少(1 )一 。 ,

0 )的轨道
,

在该轨道上 g (0 )= 甲(1 )
.

田 1 方程组 (
.

)的相圈

存在一个ba > O
,

使得 q( b
。

) = 甲(1 )
,

F (g )= F (甲(1 )一 。)
.

g b
.

/ 2 = 卯(i )一 。, g ‘ b
.

/ 2 = 0
.

因此 由 (3
.

1 2)
, 口‘2 / 2 +

所以
1

, 。 , _ 、 .

。
, , _ 、 、

~
,

。 q
‘ 一

LU ) 十厂 t g LU ) ) = 厂 L沪仁1 少一 e 少
‘

即 q ‘

(o )二 一斌 2仁F (中(1 )‘ 。)一 F (砂(1 ) )〕

这里负号是由于q( x) 在二 = 。附近是递减的
.

因此我们得初始值问题

另有

1
, , .

。
, 、 「

”
,

立g ‘艺+ F (g )二 F (切 (1 )一 “)
2

‘

q (0 )= 卯(1)

g ‘(o )= 一 、/ 2 〔尸(甲(1 ) 二云了二下刃面 1 ))〕
,

它有个解q 。

(x )满足
:

中 (1 )一 己
( q

,

(x )( 甲(1 ) (劣( (0
,

b
,

) )

当。, O时
,

!!q
。

!!二”O而且q
,

”了
,

而丁是下面线性方程的解
:

百
“
+ 岁

‘

(叫 l))奋。 O 学(0) 拼叫 l)

(3
.

1 3 )
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所以 厅= A o os (斌
~

少z
刃可I)) x) 十 B sin( 犷厕丈币瓦万

一

x)
.

这个解有周期 T ,
2兀

斌 梦矛
而丈乃

一

)
’

因此当
。、 0 时

,

= F (甲(1 )一 e )
,

b
。

今
斌 岁

产

万

(甲(1 ))

~ 一 ~ 一
,

~ 一 。
一 ~ ~ 一 一一

, ,

1
, , .

。
, 、

达息味君
口 ,

四但足月 P民四
。

另一力 回从 ‘ g
一

十 1, Lq 少
乙

一一
T一2

即有

d %二 +
d q

、 /牙少七碗
~

i歹几 )二尸七互刀
’

当b
。

/ 2《 二《ba时
,

由于 d q / d x ) 0 ,

符号取正
.

所以

。
b

,

1 , 扭 一 夕 l

百o. = J
一

知
. “劣 = J

d 口

, (1 ,一 斌百[F 丈币刃D 而 )二F (百汀
’

由定 理 3 ,

如 果
v (二

,

t) 不恒等于 甲(z )
,

那么 v
招

,

t )< 甲(i )(*> o )
.

集
,

存在充分小的
。
使得在〔0

,

b
.

〕上诚二
,

t) < 甲(1) 一 。 .

由引理3’得

lim s o p v (二
,

t)= lim s u p。 (二
,

t + h)( 要(x )

由于 【O
,

b. 」是紧致

(3
.

1 4 )
‘一卜 CO

这里 互(二)〔[o
,

沪(1 )」是 (3
.

5) 和 (3
.

。) 的最大解
,

即篮
I,
+ 岁(考)二 o ,

且在 (o
,

b
。

) 中满

足互(x) 《q
。

(劝
.

我们用反证法来证明蚕(劝《州a)
.

假设存在一个 二。使得口= 姜(x
。)〔(中(a)

,

, (1) )二于是奎
‘,
/2 + F (姜)= k = 互

‘“

(二
。
) /2

+ 二(孙
。

)卜钾
2 (:

。

)
+F

(丙
.

因此。尸(B). 由定义雌卜{:
少 (· )“

,

而且当 * (, (。 )
,

甲(l ))时岁(。)< o
,

尸(要)在 (甲(a )
,

甲(z ))中递减
,

所以k> F (月)意味着 当姜> 舀时掩> 尸 (要(二) )
,

令 ‘一

{
甲(1 ) d v

斌寿二下 (。)

一

{;
十

{:
‘1’ ,

”< 。‘ , “ ,
·

这个积分 ”可 积 的
·

事实 上
,

因“

甲(1 )

壳一 F (v ) > 0 ,

显 然 地 }
是可积昨 关于

{冲
: 用分 部积 分 法

,

丁
d v

万斌诵二夕 (v )

{
F

,

(v )d 口

万F, (v) 斌 存二尹(。)

1
, _ ,

一
_ tI

,
.

_

f
口
(

“F’ (v户一 艺V “一抓
“川声十 艺

」八
寸 k 一 F (。)

·

岁
‘

(v )

梦名(口) }dv
,

最后

这个积分是可积的
.

因此

是可积的

由此得

‘一

{
, 吃1) d v

材
一

不万硬石)
(3

.

1 5 )

= 士斌 2 (庵二F( 互”
d叠

a 劣= 十 一
-

于

一
乞于

二石
二

一
,

一 材 2 (舜一F (考) )

乞扣�劣
d
�

d

r
留 _ r考

吸 d 刃= + l
-

下

J二 o
一 J 万丫

’

d 。

2 (舜一 F (刀) )

二一丸士

J
d 口

心丽存二
~

户扣) )
-

这个方程隐含地确定
一

了‘( / ) 是 ! 的函数
.

所以 / 1
一 劣。士

{
, ( z

、

d y

万 双厄味二户( 。 ) )

.
x : 是个有限的

值
,

因为
{
甲 ( 1 ) d 沙

创 2 (k 一 F ( v ) )
可积

.

这意味着互(
二 : ) = 州 1)

,

并且

有二都成立
.

士材盯蔽户之币丈而下侍。 ( 巴为掩一 E ( 中( 1 ) )> 。)
,

所以互枷 )《州 1 ) 不可能对所

但是已知聋〔〔0
,

华( 1) 」,’这是矛盾的
,

因此得
‘

一一
劣一一X

�‘加�X
dd
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叠(劣)《甲 (a )

s u p v
扭

,

t)《沪(a )
.

如果让a 、 0 ,

本定理中 (11)即得证

(3
.

1 6 )

所以 h m
‘
一
弓卜台〕

下一步证明二里‘
”f“(“

,

‘)> 卯(“). 考虑临界点 (0
,

0)
,

存在一个定义在[0
,

ba 〕的解“
·

(见

图 1 )
,

满足
:

悉
。‘“+ : (。)一、= F (e)

‘

(3
.

0
.

2 )
_ , 。 、 。 _ , 。 、 _

_

/ 1
,

、
,

/ 1
,

、
, 、v , = “, g 、U

‘
, 二 ”, q

戈厄
o ‘

)=
“ , q

‘

戈讼
” ,

)’ ”

当。, o时
,

4!9
.

1!钓 , o
,

而且 g 。

, 叮(% )= e sin (斌少
,

(o) 二)
.

_
。 二 , , 、 。

“ * 一
, 。 _ _ 、

~ /
_

1
,

、
,

一 ” , , 、U , ~ ” 浏 群
·

田 火J
·

”
·

艺少,

仕戈
U

,

2 “·

/上
a 劣=

女是线性化了的方程 女
“
+ 梦

尹

(0) 女

d q

斌落〔F (约
一

二 F 吸)」
_

、 .

b
.

脚以 才 =
‘

{
.

d q
。
斌

一

豆〔下面二或朔
奋(二)有周期T =

2军

斌岁
产

(0 )
’

T
兰 ￡斗 O盯

, O
,

令
。
=

石

兀

斌笋
/而)

一

> 0
.

因此

b
.

是有限的
,

而且在 〔o
,

b
.

」上
, o ( q

,

(x )《
。 .

由定理 3 ,

如果
。 (劣

,

t) 年 。
,

那么当 t> o 时

v( x
,

t) > 0
.

我们可选择忿充分小使得在〔0
,

b
。

」上
,

v( 二
,

t) > q
。

(劝
.

根据引理2
夕,

得

1im in fv (a
,

t)二 lim in f刀(%
,

t + h)> 雪(苏) (3
.

1 7 )
‘- 今 C嘴) 心一今 C洲」

如前所述
,

我们得

互(劝 ) 中(a ) (3
.

18 )

令a ” i ,

本定理的 (111)即得证
.

(3
.

1 4 )
,

(3
.

1 6 )
,

(3
.

1 7 )和 (3
.

1 5 ) 意味着 lim 。(劣
,

t)二
‘, 争 以〕

卯(a )
,

或者
v
你

,

云) 二0
,

理得证
。

或者。(二
,

t) 二 甲(1 )
.

所以如果
。等 。或

。斗 1 ,

那么 h m 诚丸 t) 二 a
.

定
‘

.

巾 C洲〕

附注 在证明
,

荤瓮
”伽

,
‘)> 沪(“)时

,

当我们线性化原来的常微分方程组时
,

使用了条件,
‘

(”)> “
·

如

果p
r

(。) = 。
,

那么岁
’

(0) 将无定米
.

但是在这个分析过程中稍为留心一点可发现
,

我们可以允许甲
‘

(0) 一。
,

健且能够得到一个类似于上述的叽的下解(su b sol ut io n)
.

事实上
,

我们考察一下图 1 中在(g
,

P) ‘ (。
,

0) 附

近的第一象限
.

因为q
‘

= p并且护 = 一岁(q)
,

因此q
‘

> 。并且p
‘

< 。
.

所以在第一象限沿着轨迹 q 是递增的

(我们称它指向东)
,

而p是递减的 (指向南 )
.

因此在第一象限内这个轨迹的点 (q
,

P) (在原点附近) 向

东南方向移动
.

类似地
,

(q
,

p )在第四象限向西南方向移动
.

另一方面由(3
.

12 )对于每个气 对应有一个对

称于 q轴的轨迹
.

因此这个轨迹必须与q轴相交
.

如果我们从点 (q (幻
,

P( 劝 )l
, 二。~ (q

。 ,

P。
)= (。

,

幻开始
.

在

第一象胆内(q
,

p )向东南方向移动直到F (。)= F (q
、
)二掩为止

.

当 F (q。二及时
,

p = ”
.

之后 (q
,

P) 向西南

方向移动直到重新q = 。
.

另外我们注意到
,

假如‘值很小
,

由F 〔q) 二 k
,

那么 q也会很小
,

特别是当。< ql <

a 时
.

这就意味着此轨迹不通过任何临界点
.

因此我们得到了一个类似于前述的乳的下解
.

文 献

A r o n s o n ,

D
.

G
.

M o d e lf”9 o f 尸e

A r o n s o n ,

D
.

G
.

ie s , e o m b u st io n ,

参 考

D e n s ity一 d e p e n d e n t in te r a e tio n 一d iff u s io n

a c 了‘v e s‘s te 脚s ,
.

A e a d e m ie P r e s s ,

N ew Y o r k

s y s t e nZ
,

D 夕na m ic s a
nd

(1 9 8 0 )
,

1 6 1一 1 7 6
.

a n d H
.

F
.

W e in b e r g e r ,

N o n 一lin e a r d iff u si o n

a n d n e r v e p r o p a g a t io n ,

p ro c e e
可i

n外
二 D f 才he

in Po Pu la tio n g e n 弓t
-

T “ la”e
.

P r o 夕r a 附 i”

,Jl月J嘴二少�
尸.‘r.L

P a r才i a 1 D ‘ff e r e 。*‘a 了E 口。a t‘o n 言 a 招d R e l公e d T o户‘e s : L e o tu r e N o te s 加 M a t li e m a ti c s

SP r in g e r 一 V e r la g
,

B e r lin ( 1 9 7 6 )
,

4 4 6
.



白9 已

〔3 〕

,JI�
.

J4
�勺

�.‘r.J

, .曰, ‘J内O竹‘一.‘r昌」

〔8 1

[ 9 〕

张 国 初

C o o w a y
,

J
.

B
. ,

F “”c ti o ”5 o f O n e C o m Ple 劣 犷a r i a bJ。
,

S Pr in g e r 一 V e r la g
,

N e w Y
o r k

( 1 9 7 8 )
.

Fi fe
,

P
.

C
. ,

M a公h。椒 a t i e a l A sP e e *5 o f 尸e a e 才10 9 a o d D fff“s ‘。夕 S 夕s才e o s ,

L 。。t u r e

N o t e s i n B i o rn a t li e 也a t i e s
,

S p r i n g e r 一 V e r la g
,

B e r lin
,

H e id e lb e r g
,

N e w Y o r k ( 1 9 7 9 )
.

F r i e d o a n ,

A
. ,

P a r t‘a l D ifj 口re n tia l E g u o t i o n o o f P a r a b o li c T 夕户e ,

P r e n t i e e H a ll
,

N e w J e r s e y ( 1 9 6 4 )
.

G u r t i n
,

M
.

E
.

a n d R
.

C
.

M a e C a m y ,

o n t h e d if fu s i o n o f b i o lo g i e a l Po Pu la t i o n s ,

M a th
.

B i o s e i
.

3 3 ( 1 9 7 7 )
,

5 5一4 9
.

H a le
,

J
.

K
. ,

O rd i““犷g D ‘fl e re ”ti a I E 叮“
。才i o n s ,

R o b e r t E
.

K r主e g e r P u b li sh i n g C o 二
-

P a n y ,

F lo r i d a ( 2 0 5 0 )
.

K a la s h n ik o v ,

A
.

5
. ,

T h e p r o p a g a ti o n o f d i s tu r b a n e e i r x p r o b le 坦s
‘

o f n o n 一 li n e a r

h e a t e o n d u e t主o n w i t h a b so r p ti o n ,

Z h
.

V , e h i s l M
a 才

.

M a t
.

石
’

f之
. ,

14
,

4 ( 1 9 7 4 )
,

8 0 2一

9 0 5
.

K a la s五n ik o v ,

A
.

S
, ,

T h e C a u e hy P r o bl
e m i n t h e e la s s o f i n e r e a s i n g fu 且

c t so n s o f

e q u a t so 。 5 o f t五e n o 二一 s ta t i o n a r y s e e p a g e t y p e ,

V e s l。
,

Mo s k
, 。

一 , . ,

M a , 。川
.

对
e
‘

-

ha m
,

6 ( 1仑6 3 )
,

17一 2 3
.

K r u z h k o v ,

5
.

N
. ,

R e s u lt s e o n e e r n 主n g th 旦 n a t u r e o f e o n ti n u 宝t y o f t五e r e s u lts o f

p a r a b o lse e qu a t i o u s a n d s o m e a p Pli e a t i o n s ,

M
a *e 仇

.

Z a m e tk‘
, e ,

x ( 1 9 6 9 )
,

。7一 2 0 5
.

L a d y z h e n sk a y a ,

0
.

A
. , ‘

V
.

A
.

S o lo n n ik o v a n d N
.

全J
.

U r a lt s e v a ,

L 云”e a r a ”d Q“a o i
-

L ‘” e a r E q “a 才10 ”5 o f 才h e P a ra b o l云e T . P e ,

N a u k a ,

M o s e o w ( 1 0 6 7 )
.

O le i n ik
,

o lg a
,

O n s o m e d e g e n e r a t e q u a s ili n e a r p a r a bo l三e e q u a ti o n s ,

C o n fe r e n z e

t e n u t e a l s o m in a r i o d i A n a li s i n o i g i o r n 三 】s
,

1 0 A P :
,

三le ( 1 9 6 3 )
.

Pr o tt e r ,

M
.

H
.

a n d H
.

F
.

W e i皿b e r g e r ,

M a x i川“川 P r f”e ‘P le i” D ‘ffe r e ”才‘a l E g “a
-

tso n s ,

P r e n t i e e 一H a ll
,

E n g l叮w o o d C li ffs ( 1 9 6 7 )
.

R u d in
,

W a lte
,

R e a l a 作d C o 沉P I‘劣 A 月a l夕s fs
,

M e G r a w ( 1 0 7 3 )
.

一.曰, .曰
n�,人,古

心火了
rL工we
J

, .J工.J钊门Q口
右..己

,盛r
.LJ.‘

〔14 1

St a b i lity o f Sta t i o n a ry Sta te So lu t i o n fo r

O e n s ity
一

D e p e n d e n t D iffu s io n E q u a t

a R e a e t i o n

io n

Zli a n g G u o 一 c h往

( B e iji”9 1” : 才‘t “te o j E e o ” o阴 ‘e :
,

B 。

“
”g )

Abs t ra c t

I n 七h 15 P aP e r

fu s i o n e qu a t i o n

w e a r e i n t e r e st o d i n 沈h e la r g e ti m e b
e h a v i o r o f t h e n o n li n e a r d i f

.

“ , = (甲( “) )
二 二

+ 劝( “) ( x ‘R
,

考〔R + 二

W e e o n s id e r fu n e t i o n 。 中(。) a n d 劝(“) w li i e h a llo w t h e

( 0

e q 让

+ OO ) )

a t io n to Po s s e s s t r a v e li n g

w a v e so lu t i o n s
.

W e fi r ; t p r e s e 且t a 且 e x i st e 刀 e e a n d u n i q u e n e s s a s w e ll

p a r i so n p r i n e ip l。 :
、

e : u lt o f g e n e r a li z e d s o lu 七i o n s t o t h e C a u e hy p r o b le m
.

a s 5 0 且l e C O 刃以 -

T h e n

th a t

W e g lv e

fo r 叻( “)二 “( 1 一 “ ) ( “一a ) s o m e t h r e sh o ld r e s u lt 。
,

fr o m w li i e h w e e a n s o e

s t a b le
, “= 0 o r “二 1 15 u n st a b le u n d e r 5 0 扭e a s su m p t i o n s , e t e

.

以= a 1 5


