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摘 要

本文提出边界伸缩原理
,

并在此基础上提出边界伸缩法 二不但较好地解决了边界元方法中求

解边界附近区域包括边界上解的问题
,

而且可以方便地利用迭代过程改善求解精度
.

计算实例表

明
,

本文提出的方法是十分有效的
.

己l 性兰
.

切 . 「二1

同其它数值方法相比
,

用边界元方法 (B E M )解弹性力学问题有很多优点
,

特别 是 区 域

内部解的精度较高
.

但是
,

由于解的奇异性
,

往往使求解边界附近的区域失败
.

尽管无限制

的增加单元
,

也很难直接求得边界上的应力解
.

这在一定程度上 阻碍了边界元的推广应用
.

本文提出边界伸缩原理
,

并在此基础上提出边界伸缩法仍鱿M)谬
。

“曲ry 众pan d主, g
-

Con tr ac ti 雌 M e th od )
,

不但较好 的解决了求解边界附近区域包括边界上的解
,

而且可以方

便地利用迭代过程改善求解精度
.

二
、

边 界 伸 缩 原 理

1
.

边界伸缩定义

设弹性体区域口
, ,

其边界为厂
; , 中是厂

;

上的一个可逆映照
,

且

甲(厂户= r
:

(2
.

1 )

当厂
2

所形成的区域口
2

。口
,

时
,

称边 界厂
:

是 由边界厂
;

伸缩得到的
.

2
.

边界伸缩原理

设弹性体乌
,

其边界为r ; ,
边界条件为

,

J , , n , = 户,

“, = 忍,

‘在刀
1。

上’飞
(在f : “上) J

(2
.

2 )

弹性体口
: 经边界厂

:
伸缩后得到弹性体口

2

及边界厂
2 .

如果在厂
2

上求得一组位移犷
, 和面力

夕
,
使口

:

内的解满足 (2
.

2 )
,

则口
2

在口 : 内的解即与原问题在口
,
内的解一致

.

.

薛大为推荐
.



舰名 宋 顺 房

该原理可由弹性解的 K ir o hhof f 唯一性定理直接得到
.

三
、 .

边界伸缩积分方程组

假定弹性体日
: ,

经过边界厂
: 的伸缩得到弹性体口

:
及边界厂

2 ,

那么在厂
:
上的位移犷 , 和面

力少 ,
满足如下积分方程

,

e : , (, ) , , (, )* {
。贯, (,

,

Q ) , , (Q )‘r (。)一 { 月
, (,

,

。) , , (Q )‘r (心) (3‘l )
J 厂: 沙r :

_

其中厂
: 二甲(厂: )

,

叻
,

Q〔厂: ,

并且

C : , (劝) = lim 价残叻
,

Q拟厂(Q ) (3
.

2 )
t

行舀
一r

�

l
沙

其中厂
2 。是口

2 ‘
的边界

,

而口: .

是在口
2
内的 以势为 中心以

。
为半径的子域

.

当厂
2

为平
、

滑边界时

C ‘, (沪) = d‘,
/ 2 ( 3

.

3 )

对于弹性体口
: ,

在边界r
:上的位移

“, 和面力P, 满足如下积分方程

c ‘, (必)“
, (功)一 {

_ 。犷
, (功

, s )尸, ( s )‘r (s ) 一 f
尸贯, (必

, s )“, (s )‘r (s ) ( 3
.

‘)

J 1 1 少几

其中必
. 5 ( r : ,

并且

己
: , “ , 一概{

、
。

“
,

“
,
“,‘厂‘“,

( 3
.

斤)

其 中厂
: : 是口 , .

的边界
,

而岛
.

是在口
: 内的以功为咖乙以 。为半径的子域

‘

当几为平滑边界时

C ‘, (踌) = 占
: , / 2 ( 5

.

6 )

由于弹性体口
:
。口

: ,

因此r :上的任意一点S 可以看作口汹内点
,

于是有

一 ‘S , 一

{
r , ·

,
。‘S

,

Q , , “Q , “r ‘Q , 一

{
r :
p , “S

,

Q , “‘Q , d 厂( Q )

a 。, ‘S , 一

Jr
: ·

, , “S
,

Q , , “Q , d r ‘Q , 一

工
: p , ,“S

,
Q ,“‘Q”r (Q )

( 3
,

7 )

( 3
.

8 )

其中S〔厂
: ,

Q〔厂: .

在 ( 3
.

1) ~ ( 3
.

8 ) 中
“
贯, ,

尸扎
, “
针

‘,
尸”

‘分别 由以下 K e lvi n 基本解变换变量确定
.

对于三维问题
,

u
贯, (y

, z )

对于二维问题
,

u
贯, ( y

, : )

1

而元石石j乙于
一

飞气吕一 4 v少O ‘, + r , ‘r , ’全 ( 3
.

9 )

一 1

8兀 ( 1 一 v )G
{( 3 一 4 , )布, l。( r ) 一 r

, : r , , } ( 3
.

1 0 )

尸节, (y
, : ) -

一 1

4汀a ( 1 一 v ) r
。

f
, , J _ 、 。 .

。 ,

口r

飞LL上一 洲) O‘, 十 p r , ‘r , , J
一

而

一 “ 一 2 · , ‘r
, : ”, 二 『 ,

声 : ,

} ( 3
.

1 1 )
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吐仁(g
,

劝 二
- 1

4忿a (1 一 v )r
“ {(i 一 Zv ) (r

,
,占。

‘
+ r , : d , ‘一 r , ‘d 。 , ) + 刀

r , , r ,
, r

, . } (3
.

1 2 )

尸琴亨
‘(夕

, : )=
G

2兀a (1 一 v )r 夕 {
刀
一

昌二
一

〔“一 2 ·’d一 r ’‘

+ v (占, ‘r ,
, + d , ‘r , 。)一 夕r

, 。r , , r , ‘〕+ 刀
v (n ‘r

,
jr , ‘+ 场r , 。:

, , )

+ ( , 一 2·)(如
‘r , : , , , + n , “一 + 一“, ‘)一 (l一 4 , )。。‘, ,

}
其 中

, v ,
G 分别为弹性材料的泊松比和剪切模量

, 。‘是边界外法线方向数
.

(3
.

1 3 )

对于二维问题a 二 1 ,

刀= 2
, , = 4

.

对于三维问题a = 2 ,

刀= 3
,
夕二 5

.

r = (r : r ‘)%
, r ‘二 劣‘(z )一 % ‘(夕)

, r , ‘二

由 (3
.

8) 表示厂
,

上任意一点S的面力

P , (S )二 a * J (S )n 。(S )

口r

口劣‘(之 )
今
r

(3
.

1 4 )

。* (S )u 竺于
‘(S

,

Q )少 ‘(Q )d厂(Q )

, 。(S )P 节借‘(S
,

Q )岁 ‘(Q )d 厂(Q ) (3
.

1 5 )

Jrz可一一

将(3
.

7 )及 (3
.

1 5 )代入 (3
.

4 )并注意 (2
.

2 )

e : , (功)。
, (功)一 { 毛节

, (功
,
s )户, (s )、r (s )

J 1 1 口

+

{
。

。 ·
,

,
“

,

S ,

{
r :

一‘S , ·, ,
。‘S

,

Q , , “Q , “r ‘Q , dr ‘S )

一

井
J

。

·
,

,
“

,

S ,

{
r : 一‘S , p , , ““

,

Q , 澎“Q , “r ‘Q ,dr ‘S ,

一

{
二

。

p ,
,
“

,
S , “, ‘S ,“厂 (S )

一

丁
r : 。

p , ,“
,

勺J
r : ·

, “S
,

Q , , 。‘Q , “r ‘Q , “r (s ,

+

丁
r : 。

p , , (
丈 ,

“)

{
r :
p ,

。(S
,

Q , “‘Q , “r ‘Q ,“r (S , (3
.

1 6 a )

其中功〔r
: 。

C : , (诱){
r ,

“
亨
‘(娇

Q), 。(Q)‘r (。)一e
: , (协){

尸,
。(协

J l一

Q)犷
。(Q)d厂(Q)

、.产、.产

SS

一

Jrl
口

哈“ ‘

+

!
rl : : , (,

,

S )P , (S )d厂(S )

J
厂 .

。。 (S )u贯节
. (S

,

Q )少‘(Q )d 厂(Q)d厂 (S )

一

I
r 卜 ·, , (,

,

I
_ ” . (S )P公亨

‘(S
,

Q)犷
. (Q)d厂(Q》d八S )

r.
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一

!
厂,

』

尸 ,
,
“

,

“, ”
了‘“,“厂 (“)

一

丁
r l。

p 季
了
“

,

S ,

丁
r Z ·

, “S
,

Q , , “Q , “厂‘Q )“厂‘S )

+ { 二 : , (必
,

s )T
尸节

‘

(s
,

口)影 ‘(Q )、厂(s )

J l
一ia 沙 j

’

2

其 中功〔厂
, 。 。

(3
.

1 6) 及 (3
.

1) 是在厂
, ,

r
Z

上满足(2
.

2 )的边界积分方程组
,

(3
.

1 6 b )

未知函数为尹
, 和 穿 , .

适当选择映照切使厂
;

远离厂
2 ,

那么少 , 和了 ,
确定后可根据边界伸缩原理由

求得口
,
内及边界厂

:

上任意一点 t 的位移和应力
.

。,

(, )二 {
: , ,

,

(,
.

0 )
.

,
,
(。)J厂(0 )一 ( 尸,

,
(,

.

0 ) ,
,
(口)J厂(Q )

J j Z J 厂 2

S o m ig lia n a

如果

等式

(3
.

1 7 )

。‘, (。)一 {
。:季

。(,
,

口) , 。(。)、r (Q )一 }
_

尸 : ,
。(, ,

Q )澎 。(Q )、r (Q ) (3
.

1 8 )

J 厂 Z J 了
’

2

其中t〔习: ,

Q〔f’2 .

四
、

边 界 伸 缩 法

由(3
.

1) 及 (3
.

1 6) 组成的积分方程组是非线性积分方程组
,

一般不能求出 夕
, 和 澎 , 的分

析解
.

为了求得少
, 和岁

一

, 的数值解
,

将厂
,
离散为M个单元

,

N 个结点必
: ,

功
: ,

⋯
,

功
N ,

利用

(2
.

1) 式映射为 厂
2

上的M个单元N 个结点功
, ,

势2 ,

⋯
,

沪、
.

然后对每个单元的坐标
、

位移
、

面力进行插值
.

对于r :
.

上的第m 单元厂
, 。 ,

x = N x r , 二

P= N户尸
1 。

u 一 N。厂
, 。

(若厂
: 。〔厂

, ,

)

(若厂
, 。〔厂

, 。

)

(4
.

1 )

其中 x几
。

是由厂
:

上第。单元结点坐标组成的坐标矢量
.

户
‘ 1 , , 0 ‘饰 分别是由厂

,

上第。单元结

点面力和结点位移组成的面力矢量和位移矢量
.

N是由自然坐标表示的形状函数矩阵
.

同样对于厂
2

上的第m 单元厂
2 。 ,

x 一 N x I’, , , 尹= N 尹 I”。 ,

岁 = N 澎 i一 ,。

(4
.

2 )

其中xI 、
。

表示由厂
2

上第。单元结点坐标组成的坐标矢量
.

尹几
。

犷 厂2 二

分别是 由厂
2

上第。单元

结点面力和结点位移组成的面力矢量和位移矢量
,

N是 由自然坐标表示均形状函数矩阵
.

将(4
.

2 )代入 (3
.

1 )得到

C (妇 犷 (劝) + 乙〔!
:

,

2 ,
P· N }‘

2

!“:
2

〕
,

一鑫[}
几

。 U · N }‘
2

.“:
2

]
,
一 (4

.

3 )

其中d 岛为自然坐标表示的厂
:

上的边界微元
.

}J
:
1是由笛卡尔坐标表示的 厂

2

上的边界微

元 d厂转换为自然坐标表示的边界微元d 互: 时的雅可比
.

利用高斯积分
,
当沪分别取叻

: ,

叻2
,

⋯
,

价二时得到一组线性方程组
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(c
:
+ 自

:

)犷 = G
Z

尹 (4
.

魂)

其中c
Z ,

自
: ,

G :

都是刀N x 刀N 阶已知矩阵
,

犷
,

尹分别是 由礴
: ,

丸
,

⋯
,

价, 上的未知位移和

未知面力组成的刀N 维位移矢量和刀N 维面力矢量
.

将拟对角矩阵仇迭加到自
:
上得到矩阵H : .

于是
,

H : 犷 = G
Z

夕 (4
.

5 )

不失一般性
,

设在边界厂
,
上有M

:
个应力给定的单元

,

有M 一M
:
个位移给定的单元

.

将

(4
.

1 )
,

(4
.

2 )代入 (3
.

1 6 a
,
一

b )
,

u , N }了
;
!J互

;
户r

, a 。

m
r

砚产‘且,J

。
;

(, )。(, 卜
蒸{

几
口。

M 一 M
i

+ 乙
仍 一 l

u 爷

习

加用厂厂

�

1
. 户

l
沪

五f 一M l

习
仍一 1

{
r :。 。

⋯N“
2

,“:
2
。‘

【

}“、
1 , r Z·

{
r :

:
P二N ,‘

2
,““

2 !‘!
}“:

!
, 厂 ,。

M 一M
i

P , N IJ , l‘亡: o r
, 一

俪们

了...Jr. .龟.J

厂 i口 .

M

P份乙
仍一 1

,11

1
‘

、很‘乙一
。

�.

训
‘,“爪

一一

些 「

+
款}

P朴

乙
r i。川 琳 . 1

。肠N 1J
Z Id 雪2 1了; {‘亡: 少r ,。

p , N }J
Z
!J亡

2

1了
;
IJ亡

:
犷 r”。 ( 4

.

6 a )

其中功( 厂
、。

琳
份山厂

尹

l
曰

C : (功)云
价 一 1
{
厂 : , u ‘N }J

Z }J‘: , r , 。 一 c , (功)乙 P井N }J
:

}心
: 犷

!
r : 。,

时N }J : }心
:
声几”

u 苍
习 {

厂 :。 ·

⋯N ,‘
2

}“。2 }‘! !“: ,
, 厂, 。

m厂

户

l
,J叮 一M

i

乙耐十

M一M
i

一 云
价 一 1

M 一M
i

一 乙
价 一 1

二

典{
厂 :二 ·p二 N }‘2 }‘: 2 }‘! !“: 1 ,

一

p , N }了
,
}己雪

:。l
一‘而

娜川.鱿厂厂

户

l
. r‘1.护
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p 朴 习
u 肠N }J

:

}d 雪
:
!J

:
}d亡

; 尹r Z。

竺
。 竺 :

+

羔j
几

。。
P’

羌}
几

。
”’“,‘

2
1“‘

2
!‘

:
l““

! 犷‘
’

2 。

(4
.

6 b )

其中功e厂
: 。 .

在 (4
.

6 a ,

b) 中
,
d雪:为自然坐标表示的 厂

:

上 的边界微元
.

!J
;

}是由笛卡尔坐标表示的

厂
:

上的边界微元己厂转换为 自然坐标表示的边界微元心
1

时的雅可 比
.

.

当必取内
,

必
: ,

⋯
,

必
二时

,

利用高斯积分将 (4
.

6a
,

b) 化简得到
,

H I犷 + G : 夕 ~ F (4
.

7 )

其中H ‘,
G

:

分别为刀N x 刀孙阶已知矩阵
,

F为刀N 维已知向量
,

犷
,

尹分别是由势
, ,

劝
: ,

⋯
,

势N 上的未知位移和未知面力组成的刀N 维位移矢量和刀N 维面力矢量
.

求解(4
.

5)
,

(4
.

7) 得到犷
,

少 的数值解
.

此后
,

根据 (3
.

17 )
,

(3
.

18 )利用高斯积分求

得区域口
:
内包括厂

,

上的任意点的位移和应力
.

五
、

改 善 精 度 迭 代

边界伸缩法不但可以求得边界附近区域包括边界上的解
,

而且 当单元划分较稀疏时可以

利用迭代过程改善求解精度
.

其迭代步骤如下
.

设 穿
” ,

夕
”

分别为迭代过程第
n
步求得的 厂

:

上的 沪, ,

劝:
,

⋯
,

功, 的位移矢量和面力矢

量
.

因为厂
: 上 的 功

; ,

人
,
⋯

,

功
二
可以看作口

:

的内点
,

所以利用 (3
.

17 )
,

(3
.

18 )可以求得它

们的第 竹 步位移或面力
.

二(,
‘)一

鑫{
,
。 2。

u 件N !J
Z
!d雪

: 尹
, ,I

’2 二 一 兄 {
_ P”N fJ

Z

}、:
2 ,

。了一。

J I
’

2 阴
(5

.

1 )

其中咖〔厂
, 。 。

p
”

(必
‘) = n (功

‘)万

厂 _

竺
。

}
厂 : , “”“l了

2
}“亡

2 尹
”‘

一’

一
n ‘功

‘’
无}

二 : ,
P”“l了

2
1“‘

2‘
”r :·

(5
.

2 )

其中咖〔厂
: , .

(5
.

1 )
,

(5
.

2) 中夕
”
几

历 ,

尹
”厂、 分别表示第

n
步求得的 厂

:

上第m 单元结点的位移矢量和

面力矢量
.

记

△0 ” = U . 一 0

△P
”
== P

”一 P

(在厂
: 。上 )

(在厂
: ,

上 ) } (5
.

3 )

若朋△‘
“

11> 。:或皿△P
”

}}>
。: ,

则将(5
.

3 )中AO
” ,
△P

”

分别代替(4
,

6 a
,
b )中有关项的 。,

P可得

到△F
. ,

并由(4
.

5)及 (4
.

7 )得到
,

H , △犷二G 。八声

二
(6

.

4)

伙八犷
. + 气么夕

. 。么F. (5
.

的
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其中
。: , e : 分别为精度控制参数

.

由(5
.

4 )
,

(5
.

5 )求得△澎
“

及△
”

夕
,

于是第(n + 1) 步的位移矢量犷
”十‘及面力矢量夕ft+ 1为

犷
” + , 二犷

,
+ △犷

”

(5
.

6 )

少
” + ’

= 尹
“
+ A尹

”

(5
.

7 )

当岁 及尹满足求解精度要求时
,

即使得 }△刻 < 。: 及 }}△月}< 几时
,

即可用来求解 口
: 内任

意一点的解
.

值得说明的是
,

一般边界元方法 (B E M )由于边界上解的奇异性无法使用该迭代过程
.

六
、

应 用 举 例

选择受均匀内庄的二维厚壁圆筒
,

内半径为
a = 50 m m

,

外半径 b二 10 0 m m
,

内压尸= 40

k g / m m
“,

高斯点数尤 ~ 4
,

单元取一 次插值
,

内部边界在一象限划分 4 个单元
,

外部边界在

一象限划分 6 个单元
.

在厂
1

上的映射取
,

‘

二

介+ 。

介R ~ 二

户 (6
.

1)

其 中R = 3 0 m m
.

分别用普通边界元方法 (B E M )和边界伸缩法 (B E CM)进行计算
.

计算结果与精确 解 的

比较列于表1
.

表 1 BE M及B E CM娜与精确解的比较

半半 径
rrr 5 000 5 222 5 555 6 888 6000 6555

精精确解解 口rrr
一 4 0

.

0 00 DDD 一 3 5
.

9 76 333 一 3 0
.

743 888 一 2 6
.

3 02 000 一 2 3
.

7 03 777 一 18
.

2 2 4888

仰仰仰仰 66
。

666777 6 2
.

6 43000 石7
.

4 10 666 6 2
.

968777 50
.

370 444 矛4
.

8 91555

BBB EM 解解 口rrr
5 07

‘

10 222 3 3 7
.

2 9111 2 8
.

169333 一 1 7
.

9 2 3 000 一 2 0
.

7 0B444 一 1了
.

5 41 666

仰仰仰仰 3 0 7
.

7 7 777 一 86
.

0 9000 1 9
.

0习6 888 45
,

7 1了111 46
.

947 111 4 3
.

188 444

BBB ECM解解 口 rrr
一 43

.

83 5 888 一 3 9
.

6 2 6555 一 3 4
.

16 2 444 一 2 0
.

5 0 5 666 一 26
.

了8了555 一 2 1
.

0 5 5 888

内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内内 6666666 7
。

7 5 4 000 6 3
.

5刁4 777 5 8
.

070 777 5 3
.

4 2 3 888 5 0
.

7 0 5 666 4 4
.

9 了3 999

BBB ECM解
井井井 一 41

.

5 46 222 一 3T
.

28 9 444 一 3 1
.

7 92333 一 2 7
.

163 888 一 2 4
.

47 4000 一 1 8
.

8 进0222

66666665
.

10 644444 5 1
.

2 6 5 44444 43
.

196 555

999999999999999999999999999999999333 9 555 98887777777777777777777 5555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555

精精确解解 a rrr
一 1 0

.

3 7 0 33333 一 3
.

12了555 一 2
.

082 777 一 1
.

44 0444 一 0
.

5 4 9 888 0
.

0 00 000

叮叮叮eee 3 7
.

0 3了DDDDD 29
.

T9 4222222222222222222222口口口rrr
一 10

.

190 777777777777777777777777777777777777777777777 2 6
.

666777
2222222222222 8

.

749 444 2 5
.

10了1
{{{

{一五示蚕蚕蚕蚕蚕蚕蚕蚕

}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}一 2 5 0
·

2 1。。 一234
.

0 9 000BBBE M解解解解解 一 15
.

25 4TTT 一 62
.

4 7 4 000 一 15 6
.

5 3 3333333

口口口口口 3 5
‘

7 62 999 3 !
.

3 87 111 3 7
.

2 3 7888 64
.

11 2555 9 6
.

0 61111 一 IU3
.

56555 一 162
,

5 3 666

BBBE CM解解 a rrr
一 12

.

8 38 888 一 7
.

3 4 7 999 一一 一 4
.

1 72 555
{
一 3

·

60 2 999 一 2
.

5 7 T888 一 2
.

011666
一一一一一一 5

.

26366666666666

刃刃刃刃 3 6
.

T56 999 3 1
.

2 6 5 888 29
.

181 333 28
.

0 8 0777 2 7
.

心1盯盯 26
.

40 3 3
’

2 5
.

92 5 222
一一一一一一一一一一

,, 10
.

9 土5 了了了 一 2
.

7 7 4 111 一 2
.

1 0 5 2 ! 一 2
.

3 2 1 3 一。
·

7。。444

3 5
,

5 16 2 } 3 0
.

5 4 2 6 ! 2 8
,

7 0 8 4 { 2 7
.

76 3 0 ! 2 T
.

18 8 4 1 26
.

4 0 1 2

价

经 3 步迭代结果
.
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计算结果表明
,

普通边界元方法(B EM )在远离边界的区城内部虽然有较高精 度
,

但在

边界附近区域的应力解失败
.

而边界伸缩法 (B E CM )不但在远离边界的区域内部
,

而且在边

界附近区域包括边界上的解仍然有较高的精度
.
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T he B o u n da ry E x Pa n d in g
一

C o n tra c t in g Me tho d

S o n g Sh往n 一g h e n g

(I , ; n o r M o n g o tia I o s tit u te o f M e 才a llfe M a te r ia ls
,
了

·
。o t o u )

A bstla e t

T h e b o u o d a r y e le m e n t m e t五o d (BE M ) w hie h 15 u se d to oo lv e t五e e la stie p r o b le m s

ha s m o r e a d v a n t a g e s t五a n o t五er n u m e r ic a l m e tho d s
.

E sp e e ia lly
,

一

it e a n r e s o lv e r a p id ly

v a r yin g in t e r n a l s t r e s s a n d st r a过 fie ld s m o r e a c e u r a t el了
.

H o w e v e r ,

it o ft e n fa ils in

th e r e g io n n e a r th e b o u n d a r y b e e a u s e o f th e sin g u la r ity o f th e s o lu tio n s
.

T ho u g 五w e e a n in e r e a s e
_

the b o u n d a r y m e s he s m o r e a n d m o r e ,

t五e so lu tio n s o f str e s s

o n th e b o u n d a r y e a n ‘
t b e g iv e n d ir e e tly

,

w hie h ha s o b s tr 认e te d th e a p p lie a t io n s o f the

B EM to so m e e x t e n t
.

In this p a p e r w e Pr o p o s e d th e b o u n d a r y e x p a n d in g
一 e o n t r a e t in g p r in e ip le a n d th e

b o u n d a r y e x p a n d in g 一 eo 五 tr a e t in g m et ho d (B E C M ) b a s e d o n th e p r in e ip le
.

W ith this

m eth o d
, n o t o n ly th e so lu t io n s in th e r e g io n n e a r o r o n th e bo u n d a r y e a n b e o b t a in e d

d ir e ct ly
,

b u t th e it e r a t iv e p r o e e s se s e a n a ls o
一

b e u s e d e o n v e n ie n tly t o im p r o v e tli e

a c e u r a e y o f th e so lu tio n s
.


