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摘 要

本文首次利用精确解析法分析了环向和纵向加肋非均匀圆柱壳在任意载荷和边界条件下非 线

性轴对称变形问题
.

导出了一致收敛于精确解的位移和内力解析表达式
,

文中给出收 敛 性 问 题
.

问题最后归结为求解二元一次代数方程组
,

计算既简便又迅速
.

文末给出四个数值算例 表 明
,

本

文提出的方法
,

可以得到满意的结果
.

一
、

引 言

加肋非均匀轴对称圆柱壳在航空
,

宇航和船舶等工业有广泛的用途
,

如输油 和 气 的 管

道
,

油罐和飞机等
。

计算其内力和位移有着重大的实际意义
.

用解析法分析非均匀及加肋柱壳问题
.

H
.

R e is s n e r 在 1 9 0 8 年首次给出厚度 t 与纵向坐

标 戈 成线性变化的圆柱形水池位移和 内 力 解汇‘’. 随后
,

A
.

Cat ti n 在 lb 3 9 年给出厚度 t 与

斌 二 成比例的圆柱形水池的幂级数解
〔“〕.

K
.

F e d e h e r 则在 19 5 1 年计算了厚 度 t 与扩 成 比

例的圆柱形水池的问题
〔“’. 在 〔4 〕中

,

给出了均匀环向加肋 圆柱壳的位移和内力公式
,

但其

只能计算离边界较远的位移和内力
,

对于边界附近的位移和 内力则是不精确的
.

纵向密肋加

强的圆柱壳可以化为各向异性圆柱壳来处理
。

对最一般的各向异性 情 况
,

W
.

Fl ug ge 1 9 3 2

年建立了平衡微分方程
〔5 , .

总的说来
,

解析法求解非均匀圆柱壳问题是有限的
。

对一般情况

下
,

较复杂的非均匀加肋圆柱壳轴对称问题
,

解析法是无能为力的
,

只能求助于数值解
.

B ar
o u gr a n d 和 T Ot 七e n h a m 用轴对称壳体有限元法计算轴对称非 均 匀 圆 柱 壳 强 度 问

题
r“’,

用有限元分析轴对称非均匀圆柱壳
,

由于位移场是用 多项 式试探 解组成
,

且用能量法

间接求解
,

因此需要较多的计算时间
.

近年来
,

开始用迁移矩阵的方法来计算圆柱壳
〔’,s ’,

壳元的位移是用若干个矩阵的乘积来表示
,

壳元的位移场是用均匀圆柱壳的解析解组成
,

精

度较高
,

但其仍为数值解
。

本文在阶梯析算法
〔“ ,
的基础上首次采用精确解析法

,

求解了带有均布载荷
,

集中力 和
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集中力矩在任意边界条件下非均匀双向加肋圆柱壳非线性轴对称变形这一难以解决的 问 题
.

得到了位移和内力的解析表达式
,

它们均一致收敛于精确解
.

由于结果是解析表达式
,

因此

可对其任意参数微分求极值
,

为优化带来方便
,

缩短计算时间和提高精度
.

文宋给出四个算

例表明
,

用精确解析法求解双向加肋相均匀圆柱壳可得到满意的结果
.

二
‘ 、

非均匀双向加肋非线性轴对称变形的精确解析法

我们把非均匀环向和纵向加肋的圆柱壳分成N 个壳元
,

设第 f个壳元的区间为〔,
‘一 : ,

二‘)
,

划分应使得方程 (2
.

2) 和 (2
.

5) 的系数在【二
。一 ; ,

, ‘)区间上是充分光滑的
.

其 中第 i。 壳元 (k =

⋯
,

N
:

) 带有纵肋
,

第 ]’m 壳元 (济 =
, ,

二 ,

N
Z

) 带有环肋及 N
,
十N

Z
~ N

。

纵向加肋圆柱壳如图 1 所示
,

由 〔4 」我们可 以推出大变形时的弹性定理
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1 )和 (2
.

幻式只适用于密加肋情况
,
并不考虑肋条的

侧向弯曲刚度
.

(2
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式中记号
:

“ : 叨 -

一柱壳中面内各点的轴向和法向位移 ; q (劝
—

均布法向载荷 , M
:

和M ,

—
柱

壳纵向弯矩和环向弯矩J N , ,

N
二

—
环 向膜力和轴向力厂E (x)

—
弹性模量 ; , (劝

—
泊

松比 , h( 劝
-

一壳体厚度
; r (劝
—

壳体半径 ; 月
:

(x )
-

一纵肋横截 面 积 , C
:

(劝
—

纵肋

截面形心到壳体中面的距离
; b

Z

(劝
-

一两肋相邻的弧长 ; I
二

(劝
—

纵横对其主形心轴 叮的

惯性矩 , 万2 (劝—
一

纵肋的弹性模量
.

环向加肋圆柱壳如图 2 所示
.

一般情况下可不计肋条侧面弯曲刚度的影响
,

由 〔4 〕可推

出非线性变形时的弹性定理
。
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式中
:

戒,

—
环肋的横截面积 ; C ,

—
环肋截面形心到 壳 中

面的距离 ; bl j
。

-
-

一第 j. 壳元环肋的宽度 , 刀扭 )

—
柱 壳

的抗弯刚度
,

等于
.

石
’

(二)h
3

(二)〔一
v Z

伙 ) ]
一‘, E ; (二)

—
环

肋的弹性模量
。

由 (2
.

1) 可得

、

擎
圈 2 带有环肋充体的截面 协= co ns t

M
·
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式中口
:

(劝为柱壳的横 向剪力
.

令月
:

二 I
二

= 0
,

(2
.

6) 即可适用于环肋壳元
.

利用精确解析法
,

(2
.

2 )和 (2
.

5) 可转化为求解常系数微分方程
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.
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、产八找�‘.几,目

了.、

、

!
‘

11
.,1..少}疚

一

l
l

_

七 f
I D , J

劣 i

q( 豹f“ (二一省) d占

{P‘(% ) }

劣 i一1

劣

q (豹f二
‘(戈一占) d 雪

劣f一二

一

玫
一

卜
一

!

一六巨
一

!

X 劣

互(豹人
‘(劣一匀d 睿

劣面一1

戈

劣f一 1

劣

q (占) f
一‘(劣一雪) d雪

另 f一1

““ )““‘一‘, d ‘十 D 一

{
“‘“,“

‘(二一‘, d“+ D 一

{军‘以

、!!
.、一一

:
6乙口山了

几、户f、

若载荷还有轴对称集中力尸 和集中力矩 M 分别作用在纵向坐标

在区间〔劣
‘一 , ,

, : ) 内
,

注意其与法向轴对称载荷

g , ~ P占(工一 x , )
, q 。二一M 占

,

(劣一劣 . )

等价
,

代入 (2
.

1 8) 得到对应载荷的向量

劣 , 和
.

劣。 处
,

这里二 , 和劣 .
均

1 9 )

、扭
口

.

1!
·‘

;!l:f
一‘(二一 x , ) {x 一 二一}

。

f二
‘( x 一劣 , ) {二一二 , }

。

尸马尸马

P且尸马
{ p ‘( 劣)卜, “ 、

l一

{一

〔K
, ‘
f叮

‘( , 一 * , ) + D
。 ‘
f“ (二一 二 , ) 〕{, 一二 , }

’

2 0 )

〔K
, 。
f份

‘(、一、 , ) + D , ,
f ;

‘(劣一、 , ) 〕{二一 二 ,

}
.

和
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一咒
, :“ /

一
, ‘二一阮‘

’

一笠“
“ /

一
, ‘/

一
‘

’

{P‘(劣) }。 =
、

)知Ka 君
‘(戈一、) + Ds 川瓜一鲡) 〕{x

一
}

·

}

{笠
: K

, ‘
, 、:

, 、劣一二 , , + D
, ‘

, ,
‘、二一二. , 〕、二一 二. *

·

{

(2
.

2 1)

这里 0-( 劝 为狄拉克函数
.

当第 ‘个壳元为带环肋的壳元时
,

f
* ‘(x) 是方程 (2

.

8) 的齐次解
。

一般情况下有

二< r
4 D .

(勇. )物
“ , “‘, ‘

, +
一

“
1

场淤卿 )
我们可求得特征根

、一

此(川
: (,

九成
一

而
。

而
一

产留两叹盗)
)
)

、一

心口
: (

痴
‘
一

必而而瓜如甲
而‘舞⋯办

(2
.

2 2 )

把 (2
.

22 )代入表 1 ,

替换原表 1中的几
: 和几

: ,

并令 A
:

二I
二

= 0 ,

(2
.

1 3) 式即可满足 (2
.

8)
。

不难验证
,

(2
.

1 3) 式满足初始边界条件 {占(的 }
.

由连续条件(2
.

1 1 )
,

我们可以得到

lim {占(劣‘
一 ; 一。) } = {d (劣‘

一 : ) } + {a , 一 : } (2
.

2 3 )

式中
￡
为一任意小的正数

,

向量

{af-
!‘一
{
。 ” 从
毗 蒸江洲)}

r

(2
.

2 4 )
劣s一盆一 0

把 (2
.

1 3 )代入 (2
.

2 3 )
,

即可得

{A ‘一 : } = ([ F ‘一 : (劣‘
一 ; 一义‘一 : ) 〕一 [ I〕) {d (0 ) } + {P。一 : (劣。

一 : ) }

+ 乙 {二一 , . }
“

([F
‘一 ; (二‘

一 : 一、 ‘一 :

)/卜 〔I」) {A . }一 {a ‘一 ;

} (2
.

2 5 )

(2
.

1 3) 和 (2
.

25 )式即为带集中力和集中力矩及一般分布载荷的非均匀双 向肋圆柱壳在任意边

界下轴对称大变形的解析解
。

用 (2
.

1 3) 式也可求解一般无肋非均匀圆柱壳
,

这时可把柱壳作

为月
;

= I
二

= o纵向加肋的特例
.

把端点坐标 二二 代入 (2 几1 3) 和 (2
.

2 5) 式
,

即可得如下的代数方程

{d (劣二 )}一[ K ] {d (o) } + {K l }
一

(2
.

2 6 )

当边界条件是

夹紧时 功 二功
‘
二 O

简支时 功二夕
二

二 o

悬空时 夕
:

二 0, Q
二

+ N
二

功 ‘
~ o : (2

.

27 )

把 已知的边界条件代入 (2
.

2 6)
,

即
.

可归结为求解二元一次代数方程组
,

求出未知 六j初 参数



义振

{占(x
。

}
,

再利用 (2
.

1 3) 式即可求出壳体上任一点的位移和内力
.

三
、

收 敛 性 证 明

注意(2
.

2)
,

(2
.

5)
,

(2
.

7) 和 (2
.

8) 中的微分算子A和皿均为线性算子
,

因此内积

(甲
,

.

A 阴一 又勿 ) = O
·

(3
.

1)

这里中〔w 互
兄) ,

利用分部积分
,

当N 、 , 时

1im
万 一争 ) O

(甲
,

A 功一河。 )= li m (A 朴甲
,

万一争 C民。

~
、 , .

万

功一 叨 ) 去 n m 、一
,

‘ 万 ~ , 田 ‘‘曰(
一 , 〔‘Q

:

+ N
·

, ‘
’

一 、。
.

十 *
:

。 ,

)卜窦 (M
二

一 ,
二

卜。(北

岔)
+ ‘Q , + “

·

, ,

, ‘叨一 ,
)1:{〕;

一”

式中

M : (劣)
一

(置粼
一从间

一

穿
S

二

(劣 )刀
。

(x )

D
,

(劣 )r (劣)

Q: (幻 二
d M :

d 劣
A 铃 = A (3

.

2 )

当满足连续条件(2
.

1 1) 和已知边界条件(2
.

27 )时
,

界条件为零
,

则可得

lim (A 铸切 , 切一 功 ) = 0

并令其余 4 个未知边界条件对应的共辘边

(3
.

3 )
N , 争 C〔

这里已假定 M盆(x) 和 O盆(x) 在【丸
, 二们上连续

.

由微分算子理 论
仁。’,

可 以得到A 在给定边

界条件有逆算子时
,

其共辘算子 A 朴 在零共辘边界条件下也有逆算子存在
.

特别地
,

当

A 书甲二切一 。

时
,

有唯一解 切〔功夏
“, ,

可使 M : 和 Q: 在区间 【丸
, 戈们 上连续

.

因此可得

f名陀

li 犯
_

} (叨一 功)
‘
d 戈“ 0

万咔~ J 劣。

(3
.

4 )

因为 切一 幼
,
d 叨 / d 二一 d功 / d 二

,

M
:

一万
,

和 Q
:

一O
:

在 〔构
, 二们 上 连 续

,

因 此 有界
,

通过

(3
.

4) 很容易证明 功 ,

d 。/ d 二
,

窟
二

和 O
二

一致收敛于 。 ,

d 切 / d 二
,

M
二

和 O
, .

四
、

算 例

算例 1 一个注满水的水池
,

如图 3所示
. r 二 9 14

.

4c m
,

氏二 8 ‘89
c m

,

d。= 35
.

56
c m

,

t二

7 9 2
.

4 e m , 材料的弹性模量E = 2
.

l x 10 0 k g /
e m

Z ,

泊松比
v = 0

.

2 5
,

水的容重 p 二 o
.

o 0 1 k g /
e m

s .

将水池分成 N 个壳元
,

在每个壳元上
,

载荷取实际压力的平均 值
.

表 2 给 出 N 分 别 等 于

5
,

10
,

25 和 4 5 时与精确解的比较结果
.

精确解取自文献 [引
,

本文已将英制单位换算成公

制单位
.
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鱼鱼鱼}}} {{{(((⋯
,,

刀 C B

卜一,
, , 二一

一

‘州

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
衬衬

目目目目目目目目目目目目

圈 3 注润水的水池 圈 4 环向加肋日柱充

表 2 水池的径向位移w 和纵向奄矩M
.

计算结果

切 x 1 0
一 2

(
e m )

·
e m / c m )

N = 5 N = 2 5 N = 5 N = 1 0

0
.

2 13 4 0
.

0 6 6 38

0
.

6 60 5

0
.

2 3 8 5

0
.

0 76 0

N 二 10

0
.

10 5 7

0
.

66 4 1

0
.

2 2 6 2

0
.

0T 1 5

0

0
.

0 6 5 0

D
·

0 6 1e0
.

0
.

0 6 10

0
.

66 5 2 } 0
.

6 660

0
.

2 2 1 0 } 0
.

2 2 50

0
.

0 3了。 1 0
.

0 6 7。
_

{ _
_

_ _

o 」o

3 7
。

9 2 4 5
.

9 4

} 0
·

2 2 17

0
.

0 6 8才

一 47 7
。

4 一 6 3 1
.

6

7 9 2
.

5

一 2 62 9

一 B122

一 28 4 0

一 647 0

N = 2 5

0

4 8
.

12

一 6 7 0
。

8

一 2 9 14

一 6 5 7 7

N = ‘5

O

越8
.

3 0

一 67 6
.

8

一 2 9 2 3

一 6肠9 2

精确解

0

4 8
.

3 9

一 68 1
.

4

一 2 9 2 8

一 660 5

。
�

4.8一1.0
,

6.8

算例 2 为一加环肋圆柱壳
,

受 均布载荷作用
,

q = 4 2 ok g /二
艺 ,

轴压 N
:

= O
。

两 端 铰

支
,

见图 4
.

其尺寸
一

为
,

壳体的半径
: ~ 1 5 o c m

,

厚度 h = 1
.

1 8 7 5 c m
.

环肋间距 t = 2 4c m
.

截

面积 A , 二 17
.

Ic m
.

壳体和环肋的弹性模量为 E = E ;
二 10

7
k g /

c m
“ ,

泊松比
v 二 0

.

3, 肋与壳

体的附连 宽度 b l = Ic m
.

表3 给出B 和 C点的弯矩及挠度与解析解比较的结果
.

这里解析解是

由文献 〔10 」中公式计算的
。

C和 B 点位置见图 4
。

图 5 给出不带肋
,

带环肋和同时带环肋及

纵肋圆柱壳挠度分布曲线
.

纵肋 的 尺 寸 为
,
A

二

~ 2 0c m
,

C
二

= 5
.

59 4c m
,

I
:

二 4 1
.

6 6 7 c m ‘,

bZ二 1 1
.

78
c m

, E :
一 1护 k g /

c m
“ .

图 6 给出不带肋和带环肋柱壳M
二

的分布曲线
,

图 7 则给 出

衰 3 受 q 作用
, r 二 1 5 o c m 加肋曰柱充计算结果

备

{

脚
召

一 方
. 刁‘

( kg
·

e m /
e m ) ( k g

· e m / cm )

尊
}

一

主文蟹
_

_ _ _

肋 { 解析解 f10 〕

本文解
(带环肋及纵肋 )

3 2 9 5 0
.

5 4 8 3 一 69 5 1

32 2 9 0
.

5 5 0 8 一右3 T2

3 14 9 0
.

6 18 2 一 5 42 0

(
c m )

0
.

峨7 0 0

0
.

4 7 0 8

0 5 0 1 9

l _ _ _ _

_ _ _
_ 一

{
”和C 点位置

⋯
‘图‘

确口 . 口口J . . . . . 口.

.
, .

无
0

_

8 8 00 众

加环肋 4时0 加环肋

0 4

加纵肋及环肋 无肋

一 4 0 0 0

O 0

2 0 4 0 6 0

图 5 日柱充印分布

一 S OD O
2 0 4 0

圈 8 口柱宪M
.

分布



纪 振 义

了同时带环肋和纵肋分布曲线
.

巨
- }

\
‘

、{

压压获一女交处进毯兰望父幼矛扮 {{{
一一 _

流二
’

~
’

1

一一甘甘 移移
口口口

{{{{{
lllll
呼呼呼

一 1 0

圈 了

2 0 4 0
卜尸

一
‘“。cm

.

—
带环肋及纵肋柱宪材

,

分布曲线 图 8 环向和纵向加肋圆柱壳

算例 3 为一受外压和轴压联合作用环向加肋圆柱壳
,

选自〔10 」中的算例
.

q 二 一 1 0 k g /
e m

,

N
二

“ q护/ 2 “ 一 1 0 0 0 k g /
em

.

壳体的尺寸为
, r = 2 0 0 e m

,
h= 1

.

s em
.

环肋的I’gl 距 t= 5 0 c m
,

A , ‘ 20 哪
“.

原例中不考虑 bl 的大小
,

本文取b : 二 。
.

sc m
.

弹性模量E ~ E : 二 2
.

2 x 10 ”kg /c m
Z ,

泊松比
v 二 0

.

3
.

表 4给出本文解与解析解” 。切和M
,

的比较结果
.

裹 4

{
M

受 g 和N
二

作用环向加肋日柱宪计算结果

r二 。 { 切 。
材

二 。 一 田 。

备 注
(kg

·
e口 /

c m ) (
c m ) (k g

·

cm / cm ) (
c m )

本文解

解析解[10 〕

一 10 7
。

3 一 0
.

09T 2 60
.

4 一 0
.

068T

一 10 5 一 0
.

0 96 2 6了
.

5 一 0
.

0 7 0

B
.

C 点 位置

见图4

算例 4 为一带环肋及纵肋的圆柱壳
,

如图 8
,

壳体的尺寸为
r = 4 0c m

,
h= 4c m

.

环肋

的 间 距 t= 5 0c m
,
A , = 1 6c m

,
b , 二 4 c o

.

纵肋的尺寸为
,

A
二

= 1 6c m 气 C
:

= 3c m
,
I

,

‘

2 1. 3 3 3 c才
,

b : = 3 1
.

4 1 6 c m
.

材料的弹性模量E 二E
,
= E

:
二 1 0 0 0 ,

泊松比
, = 0

.

3
.

图 9 给出

在 ‘ = 2 5c m 处受一集中力矩 M户 s ok g
·

。m /c m 作用的挠度和弯矩分布
.

图 10 给出了在 x =

7 5 “m 处受一集中力凡 = s ok g /c 。 作用的挠度和弯矩分布
.

这里给出的解均为精确解
.

,州曰砂
月绍傀l!

勺

j�

0
.

0 4

0
.

02

0

一 0
.

0 2

一 0
.

0 4

一。 。。

⋯

{。。

卜衬
一

队卜{
。

认

_ 一
一

一

么乏立
.
_ _

厄一么了
: _ _ _ _

、

_ _ _ 泌

_ 扮
_ _
」

-

O目n心‘J任心曰n�印�

:
‘.

00000

一
七

n甘0

从劝10
。--1砚

刁lweee

;
to
.

,..‘‘Jx‘.....,.‘.万.棍.

ee
Jx.�O一--一匕

、,门八份

‘、、,山八�

圈 日

题
,

受翻中力矩作用双向加肋日柱宪。和M
:

分布 圈 10 受粼中力作用双向加肋画柱宪叨和万
.

分布

从以上四个算例表明
,

本文提出的方法
,

对解决非均匀环向和纵向加肋的圆柱壳静力问

可以得出较好的结果
.
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In this p a p e r
,

th e n o n lin o a r a x ia l s ym m e tr ie d e fo r m a t io n p ro bl
e m o f n o n li o m o g e

-

n eo u s r in g 一 a n d s tr in g e r 一 s t iff e n e d s h e lls 15 fjr s t so lv e d by the e x a e t a n a lytie m e tho d
.

A n a n a ly t ie
e x Pr e ss io n o f d isPla e e m e n t s a n d s tr e s s r e s u lta n ts 15 o b t ain e d a n d it s e o n ·

v e r g e n e e 15 Pr o v e d
.

D isp la e e tn e n t s a n d s tr e s s r e s u lt a n ts co n v e r g e to e x a e t s o lu tio n

u n ifo r m ly
.

F in a lly
,

it 15 o n ly n e e e s sa r y t o s o lv e a sy s te 也 o f lin e a r a lg e b
r a ie e q u a

-

t io n 3 w ith tw o u n k n o w n s
.

Fo u r n u m e r ie a l e x a m Ple s a r e g iv e n a t th e e n d o f th e Pa Pe r

w hie h in d ie a te th a t s a t io fa e to r y r e s u lts e a n b e o b t a in e d b y th e e x 吕 e t 几 n a ly tie m e th o d
.


