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摘要:  引入势函数, 形成运动微分方程, 对运动微分方程和各种响应进行 Laplace 变换及 Fourier

正弦、余弦变换, 最后求解由边界条件形成的对偶方程 ) ) ) 这种研究动态裂纹的方法已经被广泛

使用并成为比较系统的方法# 以一种模型为例, 对其推演过程进行了研究, 最后发现: 此方法在数

学推演时,存在着不严密的问题, 推演结果带有偶然性,不具可信性# 
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引   言

近年来,各种材料的动态损伤和断裂行为研究非常活跃# 积分变换方法已经是比较系统

的方法,各向同性材料的研究已经早有专著, Shindo等[ 1]用积分变换方法研究了均匀电场作用

下压电介质中有限长裂纹对垂直入射的瞬态纵波的散射, Li
[ 2, 3]
研究了压电介质中半无限扩展

裂纹的反平面瞬态响应, Chen[ 4, 5]用积分变换方法研究了压电材料中的反平面运动裂纹和有

限长裂纹的反平面冲击问题# 作者也想借此方法来研究压电介质的动态断裂问题, 在使用中

发现: /积分方程的核函数的积分发散0# 于是, 对此方法重新进行了推演, 发现, 原数学推演

中,有不严密问题,现在提出, 望使用此方法者注意# 

下面仅以一种模型为例, 指出其问题所在# 

1  冲击载荷下无限平面上的有限尺寸 Ñ型裂纹问题

取无限平面为 xoy平面, 忽略体积力影响,只考虑惯性力作用# 引入Lame势函数 U( x , y ,

t )、W( x , y , t ) , 设位移函数为:

  ux =
5 U
5x

+
5W
5y

, uy =
5U
5 y

+
5W
5x

, ( 1)

由Hooke定律得应力分量:
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Rxx = K̈ 2U+ 2L
52
U

5x
2 +

52
W

5 x5y
,

Ryy = K̈ 2U+ 2L
52U
5y

2 +
52W
5 x5y

,

Rxy = L 2
52U
5x5y

-
52 W
5x

2 +
52 W
5y

2 ,

( 2)

其中 ¨2
=

52

5x
2+

52

5y
2,于是得由势函数 U( x , y , t ) 和 W( x , y , t ) 表示的波动方程:

  ¨2 U=
1

c
2
1

52U
5t

2 , ¨2 W=
1

c
2
2

52W
5t

2 , ( 3)

式中 c1、c2 分别为纵波与横波速度# 

对于 Ñ型裂纹问题: 设裂纹位于 x 轴上, 长 L = 2a, 中心在坐标原点# 假设介质在无限

远处不受载荷作用, 而在裂纹上下表面同时受冲击载荷作用# 由于对称,只需研究 1/ 4平面

即可# 其边界条件可写为

  

Ryy( x , 0, t ) = - R0H( t )   (0 [ x < a, t > 0) ,

uy ( x , 0, t ) = 0   ( a < x < ] , t > 0) ,

Rxy( x , 0, t ) = 0   (0 [ x < ] , t > 0) ,

Rij ( x , y , t ) y 0, x
2
+ y

2 y ] , t > 0,

( 4)

式中, H( t ) 为Heaviside单位阶跃函数# 假定物体初始时静止,则初始条件为

  uj ( x , y , 0) = Ûuj ( x , y , 0) = 0# ( 5)

对微分方程组( 3)作Laplace变换,并考虑初始条件, 得

  ¨2 U* =
1
c
2
1
p
2 U* , ¨2W* =

1
c
2
2
p
2W* # ( 6)

则势函数具有如下性质:

  U( x , y , t ) = U(- x , y , t ) , W( x , y , t ) = - W(- x , y , t ) ,

考虑到这一特点,分别对方程组( 6)中的方程作关于/ x 0的 Fourier 余弦变换和 Fourier 正弦变

换有:

  52�U*

5y
2 - s

2�U* =
1

c
2
1
p
2�U* ,

52�W*

5y
2 - s

2�W* =
1

c
2
1
p
2�W* # ( 7)

由式( 7)得满足无限远处边界条件的 �U
*
和 �W

*
:

  
�U*

( s , y , p ) = A 1( s, p ) exp(- C1y ) ,

�W* ( s, y , p ) = A 2( s, p ) exp(- C2y ) ,

式中 Cj = s
2
+ ( p / cj )

2
, 待定函数 Aj ( s, p ) 由其余的边界条件确定# 

求式( 7)中的 Fourier象函数的原函数有

  
U
*

( x , y , p ) =
2
PQ

]

0
A 1( s , p ) exp(- C1y ) cos( sx )ds ,

W* ( x , y , p ) =
2
PQ

]

0
A 2( s , p ) exp(- C2y ) sin( sx )ds# 

( 8)

对边界条件作 Laplace变换有
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R
*
yy( x , 0, p ) = - R0/ p , R

*
xy( x , 0, p ) = 0   (0 < x < a) ,

u
*
y ( x , 0, p ) = 0, R*xy( x , 0, p ) = 0   ( x > a)# 

对式( 1)、( 2)作 Laplace变换,并将式( 8)代入,得 Laplace变换域下的位移及应力分量# 由边界

条件 R*xy( x , 0, p ) = 0, 0 [ x < ] 得: 2C1sA 1( s , p ) = - ( s
2
+ C22) A 2( s , p ) , 设

  
A 1( s , p ) = -

( s
2
+ C22)
2C1

A ( s, p ) ,

A 2( s , p ) = sA( s, p )# 
( 9)

由边界条件 u
*
y ( x , 0, p ) = 0 ( x > a) 和 R*yy ( x , 0, p ) = - R0/ p (0 < x < a) 有

  
Q

]

0
A( s, p ) cos( sx )ds = 0   ( x > 0) ,

Q
]

0
sf ( s , p ) A( s , p ) cos( sx )ds =

PR0 c
2
2

2Lp 3
(1 - k

2
)

  (0 < x < a) ,

( 10)

其中, f ( s , p ) = (2C1 s(1 - k
2
) )

- 1
[ s

2
+ C

2
2]

2
- 4s

2
C1 C2 ( c2/ p )

2
, k = c2/ c1# 至此, 问题

的求解归结为确定满足对偶积分方程组(10) 的 A( s , p ) 问题# 设:

  A ( s, p ) =
PR0a

2
c
2
2

2Lp
3
(1- k

2
)Q

1

0
N5

*
1 ( N, p ) J 0( saN)dN, ( 11)

则,将式( 11)代入方程组( 10) ,第一式自然满足,第二式变为 Fredholm积分方程:

  5*1 ( N, p ) + Q
1

0
[ K 1( N, G, p ) 5*1 ( G, p ) ] dG= R0 N, ( 12)

式中, 积分方程的核为: K 1( N, G, p ) = NGQ
]

0
s[ f ( s/ a, p ) - 1] J 0( saN) J 0( saG) ds, 求解积分

方程( 12)后,即可进一步计算应力强度因子# 

2  上述方法存在的两个数学问题

作者研究发现, 上述研究方法中,存在着如下两个问题:

1) 积分方程的核: K 1( N, G, p ) = NGQ
]

0
s [ f ( s/ a , p ) - 1] J 0( saN) J 0( saG) ds不存在# 因

为当/ s0很大时, 有下列诸式成立# 

  J n( s ) U 2
Ps

cos s -
P
4

-
nP
2

, ( 13)

而 Cj 可近似地表示为:

  Cj = s +
1
2s

p
cj

+ o( s
- 3

) , ( 14)

  lim
s y ]

f ( s , p ) = 1+ k
2
, ( 15)

  lim
s y ]

s f
s
a

, p - 1 J 0( saN) J 0( saG) =

    lim
s y ] sk

2 2
PsaN

cos saN-
P
4

2
PsaG

cos saG-
P
4

=

    lim
s y ]

2k
2

aP
1
NG

cos saN-
P
4

cos saG-
P
4

# 

由此可见,核函数的被积函数不收敛,即: lim
s y ]

K 1( N, G, p ) y ] , 核函数不存在, 积分方程( 12)
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也就无从求解了# 

2) 从式( 10)到式( 12)的推演中, 用到了 Bessel函数的一些性质# 

将 cos( sx ) = Px s/ 2J- 1/ 2( sx ) 和式( 11)代入到对偶积分方程组( 10)有如下对偶积分方

程组

  

Q
]

0 Q
1

0
N5 *

1 ( N, p ) J 0( saN)dN ( sJ - 1/ 2( sx ) ) ds = 0   ( x > 0) ,

Q
]

0
s
3/ 2

f ( s , p ) a
2Q

1

0
N5*1 ( N, p ) J 0( saN) dN J - 1/ 2( sx )ds = 1

  (0 < x < a)# 

( 16)

根 据 Bessel 函 数 的 微 分 公 式 d[ z- M
JM( z ) ] / dz = - z

- M
JM+ 1( z ) 对 (13) 中 的

Q
1

0
N5

*
1 ( N, p ) J 0( saN)dN 进行分部积分,有:

  Q
1

0
N5 *

1 ( N, p ) J 0( saN)dN= 5*1 (1, p ) J- 1 sa + Q
1

0
NJ - 1( saN)d

5
*
1 ( N, p )

N
# ( 17)

将式( 17)式代入式( 16) ,并应用 Bessel函数的间断积分公式:

  
Q

]

0
JK( rN) JL( bN) N1+ L- KdN= 0   (0 < r < b) ,

Q
]

0
JK( rN) JL( bN) N1+ L- KdN=

b
L
( r

2
- b

2
)
K- L- 1

2K- L- 1
r
K# ( K- L)

  (0 < b < r ) ,

( 18)

式中, #( z ) 为 #函数,并要求 K> L> - 1;且 r = b 时, K> L> 0# 而在式(17) 代入式(16)

的运算中,与式(18) 相应的 K= 1/ 2, L= - 1, 而不是 L> - 1,在 r = b时,更不满足 K> L>

0# 

同时,运算时,还应用到Abel型积分方程及其反演公式:

  

f ( r ) =
2A

#(1 - A)
r
- MQ

r

0

d
dt

[ r
M+ A+ 1<( t ) ]

dt

( r
2
- t

2
)
1- A   (0 < x < 1) ,

<( t ) =
2
1- A

#( A)
r
1- M- AQ

t

0

r
1+ M

f ( r )dr
( t

2
- r

2
)
1- A   (0 < N< 1) ,

( 19)

式( 19)要求 K> A, 并且 0 < A< 1# 而在式(17) 代入式(16) 的运算中, 与式(19) 相应的 K

= - 1/ 2, A= 1/ 2,恰好是 K= A,而不是 K> A# 

经过如上凑合的推演后, 勉强得到积分方程( 12)式# 这样得到的结果是不可能是有可信

与正确性的# 积分方程( 12)式无法求解也就是理所当然的了# 

3  结   语

以上可见, /动态裂纹积分变换法分析0是存在问题的# 在数学推演中,是不严密的# /真

理超出它的适用范围,就是谬论0# 应注意数学推演的严密性# 
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Mathematical Problems in the Integral_Transformation

Method of Dynamic Crack
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Weihai , Shandon g 264209, P . R . China ;

2. Cent er for Composite Mat er ials and Electr o_Opt ics Resear ch Center , Harbin In stitute of Techn ology ,

Harbin 150001, P . R . Chin a )

Abstract: In the investigation on fracture mechanics, the potential function was introduced, and the

moving differential equation was constructed. By making Laplace and Fourier transformation as well as

sine and cosine transformation to moving differential equations and various responses, the dual equa-

tion which is constructed from boundary conditions lastly was solved. This method of investigating dy-

namic crack has become a more systematic one that is used widely. Some problems are encountered

when the dynamic crack is studied. After the large investigation on the problems, it is discovered that

during the process of mathematic derivation, the method is short of precision, and the derived results

in this method are accidental and have no credibility. A model for example is taken to explain the

problems existing in initial deriving process of the integral_transformation method of dynamic crack.

Key words: potential function; integral transform; dynamic crack; dual equation
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