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摘 要

本文对将连续相和分散相分别作连续介质考虑的两相流基本方程组
,

通过分析密相下两相流

动的物理机制
,

提出了分散相的应力满足宾汉流体的本构方程
,

并用分散相在壁面处剪应力作为

分散相的一个边界条件
,

从而得到了一个封闭的处理密相系统的两相流数学模型
.

最后
,

还讨论

了分散相在壁面处剪切力的表达式
.

”

一 已l 全,
、 J . 「习

近三十年来
,

人们一直在努力用数学手段来处理两相流动问题
‘

但是
,

只有通过了解两

相流的物理木质
,

才能够建立合理的两相流动的数学模型
.

大型计算机计算能力的迅速提高导致了两相流数值计算所用模型的发展
〔”

。

现有的两相

流数学模型大都是用来处理稀相两相流 动的
.

由于稀相下数学模型一般忽略了分散相的剪应

力
〔” ,

而且对气固两相流相间作用力仅仅采 用了阻力项
,

所以
,

稀相下两相流数学模型是较

为简单的
,

数值求解也是较为方便的
.

密相两相流是有重要应 用价值的两相流动体系
.

由于在实际的两相流动中
, “

分散相
”

具有极限摩擦力等复杂情况
,

因此
, “

分散相
’,

的本构关系难以用简 单 的 解 析表达式来写

出
.

然而
,

在密相体系中
, “

分散相
”

的本构关系原则上是必须要加以考虑的
.

故建立密相

两相流数学模型需要在不同情况下引入不同的辅助关系式
。

前文 【2 〕中
,

我们已经讨论了两相流 基本方程以及稀相下的相间作用力的表达 式
.

本

文在此基础上
:

¹ 进一步讨论高浓度下的相间作用力 ; º 讨论密相状态时分散相在摩擦机制

下应满足的非牛顿流的本构关系 ; » 给出分散相在壁面处的剪切力的值替代速度无滑移的条

件作为一个边界条件
.

因为对透明的壁面
,

我们可 以清楚地看到颗粒的滑移运动
,

所以
,

这

样处理和实际情况要接近一些
.

同时
,

利用理论力学的摩擦碰撞原理给出了分散相在壁面处

剪切力的表达式
.

最后
,

得到了一个用欧拉形式表示的联立方程组来处理密相两相流动的封

闭的数学模型
。
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密相两相流基本方程组的封闭性

,
·

’ 木事雌捧秘
设

_
「

_
-
、 -

-
-

-
.

一
‘

本文假定分散相颗粒的粒径较小
,

单位体积粒子数的涨落起伏的百分数远小于容许误差
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其中刃为 单
.

位体积 巾的粒子 数 ; 歹为 单
.

位休积中的平均粒子数
.

此 时
, l

叮把 分 散 相 (即颗

粒) 看成连续介质
,

,

把单位体积内颗粒的平均道度 ( 叩质量中心的 速 应 ) 作 为 分散相的速

度
,

分散相的密度就是颗粒本身的密度
,

至于颗粒的客童则等 于颗粒在 单位体积中所占的体

积百分数再乘以颗粒侧料木
一

身灼密度
.

颗粒周围的流体同样也认为早
:连续介质

,

用单位体积

里流 休的平均碗度作为这一种连续介质的速度
,

即连续相的速度
。

为简
一

单起见
,

假定颗粒为一种大小均匀的微小球体
,

且略去辐射热交换
.

但是
,

只要我

们加上不同频率辐射流所满足的方程式和组分方程 式
,

、

我们就不难得到多种粒径多组元的多

相流 动和有热辐射的情形的方程式
。
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式中各符号说明如下
:
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下标
:

.

。代表连续相 , J代表分散相
; 量

: ,,, 为密度
, 。为某相的体积 分数 ; 犷‘

为速度, 夕为座

力 ; 。‘,
为压力之外的应力分量 ; g ‘

为重力加速度
; Q ,

为单位体积内生成热
, e为单位质毖的

内能 ; R ‘。

为单体体积 中由分
一

散相转变为连续相的质量生成率 , R “为 单位体积中由连续格转

变为分散相的质量生成率 ; 尸
。“为连续相作用在分散相上的力 ; F ‘。‘

为分散相对连续相的反

作用力
; q ‘。

为分散相传递恰连续相的热量 ; 头 d
为连续相传递给分散相的热量 , q ‘为热流

。

另外
,

入满足 a 。 + a ‘二 1 (2
.

8)

相间作 用力服从牛顿第三定律
,

、

即

F栩 + F川 二 0 (2
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以及相间传递的结余热量满足能量守恒定律
,

即

g “十 q 如二 0
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要使方程组(乞 2) 、往
.

10) 能够封闭
,

需要引入一 系列的辅助关系式
,

」

几

2
.

3 密相下两相之间的相 互作用
.

力

首先考虑单个分散相颗粒所受连续相的作用力
.

单个分散相颗粒可用圆球近似
、

地代表
,

·

分散相颗粒受连续相作用的情形
,

类似子圆球在由不可压缩流体所构成的相当大的流场中运

动受力的情形
.

设流体原流场的流速和压力分别为厂
。‘和 P

。 ,

半径为
a 的小球 (a 远小于流 场流动的线性尺

度) 在流场 中产生的扰动速度和扰动压力分别为 犷 JI’和 P毖”
.

此时
,

在小球 面 上 有 犷
。‘+

州于
, * 汽

。 .

由此可以通过近似计算 (参见文献 〔3 〕) 得到流 体对小球的作用力
、

在一定 的近

似条件下为
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在非线性情形下阻力项R ,
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其中C。
为阻力系数

,

尸e
为雷诺数

, , 。
= 户扩p 。 .

两相之间的相互作用力是连续相与分散相颗粒群之 间的相互作用力
.

在颗粒群中单颗粒

所受的连续相作用力将受到粒子间相互作用
飞

的影响
,

这种影响是分散相浓度的高阶小量
【‘’.

在分散相浓度极稀时
,

除了考虑颗粒形状因子和浓度的微小因素之外
,

式(2
.

1,1 )将近似地代

表颗粒群所受流 体的作用力
.

然而
,

在分散相浓度较高时
,

用式(2
.

1 1) 近似代表相间作用力

就必须加以某种修正
,

现在
,

把上列表达式 (2
.

1 1) 中的各项分别乘以适当的修正因子来表示

这种修正
,

则连续相与分散相颗粒微团之间的相互作用力为

瓦“
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在式(2
.

1 6) 第二个等号的右边中
,

第一项为假想流场中拿去这些颗粒时
,

在空出的球表面所

受连续相作用的粘性应力和压力
,

相当于原场流体加速度项和浮力
‘

项对作用力的贡献
,

这一

项没有修正系数 ; 第二项为附加质量力的贡献
,

修正系数为 k , ; 第三项为在颗粒被引入流 场

时
,

流场速度不均匀所产生的作用力的贡献
,

修正系数为 k
: , 第四项为连续相和分散相颗粒

群之间的相对所产生的阻力的贡献
,

在浓度较高时
,

这一项可以写成 (9 / 2 )k心(脚 /梦 )(厂
。‘
一

厂“ )或者当相对速度较大时再加上有关的相对速度的平方项
,

修正系数 为 k
.

总之
,

修正系

数k ; ,

棍和舟是用来考虑形状因子和浓度的影响的 , 式 (2
.

1 6 )中
,
犷‘,
代表空间某点上单位体

积内颗粒的平均速度 (即质心速度), 与单个球情形下代表圆球中心的运动速 度 在概念上是
,

有一定差别的
。

2
.

4 密相下的本构关系

我们假设牛顿流体的应力和应变关系仍然郎够适用于连续相的流动情形
.

分散相颗粒的

性质和连续相分子的性质有很大的不同
.

密相下
,

颗粒层与层之间相互摩擦
,

除了两层相压

的正应力之外
,

颗粒之间还有摩擦剪应力
.

这种摩擦剪应力在两层开始相对滑动之前其绝对

值小于极限摩擦剪应力
,

即小于摩擦系数乘上正应力
,

此时
,

颗粒只能作整体运动
.

管道密

相流 动的情形和在松散体力学和土力学中的相对静止情形都属于这一类
.

在颗粒层与层之间

开始滑动之后
,

按照摩擦力具有的特殊性质
,

两层之间不仪有一个和正压力成正比的极限摩

擦剪应力
,

还有和颗粒相的速度梯度有关的摩擦剪应 力
,

这个与分散相速度梯度有关的部分

最简单的就是和逮度梯度成企比
.

这种情形
,

就是通常的宾汉流体的应力表达式
.

摩擦剪应

力的极限值相当于宾汉流体的极限应力
: , .

只有当分散相的剪应力超过这些由于颗粒之间摩

擦力形成的整体结构所能承受的极限剪库力的时候
,

分散相各层之间才会发生相对滑移
.

我们现在假设分散相的本构关系满足宾汉流体的本构关系
,

即

。
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一
2一3

一

K
‘
为分散相体积粘性系数

,

刀为参数
, , 为两层之间的摩擦系数

,

P‘
为分散相的压力

,

极限

应力
: , 二矽

‘。 ·

分散相的压力p ‘在密相下可以仿照液体分子运动论或密相气体分子运动论的方法
〔6 ’

表示

出来
,

即分散相的状态方程有

P‘= a ‘p ‘a Z一 a 委 (2
.

2 0 )U
犷砂

其中口为颗粒的均方根速度
,
厂为颗粒的有效碰撞体积

,

U 为颗粒的平均势能
.

分散相的粘性系数内可以仿照气体的分子运动论
〔。, 引入为

。‘一 三、
/ n m 。, 一

丫乡
、

/ 。‘a a

J l 石
(2

.

2 1 )

其中k, 为修正系数
, n
为颗粒的数密度

,
m 为单颗粒的平均质量

,
l为颗粒的平均自由程

.

2
.

5 封闭性

方程组 (2
.

2 ) ~ (2
、

1 0 )有了引入的辅助关系式 (2
.

1 6 )和 (2
.

2 7 ) ~ (Z
L.

Z i )之后
,

若再加上

相应的和稀相下类似的状态方程和传热关系式
,

则方程组的个数和未知函 数 的 数 目可以相

等
,

这样就得到了可解的封闭方程组
.

根据具体问题
,

提出相应的初始条件和边界条件
,

就

可以求出确定 的解
. 、

在密相两相流动中
,

连续相的速度在壁面处仍可采用无滑移的边 界条件
,

但是
,

让分 散

相速度在壁面处的值为零显然是不够合理的
.

我们认为在固壁处颗粒存在一定的滑移速度
,

由于滑移速度的具体值是和壁面的粗糙程度等壁面状态有关系
,

所 以
,

用分散相在壁面处的

剪应力作为替代条件
,

无疑是较为合适的
。

假定壁面是硬的固体壁面
,

那公分散相颗粒的垂

直宏观平均速度等于零
.

下一节我们将以理论力学的摩擦碰撞原理给出分散相在壁面处剪应

力的表达式
。

前面我们已经采用了宾汉体的本构关系
.

若分散相应力没有达到极限应力
: , ,

则宾汉体

本构关系失效
,

此时
,

外加力所产生的应力和颗粒之间的摩擦力的作用互相平衡
,

分散相形

成所谓的本构关系不能明确表达成和形变有关量的塞流结构
.

这样
,

分散相中会出现宾汉流

和塞流的衔接问题
『7 ’.

在两个区域的衔接处
,

两相各自的速度和速度梯度是连续的
,

因此
,

方程组仍然能够封闭
· . J

三
、

分散相在壁面处剪应力的表达式

由于颗粒在固壁表面 明显有滑移
,

所以切向速度为零 (即无滑移条件) 是不合理的
.

因

此改用给出两个切向应力来代替两个滑移速度为零的条件
.

不失一般性
,

我们只求某一个方

向的剪应力
.

仿照气体分子运动论
,

假设颗粒速度和位置的分布画数f满足玻氏积分微分方程
,
即
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其中声为外力
, ; 为颗粒的空间坐标

,

石为颗粒的运动速度
, 么f为颗粒碰撞引起的 f的变化

.

采用逐步逼近法求解方程 (3
.

1) 可以得到f的零级近似f
‘, , ,

一级近似f“
’,

二级近 似f
‘“’,

⋯
·

⋯
‘

密相卞
,

为简单起见
,

除边壁上平均滑移速度以外
,

f用零级近似 f=(
, ,
来替代

.

一

假设壁面为静止的
,

略去颗粒在碰撞瞬间由于滚动所产生的误差
.

同时假定颗粒与壁面

的碰撞次数是足够大的
,

且碰撞在壁面上的分布是均匀的
.

暂不考虑壁面平均滑移速度为零

的特殊情形
.

取坐标系
z 轴垂直壁面向上为正

.

单位时间内作用在壁面 上的颗 粒 数 与 }叫 成

正比
,
脚为颗粒运动速度在

z 轴上的分量
.

以下分两种情形考虑颗粒与壁面的碰撞
,

用e, 表示

碰撞时的恢复系数
, 刀产表示颗粒和壁面的摩擦系数

,

m
‘

为颗粒的有效质量
.

( 1) 具有劣轴速度分量
“> 0的颗粒撞击壁面表面己S所产生的剪应力

T ‘, ’如图 1所示
.

在这种情况下
,

颗粒和壁面碰撞之后
,

能够从整面反弹 出来的颗粒对剪应力的贡献为

f
。 ,

f
十沉

,

几 = }
_ _ a 功 l

‘ 吧‘

二 Lm’ 叮 以十 e’ )l 功 lJ
·

J
’

}功 la “

夕 一 ~ J 气1 + e 『
}刀

’

I切 l

(3
.

2 )

由于滑动摩擦作用的结果而被完全吸收在壁面上的颗粒对剪应力的贡献为

fo ,

r”
’
(1 + · ‘

) }脚 ]
, ,

二
,

T 乞= l a 功 ! m
‘

“
‘

J
’

}田 }a u

J 一 ‘民 , J O

(3
.

3 )

因此
,

能够产生的剪应力为

产冶几十 : :
、 ·

’

(3i 4)

(2 ) 具有%轴速度分量
。< 0的颗粒撞击壁面表面d s 所产生的剪应力

二‘幻 如图 2所示
.

在这种情形下
,

颗粒与壁面碰撞之后
,

能够反弹出壁面的颗粒对产生剪应力的贡献为

颖粒弃射

—
一 。 ,

。 颗检出射
颧粒出射 颗粒入射

卜 {淤夕
一

护 ,
’ . 1.

二
, , 口

尸口白目 . . . 如

兮(几) > 0

皿

‘ ,
二u 一刁

‘

(东+ 。尹

) !口 I

一
壁面

口
护

(! + 己

一 , ~一7

‘

润 二壁面

丫( 2 )
> 0

圈 2

了o j r 一叮 , (1 + e ‘
) {。}

_

.

介一}一
。 “,

}一
、、

「一 m
,n’(

, 仰,)j
‘
沙f.J

, !“
“

由于滑动摩擦作用而被完全吸收在壁面上的颗粒对产生剪应力的贡献为

(3
.

5 )

一丁{
一 “却

11
:

,

。1 + 。 ,

。,
: 。

:‘一
‘·,

·

‘
·

,叫“
·

(3
.

6 )

因此
,

能够产生的剪应力为

尸 r 沟 = 介十 几

最后可得分散相在壁面处产生的剪应力为

r( > 0) 二 r ,
十几 一 r ,

一九

其方向沿月轴 负向
·

一
_ 一

在连续相阻尼的作用下
,

颗粒碰撞壁面时的动量将会减小
,

(3
.

7 )

(3
,

8 )

我们 用有效质 量 耐 来描述
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这一效应
,

且假定有效质量m, 二 (4 /s )二aa (P
‘一 (1 / 2) k

“

Po )
,

其中几
“

为无量 纲的修正系数
.

我们假定f
‘”满足高斯正态分布

,

即

,
(。

、茄
; (

茄痴
eX

小
t“一 犷。)

’2

砂
- (3

.

9 )

并用f
‘”,
近似替代式 (3

.

8) 中的了
.

若令 才
“

则 式(3
.

8)
一

可以写成

:

l丁鑫」
’ ,

、一

l尤
、
」
“

、

: 一 e一
‘

(
。4 一

;
“
·。·

)
a “

‘

(3
.

1 0 )

其中

e ‘ 去子万{
。 。x p (一 。

, “

)、。
,

「{
‘ , , (1 + 。 , )。, ‘e x p

卜
二‘“)、二

‘

‘“ “J 一哟
’

LJ 一 1]
’

(生+ 。 ’),
’
一 (F d /

、 / 2 口)
·

叮
’

(1 + e ‘
)g ’一 (厂d /双 2 。)

刀‘(l + e ,

) , , z e x P (一 x ‘名)d 劣 ,
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)夕
‘一 (厂d / 澎 Z a )

粉
‘

(1 + 。‘)夕
‘一 (犷d /材 Z a )

护
+

式幼加
p (一沪)“

,

〕} (3
.

1 1)

当厂‘》少时 , C 井 、丫(1 + e ,

) / 2
,

式(3
.

1 0 )有

一 ;
丫(1 + 。 ,

)。·

(
。d 一

_

;
“
·。·

)
。‘

(3
.

1 2 )

这时剪应力的方向和壁面滑移速度的方向相反
。

由此
,

原来主个速度分量为零的条件
,

现在用一个法向速度为零和给出两个剪切应力所

代替
. ’

但必须注意
,

当F ‘
接近子零时

,

需要考虑j(
‘, ,

否则
,

式(3
.

10 )将得到
: 二 0

.

另外
,

、

这时的边界条件又将恢复到用固壁上三个速度分量为零的条件了一

四
、

结 语

通过以上这样处理的密相多相流动的基本
一

方程式
, 、

在连续相为不可压缩的条件下
,

就已

经封闭
.

进一步的工作就是求解特殊问题
,

我们将另文发表
〔吕’.
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