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摘要 :  将傅立叶级数方法推广应用于矩形截面梁中波传播的精确分析# 不仅试着直接从三维弹

性动力学方程出发,导出了矩形截面梁中波传播的一般解析解, 而且给出了弹性波在自由矩形截

面梁中的传播特性# 波传播精确模型的提出,为实现梁波的耦合控制奠定了坚实基础# 
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引   言

二十世纪八十年代中期以来, 大型化、低刚度、柔性化已成为各类航天结构的一个重要趋

势# 无疑轻型结构可以增加有效载荷的重量,提高运载工具的效率; 大型结构可以扩展空间结

构的功能# 但这同时也给结构的设计、制造和使用带来了一系列新的问题,其中大型空间结构

的振动控制被摆到了十分突出的地位[ 1~ 3]# 由此,行波主动控制技术作为一种全新的结构控

制方法,得到了迅速的认同和发展[ 4~ 6]# 与经典的模态控制, 即基于模态分析思想, 并采用现

代控制理论的方法完全不同, 行波控制的基础是波动方程的行波解分析,即将连续体的运动用

行波描述,而控制器的设计准则是减小行波的幅值或尽可能多地吸收行波载体携带的能量# 

相应地,行波控制技术具有两大明显的优点
[ 7, 8]

: 一是可用波动方程描述的基本连续体(如一

维连续体弦、杆、梁等)的控制律设计与边界条件无关, 因而可将大型复杂结构分解成若干个基

本连续体,并在控制设计的第一阶段不考虑边界条件和各连续体之间的衔接关系;这使得行波

控制法特别适用于大型复杂结构的振动主动控制# 另外,采用行波控制法,不必对结构进行离

散,这就避免了经典模态控制中控制精度的高阶模态泄漏; 对于具有大量弹性模态需要控制的

大型柔性结构, 这一优点尤为可贵# 

结构的行波主动控制技术从提出到现在才二十年左右的时间# 其间虽有不少成果问世,
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但研究的重点仍集中在基本连续体的控制律设计、稳定性分析以及测量方法研究等理论问题

上[ 9~ 16]# 相比之下,处于基础地位的波导结构行波解分析则有些随意和过于简单# 如在考察

梁中多类行波的耦合控制时, 所有的研究者均以波运动的简单分解和可独立控制为前

提[ 17~ 19] ,而未计及波型之间的耦合效应, 结果导致了实际操作过程中的控制溢出# 由此可

见,准确确定波导内部许可存在的导波场,对于实现结构波动的有效控制具有十分重要的意义

# 但遗憾的是, 由于力学和数学上的困难,目前能精确完成这一工作的例子很少;只是Rayleigh

和Lamb 1888年分析了无穷大平板波导中的弹性波, 以及 Pochhammer 1876年和 Chree 1889年

分别严格处理了无穷长圆柱中的导波场# 至于在线弹性范围内, 严格地分析其它类型波导结

构(如自由矩形截面梁)中的简谐波则认为是不可能的事情了[ 20, 21]# 

笔者将傅立叶级数方法[ 22~ 24]推广应用于矩形截面梁中波传播的精确分析# 不仅试着从

三维弹性动力学方程出发,导出了矩形截面梁中波传播的一般解析解;而且给出了弹性波在自

由矩形截面梁中的传播特性(频谱、截止频率、波型等)# 波传播精确模型的提出,为实现梁波

的耦合控制奠定了坚实基础[ 25]# 

1  矩形截面梁中波传播的一般解析解

1. 1  基本方程和边界条件

图 1 直角坐标系中的无

限长矩形截面梁

如图 1所示,考虑具有拉梅弹性常数 K, L的无限长自由梁,

其矩形截面长、宽分别为 2a, 2b# 则其运动微分方程为
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式中 u, v, w 为弹性体中任一点的位移分量, Q为弹性体密度, X

为谐波频率,体积应变 e = 5u /5x + 5 v/ 5y + 5w /5z ,拉普拉斯算
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物理方程为
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( 2)

梁的自由边界条件为

  
Rx | x= ? a = 0, Sxy | x= ? a = 0, Sxz | x= ? a = 0,

Ry | y= ? b = 0, Sxy | y= ? b = 0, Syz | y= ? b = 0# 
( 3)

1. 2  一般解的复数形式

稳态情况下,谐波沿梁的纵向表现为行波,而沿梁的横向表现为驻波, 故可假设方程( 1)有

如下形式的位移解
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u = U( x , y ) exp[ i( kz - Xt ) ] ,

v = V( x , y ) exp[ i( kz - Xt ) ] ,

w = W( x , y ) exp[ i( kz - Xt ) ] ,

( 4)

其中 U, V, W即通常的振型函数# 波数 k 可为实数、纯虚数和复数, 并分别对应着梁波导中的

行波、近场波和衰减行波[ 20]# 

若将振型函数展开为 x 方向上的傅立叶级数

  

U( x , y ) = 6
+ ]

m= - ]
f m( y ) exp( iAmx ) ,

V( x , y ) = 6
+ ]

m= - ]
gm( y ) exp( iAmx ) ,

W( x , y ) = 6
+ ]

m= - ]
hm( y ) exp( iAmx ) ,

( 5)

其中 Am = mP/ a# 则对任一谐数 m,可得一关于 f m , gm , hm的二阶常微分方程组# 进而若设

  f m( y ) = Amexp( iGy ) , gm( y ) = Bmexp( iGy ) , hm( y ) = Cmexp( iGy ) , ( 6)

其中 Am , Bm , Cm 为待定常数# 将( 4) ~ ( 6)式代入( 1)式,有特征方程

  L( A2m + G2 + k
2
) - QX2 2

( K+ 2L) ( A2m + G2+ k
2
) - QX2 = 0 ( 7)

和特征根
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2
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2
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( 8)

由此可知, 方程( 7)有两个二重根和两个单根# 现以特征根 B1m和B2m为例(特征根- B1m ,

- B2m类似) ,给出 fm , gm , hm的通解形式如下

  

fm( y ) = ( A 1m + A 3my ) exp( iB1my ) + A 2mexp( iB2my ) ,

gm( y ) = ( B1m + B3my ) exp( iB1my ) + B 2mexp( iB2my ) ,

hm( y ) = ( C1m + C3my ) exp( iB1my ) + C2mexp( iB2my )# 

( 9)

同时可得各待定系数间相容关系为

  
AmA 1m + B1mB 1m + kC1m = 0,

A 2m

Am
=

B2m

B2m
=

C2m

k
,

A 3m = B 3m = C3m = 0# 
( 10)

无限大弹性体中,弹性波有两种基本形式:等容波与无旋波# ( 9)式和( 10)式表明梁中的

导波场也是由这两种波所构成,这与利用拉梅位移势函数所得的结论一致[ 20]# 

将函数 f m , gm , hm的基本解代入( 4)式和( 5)式,则得到了梁波导中谐波的一类复数傅里叶

级数解形式# 同理, 若先将振型函数展开成 y 方向上的傅立叶级数, 还可获得谐波的另一类复

数傅里叶级数解# 

1. 3  一般解的实数形式

记 B1m = s1m + i t1m , B2m = s 2m + i t 2m, 则 k 为实数时,表 1给出了基函数的统一定义# 

由此,函数 fm , gm , hm可统一表述为
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fm( y ) = 6
4

j= 1

AjmF ( j , m , b, y ) ,

gm( y ) = 6
4

j = 1

BjmF ( j , m, b , y ) ,

hm( y ) = 6
4

j = 1
CjmF ( j , m, b , y ) ,

( 11)

其中 Ajm , Bjm , Cjm( j = 1, 2, 3, 4) 为实的待定常数,且其之间存在类似于( 10)式的相容关系# 
表 1 基函数 F( j , m, b, y ) 的统一定义

F j = 1 j = 2 F j = 3 j = 4

s1m > 0, t 1m = 0 cos( s1my ) sin( s1my) s 2m > 0, t 2m = 0 cos( s2my) sin( s2my )

s1m = 0, t 1m > 0 cosh( t 1my) sinh( t1my ) s 2m = 0, t 2m > 0 cosh( t 2my ) sinh( t 2my )

  若矩形截面梁中横截面的长宽比 ( a/ b) 接近于 1, 相应导波场宜写为关于 x、y 轴对称的

傅立叶级数形式

  u = 6
+ ]

m= 0
6
4

j = 1
AjmF ( j , m , b, y )

cosAmx

sinAmx
+

     6
+ ]

n= 0
6
4

j= 1

AjnF ( j , n, a, x )
sinBny

cosBny
cos( kz - Xt ) , ( 12a)

  v = 6
+ ]

m= 0
6
4

j= 1
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     6
+ ]

n= 0
6
4
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Bj nF( j , n, a, x )
cosBny

sinBny
cos( kz - Xt ) , ( 12b)

  w = 6
+ ]

m= 0
6
4

j = 1

C jmF ( j , m, b, y )
sinAmx

cosAmx
+

     6
+ ]

n= 0
6
4

j= 1
Cj nF( j , n, a, x )

sinBny

cosBny
sin( kz - Xt ) , ( 12c)

其中 Am = mP/ a, Bn = nP/ b# 

2  问 题求 解

通过物理方程( 2) ,可方便地将正应力 Rx , Ry 和剪应力 Sxy , Syz , Sxz 用待定常数Ajm , Bjm , Cjm

( j = 1, 2, 3, 4) , Ajn, Bj n, Cjn( j = 1, 2, 3, 4) 表示# 若级数解均取前M、N项,则基本求解变量数

目为6M + 6N + I ( I值在表2中给出) ;在边界上均匀配点
[ 26]

,使边界条件给出的方程数目和基

本求解变量数目相等, 并令相应的齐次线性方程组的系数行列式为零,则得到联系频率 X和

波数k的超越方程,通常称之为频率方程# 在给定频率的情况下,梁中许可导波场的波数只能

是某些特定值; 当频率变化时, 这些波数随之变化, 形成完整的频散曲线# 在 X_k 平面内,频

率方程给出无数条频散曲线分支# 不同的分支对应着不同的波导变形模式(即波型) , 而每一

分支与 X轴的交点又给出该分支行波沿梁纵向传播的截止频率# 

应该指出的是, 级数解截取有限项,因而在边界上只有有限点满足边界条件,会带来一定

的误差,但这种计算中的误差是可控的[ 27]# 通过计算若发现当截取前 M 项和前M + 1项时,

要求保留的有限数字几乎不变,则可认为截取前 M 项而得到的数值结果是在满足精度要求意
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义下的精确解# 

类似于薄板横向振动分析[ 28] , 实际计算时对位移函数进行了对称性分解# 具体地,在表 2

中,根据位移函数关于 x 轴、y 轴的对称性情况, 将其分解为四种类型: 扭转波 ( T)、纵向波

( L )、绕 y 轴的弯曲波( By ) 和绕 x 轴的弯曲波( Bx) # 针对一、二两种分解类型,若梁截面为方

形,则还可进一步将其区分为沿 x = y 对称(即 T s, L s) 和反对称(即 T a, La) 两种情况# 
表 2 位移函数的对称性分解

分解类型 I
关于 x 轴 关于 y 轴

u v w u v w

扭转波 4 反对称 对称 反对称 对称 反对称 反对称

纵向波 8 对称 反对称 对称 反对称 对称 对称

绕 y 轴弯曲波 6 反对称 对称 反对称 反对称 对称 对称

绕 x 轴弯曲波 6 对称 反对称 对称 对称 反对称 反对称

3  数 值分 析

笔者以侧面自由的方形截面梁为例,在微机上对其频率方程进行了大量数值计算工作# 

如表 2所示,计算时以位移函数的对称性分解为基础,考虑了前三大类型行波共计5种情况# 

不妨取材料泊松比 T= 0. 3,并定义无量纲频率 8 = Xa/PcT (其中 cT = L/ Q) 和无量纲波数

K = ka/P# 
表 3 频散曲线的一致收敛性

波类 阶次 K
8

M = N = 6 M = N = 9 M = N = 12 M = N = 15
配点法[29]

Ta 1 0. 159 2 0. 146 2 0. 146 2 0. 146 2 0. 146 2 0. 146 2

 1 0. 509 3 0. 467 6 0. 467 4 0. 467 3 0. 467 3 0. 467 3

 1 0. 891 3 0. 817 0 0. 816 5 0. 816 3 0. 816 2 0. 816 0

L s 1 0. 159 2 0. 254 6 0. 254 6 0. 254 6 0. 254 6 0. 254 6

 1 0. 509 3 0. 715 4 0. 715 4 0. 715 4 0. 715 4 0. 715 5

 1 0. 891 3 0. 976 4 0. 976 5 0. 976 5 0. 976 5 0. 976 5

By 1 0. 159 2 0. 065 7 0. 065 6 0. 065 5 0. 065 5 0. 064 6

 1 0. 509 3 0. 392 1 0. 391 7 0. 391 4 0. 391 2 0. 387 8

 1 0. 891 3 0. 773 5 0. 772 7 0. 772 3 0. 772 0 0. 765 8

 2 0. 000 0 0. 500 3 0. 500 3 0. 500 3 0. 500 3

 3 0. 000 0 0. 804 1 0. 792 5 0. 785 3 0. 780 2

 4 0. 000 0 1. 012 5 1. 012 2 1. 012 1 1. 012 0

 5 0. 000 0 1. 123 9 1. 120 7 1. 119 6 1. 119 1

 6 0. 000 0 1. 499 9 1. 499 9 1. 499 9 1. 499 8

 7 0. 000 0 1. 547 7 1. 526 4 1. 513 4 1. 504 5

 8 0. 000 0 1. 706 5 1. 702 4 1. 700 3 1. 699 0

 9 0. 000 0 1. 806 3 1. 804 3 1. 803 7 1. 803 3

 10 0. 000 0 1. 847 4 1. 845 0 1. 843 5 1. 842 5

 11 0. 000 0 1. 974 9 1. 974 8 1. 974 8 1. 974 8

3. 1  频散曲线的一致收敛性
为考察本文所得解析解的收敛情况,分别截取该级数解的前 M 项( x 方向) 和 N 项( y 方
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( a) Ta 波                 ( b) T s 波

( c) L s 波                 ( d) La 波

( e) By 波

图 2 方形截面梁中行波的频谱图
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图 3 频散曲线上特征点对应的截面畸变和出面位移

向) 来模拟梁的动力学行为# 当 M = N = 6, 9, 12, 15时, 由相应的频率方程给出的梁中行波

的频散关系(曲线) 见表 3# 可以看出,在波数K I [ 0, 1] 区间上,各类行波的一阶频散曲线具

有良好的一致收敛性和稳定性,通常令 M = N = 6即能达到 0. 01的计算精度,且计算结果与

参考值完全吻合# 对于各类行波的高阶频散曲线,笔者只以弯曲行波为例,表3给出了其2 ~

11阶频散曲线的截止频率,随着 M, N 的增大,各阶截止频率均表现出良好的收敛趋势, 当 M
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= N = 15即能达到计算精度要求# 

3. 2  频谱与波型

图2是梁中行波的频谱图# 与配点法[ 29]以及有限元法[ 30]的计算结果比较,三者的一阶频

散曲线完全一致# 但需要指出的是,由于配点法采用柱坐标系下波动方程的一般解作为试函

数,有限元法也只是将方形截面均分为 36 个单元,这两种计算方案都不能准确识别梁中行波

的高阶频散曲线;而如 3. 1节所示,本文所得解析解对于高阶频散曲线具有良好的收敛性和稳

定性,故本文绘制的频谱图完整、可靠# 图 3择要给出了频散曲线上一些特征点的截面变形模

式# 精确理论表明, 在小波数时,方形截面梁中三大类型行波的一阶频散曲线呈线性或抛物线

变化,对应的波型很好地满足了平面变形假设;随着波数增大,波型发生了变化,由此导致精确

理论和近似理论间频散曲线的差异# 

4  结   论

1) 本文利用傅里叶级数方法求解三维弹性动力学基本方程,导出了矩形截面梁中波传播

的一般解析解# 该解具有良好的收敛速度,不仅对于低阶频散曲线有良好的求解精度,而且对

于高阶频散曲线也有良好的求解精度# 

2) 本文改用配点法(通常采用傅里叶级数展开)来保证所得解析解满足边界条件,实用易

行,这种计算方案还可以推广运用于板壳结构的弯曲、振动及稳定的分析研究# 

3) 本文以方形截面梁为例进行数值计算, 深入揭示了梁中行波传播的固有特性, 如完整

给出了各类行波的频散曲线, 准确确定了频散曲线上特征点对应的波型,这些成果充实了经典

弹性动力学的内容# 

4) 本文提出了梁波导中波传播的精确模型, 这为实现梁中各类行波的耦合控制奠定了坚

实基础# 
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Abstract: The Fourier series method was extended for the exact analysis of wave propagation in an

infinite rectangular beam. Initially, by solving the three_dimensional elastodynamic equations a general

analytic solution was derived for wavemotion within the beam. And then for the beam with stress_free

boundaries, the propagation characteristics of elastic waves were presented. This accurate wave propa-

gation model lays a solid foundation of simultaneous control of coupled waves in the beam.

Key words: infinite rectangular beam; wave propagation; exact analysis; Fourier series; traveling

wave; active control
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