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摘 要

本文引入了概率赋范线性空间上线性算子的一致收敛和可完全刻划这种收敛的算子间的 概 率

距离概念
,

并利用这些概念获得了算子连续和算子列一致收敛的本质铸征
,

及其连续性 和 全连续

性对于一致收敛极限运算的封闭性
.

一
、

准 备
‘

知 识

定义 I t
“’
映 象 刀

:

〔0
,

1〕只 〔0
,

1〕、〔0
,

l〕称为三角模

件
:

对任
。 ,

石
,

c, d〔[0
, l」都有

:

(简称 卜模 )
。

如 果满足下列条

J
一 1 )

、

刀 (a
, 1 ) = a

刀
一

2)
、

抓a, 的 = 水b, a)
‘ 」

’

;

:
、

气 ,
, ‘

J
一
3 )

、

J (c
,

d) ) 刀 (a, 旬 (c 》a,
’

d 》吞)
’

飞‘
’ ‘

.

刁
一 4 )

、

刀 (刁 (a
,

b)
, c )二 J (a

,

刀 (b
, e ))

定义2〔
. ,
设E 是线性空间

,

F 是E 到分布函数集合J
。= {j }川卜负

,

单调增加
, 、

左连镇
,

且 f (0 )二 0
,

li m f (t ) ~ 1} 的映象
,

V P〔E
,

记F (P )“ f
,

(t )
,

如果还满足下列条件
:

咨~ 》 二0

M
一
PN

、)
、

,
, (、。一。 (二 )一

{
、i,

、

,
; , (二 , 一 ,

,

(.夏,
)

劣( O

骨P= 0

劣> U

M
一
PN (V P〔E

,

几沪 0 )

M
一
PN 111)

、

存在三角模刀使得对 V P
,

g (E
,

V 二> o
, 夕> 0有 f

, 十 。(x + y )》J (f
,

(二)
,

f
。 (功 )

,

则称 (E
,

F
,

刀)为 M e n g e r 概率赋范线性空间
,

简称M
一
PN 空间

,

j, 称为 P 的概率

范数
。

显然
,

M
一

PN 空间按 f
, , 。

(t )“f
, 一 。(t )为线性概率度量空间

.

定义 3
‘5 几 设 (E

,

F , 刀)为M
一

PN 空间
,

月是E 中非空子集
,

令刃盆(x) = s

叩 in f 了
, 一 。

(t)
,

‘< . , 一q 〔 A

则称D 找(劝为月的概率直径
.

并规定 D 李(劝 “ H (劝
.

份

张石生推荐
.
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显然
,

定义4

D l。)非负
,

单调增加
,

左连续
,

且f (o )“ 0
.

i)
、

若 D 贯(劝〔刀
。,

即 h m D 贯(劝 二 1
,

则称 A为概率有 界集
.

11)

111

、

若D 盆(劝 〔J
。 ,

但D 艾(劝 祥o ,

则称过为概率半有界集
.

)
、

若珑仕拌
。,

侧称A为撰幸无界集一
‘

、

引理 1 万是M
一
PN空间

,

且三角模满足
:

‘
·

绝

S U P
0 < . 吃l

J (.x
,

劝 一 l ,
A 仁E

,

则下列四个 条 件

相互等价
:

i)
、

A是概率有 界集 ;

ii )
、

当t、oo 时
,

f
, (t ) (V P〔A )等度收敛于 1 ,

即对任几< 1 ,

3 M > o (与P 无关 ) 使得

当 t》M时
,

对任P〔A有 f
, (t )》礼

111)
、

D , (二)二 s u p in f f
, (t)〔刀

。,

心< , , ‘ A

_ , ,
_ _ _

~
, 。 1

,

_ 。
, 。、 、 _、

。 。 ,

I v )
、

双 V %。少 0 , V 几夭 1 , d z嫂 户U 倪伶 M 月匕。 气x o , 几 ) ,

送生 。 、劣 0 , 几少二 戈夕 IJ , 气戈。少

》朴
。

证明 i)今 ii )、
’

: s u p 刀 (%
,

劝 “ 1
,

对任之< 1 ,

已心‘ ( 1

J (%
。 ,

丸 )》几
,

而 A 概率有界
, ⋯ D 艾(劝〔J

。,

t》M
, ,

f
, 一 。

(t)》二。( V P
,

g〔才 )
,

又任取夕
。
〔A

,

即 lim

3 0 < 丸 < 1 ,

任肠( 二< l , ‘

了(劣
,

劝 》

s u p in f f
, 一 。(t) = x ,

. ‘ .

日M
; > o

,

二

咔 »
、

‘ < 留 , , 口七 A

3 M
2> 0 ,

当 t ) M
:
时

,

f , 。 ( t )》% 。,

令 M

一 Zo a x 、M
: .

M
Z } ,

当 才> M 。寸
, v , 。: ,

f
, ( t )乒。(f

J
、

一 , 。

〔二、
,

了, 。

r二、、) /j (二
。 , 二。

) ) 、
,

一 ““ ,. ‘ 飞‘“ ”
‘“ “
” 司

’

犷
‘

~
十

,J

”
f 、一

’ J 尸 、 ’ /

2 一 、
护 2

州、2 / ’ ‘ 士, 、2 / / / 一 、 ” ’ “
‘

’

4
呀 !

· -

故f , (t )等度收敛于1 .

ii) 今 iii )
、 ’ . ‘

当 t、伪时f , (t ) (P〔月) 等度收敛于1 ,
. ’ .

对 V 几< 1 ,
〕M > o ,

当 t ) M时
,

f,( t) 刻‘v死A)
, .’. 当冷M 时

,

stu<t 只几“)气班fr( M ’刻
,

故嘿 叭fr( t) 〔寿
111)乡 iv )

、 ’ . ‘

s o p io f f , ( t )〔J 。 , . ’ .

又j V 几> o ,

几< z ,

‘ < ‘ , ‘滩

日M
。> o ,

当 t夕M
。

时
,

对 任

p 〔“ ,

,
,

(。) “
,

令M一

长
。

:
·。

,

八
产二 (/ 。

) 一 ,
!
〔M / 。

) 一 ,
,
〔M

。

)、“
,

所以寿
“二“(凡

,

“)
·

iv )今 i)
、 ·

: SuP
.

了(二
,

劝 二 1 ,

⋯对 v 几
、

( 1 , 3 0 < 凡。 ( 妇吏得当凡簇
二叮 ]II J

·

,

J (‘
,

劝 )
0 < ‘ < 1

“
,

而对此“
。

及、。一 1 ,

: M :
·

。满足
夯
“: : “( ,

,

“
。

)
,

即对 , p〔“ ,

,
,

( M ) 一 ,
, , 卫 (1 )、几

。 ,

当 t少 2对时
,

界集
.

,

/
,

/ 广、 / t 、、
_ J 。 , 、 _ 。 , , n 二

, 、

一 ‘ 。。 ‘ * * ,
、

、、
_

八
一 。( ‘) 乡

一

从
一

叭 川
, ‘“

戈2 刀笋口钊
。

·

几。’夕凡 ·

故 刀扒习七夕
0 , 日口“ 足姚平 月

1正毕

为了使条件
,叻验证时简单起见

二

我们用一个与之等价川条件 i xr)
‘

来代替
.

对、。一 ‘,

及、 , }“一
1

·

‘“
·

< ‘) 中每一都存
、I M

· > “满足 。;
。

“二“‘,
,

‘
·

,

事实上
, iv) 、 iv) “

是显然的
.

注任 了( 1
,

之
。

)
.

则对 丫 、。> 0
.

反过来
,

几< 1 ,

若对某列九
。 一 ) o (几

,

( 1) 中每一
”
都存在 M

,

) 。使

刁几
”。> 几

. ’ . “ 一> 0 ,

,

式
。
“巴s “

,

几一 ,
令万

1M
得
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一M
,

0/ 二。,

对任死“ j,,
! (x

。)二 ,
, (M

·。

)一 ,
, ,

、
, 。

(1 )> ‘
二。
> 心 所。

一

方
, c “(x

。 ,

。
,

即iv) 成如
.

、
.

引理2 设 (E
,

F
,

刀)是M
一
PN 空间

,

则下列三条件相互等价
:

i) A是 (E
,

F
,

刁)中非概率无界集 (即概率半有界集和概率有界集 )

日九> 。及。< 人。《1满足A 仁S (t 。 ,

凡)

, ”。
使得
筑
A二S

(
1 ,

几)
证明 i) 今ii )

‘

由〔5〕知
: s u p D 二(劣)二

s u p
(一 OO ,+ 神 ) 抓 (一沉 ,+ 闪)

D , (二 ) 若 A 是非概率无界集
,

则 su p
‘ 〔 (一 OO

, + 为 )

‘

仍 (‘)> ”,

从而
. : 。

一
。 , D ·(“)> 。

,
“‘

。

使得D ·(‘
。

)> D ,

令几
。
一 2

一 ’D ·(‘
。

)

< 1
,

V P〔A
,

f
, (t

。

)》
s u p in ff

, (t)二D , (t
。

) > 几。
,

故A二 S (t
。 ,

几
。

)
.

t < 才。 , 〔通

11)冷 111)
二 , 、 _ ‘ , , , _

。
,

~ J

_ 。
, . , 、 , ,

‘
,

~
,

_

, , _ ,

~ 、
.

~ 1 , ,

.

d ro 户U , U又与又 1便得 过仁O Lro
,

九 ) 则仔在 n0 便得
:
n0 户 r0 且

_ 夭与
,

“口

V P〔A
,

、 、 , , . 、

~ , 、 1
J , , · o 气1 ) “ J , ‘n o )户 J , ‘ro )乡

几 0

户。 o ’

1
刀

_ 。 /
‘

1 、

过七
- 0 t l

,

,
。

n o \ n o /

111)今i)

‘·

”
n 。

使得
几
“C “(

1
,

几
‘

、
.

_ , 、 ,
.

_
J , , 、 , , _ 、 、 1

)
, 二 划

一

v p 七月
,

‘

J , ‘”。) = J , ‘, 。又土)户 , ;。

s u p D 盆(劣)“
‘ C (一为 , + 沁)

界集
.

证毕

, 、 , 、 、 n
, . ‘ 、 . 。 , , 、

、 1 〔引
, _ ,

_

J
。 ~ ~ 、

, _

s u P 刀从劣少户刀八 n o十 1 ) 一 s u P 王n I J 一吸, ) Z > _ ,

故入 龙二月卜1扰禅、夕口
: ‘ (一刀

, +
一

心 ) t ( n o , 〔滩 “ o

二
、

主 要 结 果

定义5 设 T
,

(n 二 1
,

2
,

⋯ )
,
T 是M

一
PN空 间 (E , ,

F
: ,

J
;

)到 (E
: ,

F
Z ,

刀
2

)的线性算子
,

且在E
l

上的任一有界集和半有界集A
_
_

L一致收敛于T (即对 V ‘》 o
,

o < 凡
。

< 1 ,

〕N > o ,

当

寿> N 时
,

对任 P〔才
,

f
(: , 一 ,

·

, (、
。

)》札)
,

则称T一致收敛于T
.

定理1 设 T
,
犷

,

(n 》 l) 是 (E
, ,

F : ,

J , )到 (E
: ,

F
: ,

J
Z
)的线性算子

,

则 T
,

一致收敛于 T

的充要条件是对任O< 几< 1 ,
T

,

在S (1
,

朴上一致收敛于T
.

证明 必要性
:

’

: V O< 凡< 1
,

S (1
,

幻 是非概率无界集
, ⋯ T

。

在 S (1
,

幻 是一致收敛于

T
。

充分
J

叶
:

对E
l

中任一非概率无界集“
,

由引理 2 知
,

“”
。

满足
二
“仁S
“

,

撬)
,

而T
·

在

“
(
‘

,

撬)
一

上一致收敛于 了
’

,

从而在
忿

?
‘上一致收敛于丁

,

故犷
·

在“上一致敛于丁
,

即 丁
一致

收敛于 T
.

证毕

定义 6 设T
, ,

了
:

是M
一
PN 空间 (E : ,

F ;
,

刁
,
)到 (E

: ,

户
2 ,

刀
:

) 的线性算子
,

则称
。 s u p i二f f

7卜 : ) , (t)

二

一
气‘ , 一

1
。

(%〔(O
,

十。 ) )

(戈〔(一二
,

D〕)
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‘

:
吮

为T
: ,

T :
间的概率距离

。

简记F , 叨(劝为F以劝
,
从而尸

, , , , : ‘减与F叭中
: (x) 意义同一

显然F : (二)非负
、

单调增加
,

左连续
,

且f (0 ) == 0
.

定理2 设T 是M
一
PN 空间 (E

, ,

F , ,

J
,

)到 (E
Z ,

F : ,

J : )的线性算子
,

且
s u p J ‘(二

,

劝 = 1
压《一 ( !

(‘~ 1 ,

幻 则T 为连续算子的充要条件是F
, (x) 〔刁

。 .

证明 必要性
:

若F , (x) 〔刀
。 ,

则 3 0 < 凡< l ,

满足对任雌 (一冈
,

十‘)
,

F , (劝 < 几
。 ,

由F
: (戈)定义知F , (n) = s u p

弓《招

in f
, 七 8 ‘1 , . , (1 + ” ) )

f
, ,

(t) < 丸
,

所以 ; 人{ s (
1

,
:

华
,

、使 得 介
, 。 (, 一

、 “
.

, ~ i /

1 )< *。
,

而{P
。

}是概率有界集
.

(事实上
,

对任。< ; < 1 ,

。N 当
, 》N

, ,

努
_

》、
,

而 对
。= 1

,

1
.

, . 介

2
,

⋯N 一 1 这有限个
n
存在M

。,

当 t》M
。

时
,

fp
。

(t)》凡
,

(, = l

m a x 通M
。 ,

1 }
,

当才》叮时
,

从(t)》又 (丫 , ‘ 1
,

2 ,
⋯ N 一 z

,

N
,

⋯ )
,

由引理 1知笼P
”

}是概率有界集
。

) 而T连续
,

. ‘ .

{T P
。

}概率有 界
【“’,

九
, ,

(n 一 1) < 凡相矛盾
。

2
,

⋯
,

N 一 1 )
,

令 M =

故 孙
。

(t) 等度收救于 1 ,

⋯ f
: , .

(t )等度收敛于 1 与

充分性
:

’

: F : (劝〔刀
。,

则对 任 0 < 丸< 1 存 在 M > 0 ,

当 二》M 时
,

= s

uP in f 介
,

(t) 》凡
,

而对 (方
: ,

F
: ,

刀 , ) 中的任何概率有界集
‘ <M 一〔 B [ 1 ,

万 , (M + 1 ))

F : (戈)》F : (M )

A
,

由引理 1 知

_ , , _ _

一
, _ 1

,

_ 。 /
_

.

M 、
、, , .

_ , , , , _ ,

刁M
。

> ”使得 后
。
A 仁欲

‘
, 一

解
1
)

,

当 ‘》对
。

M 时 f T , (‘)》f , ,

(M
o

M )一f , , , , 。,

(M ) 》

s

uP in f f
, ,

(t’) = F , (M )》心
,

由元
。

的任意性及汀
。

与A 中元素 p 的无关性可知
,

t ’ < M
一 召 (1 ,M , ‘对 + 1夕)

当t , 。时
,

f
, ,

(t )等度收敛于1 ,

由引理 1知咬TP}
, 。 , 是概率有界集

,

又由于A 是 (E : ,

F ; ,

J : )

中任一概率有界集
,

故T 是连续算子间
. ’

证毕

定理 3 (E , ,

F
, ,

J : )到 (E
Z ,

F
Z ,

J
Z

)空间的连续算子全体B (E
, ,

E
Z

), 当六咒
一

才
;

(气 劝

二 1且刁
:

为连续三角模时按 (T : + T
Z
)P“ T

I
P 十八P

,

(a T )P = a( T P) 定义的线性运算成为线

性空间
,

且在三角模刀
2

意义下按F : , , , 。
(劝为线性的概率度量空间

,

记为 (B (E
, ,

E
Z
)

,

F
,

刀 : )
,

且 (E : ,

F : ,

J
:
)完备时

,

(B (E
, ,

E : )
,
F

,

刀 : )也完备
.

证明 显然 B (E : ,

E
:

)是线性空间
,

且满足
:

i) F , , , , :
(x )二 H (劝劳 T

,
“T

Z ,

ij) F
, , , , 2

(x )

= F : 2 , , ,

(劝
.

只须验证 iii ) F , , , , 2

仁 + y) 》刀
2

(F , 1 , , 3 (x)
,
F , ” , ,

(功 )
,

事实
_

仁
:

V 介

夕> 0

F : , , , :

(二 + y ) = s u p in f f
、: 卜 , 2 ) , (t)

‘ <‘ + , , 七 s (l , (‘ + , , 2 阴汁 , + 1 ))

>
s u p in f f

‘, 卜 : 2 ) ,
(t , + t: )

ti + t二< 男 + g 一任刀(1 , {. + , ) / (二 + , + 1 ) 少

tl> o t , > 0

in f
(二 + 犷少l (二 + 名 + 1 ) )

刀
2

‘f
(, 1 一 ’ 3 )’“

1

’
,

了
‘r 3 一 全 2少’“

2

”
」尸几

.

刀之尹!
L

》 s u p

ti + t , < % + 夕
t一> 0

,

才: > 0

》 s u p l
一

了2
了

t‘+ t , < “ + , l
_

\
尹 召 (’ ,

ti ) 日
,

才2 》 0

in f
(‘ + 夕户 , (: + 犷+ 1 ) )

f
( : ; 一 , 3 。,

(t
,
) in f

, 万( !
, ‘言 + 犷) , (告 咔 沙 + 1 厂一

, ,

“
2

’
)」

JeelesJ、

l
了

) 5 z1P

tl + 才2 ( x + 夕

ti > 0
.

tZ ) 0

in f f
。, ; 一 , 2 ) ,

(t
,
)

,

乙l , : z ( J + 1 )
」

尹

in f f
( , 3 一 , 2 、,

(t
Z

)
, 犷/ ·

创+ l 、少

z‘、、J厂
胜

L
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