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摘 要

本文从弹性力学中的 现 ltra m i一S o ha efe r 应力函数出发
,

导出了扭转问题
、

平面 问 题
、

轴对

称问题和迥转体扭转问题的应力函数
.

引

在弹性力学中
,

对于各种特终问题
,

例如姆转问题
、

平面问题
、

轴对称问题和迥转体扭

转问题
,

都是从平衡方程出发
,

分别导出了各自的应力函数
·

然而
,

一 、

我们知道
,

平衡方程的

一般解为 B e lt r a m i
一
S c ha e fe r

应力函数
【‘’ (以下简称为 B

一
S 应力函数)

.

能 否从这个一般的

应力菌数不利用平衡方程而撼到特殊情况下的应力函数呢
? 我们认为这是可能的

.

这是因为

B
一
S 应力函数已经包含了平衡方程的全部信息

。

本文的 目的
,

就是从 B
一
S 应力函数出发

,

推导出各种特殊问题的应 力 函 数
.

下面将会

看到
,

这种推导对竿些问题
,

有时比通常的从平衡方程出发的推导显得复杂一些
.

不过
,

我

们的目的不是寻求最简单的推导方法
,

而是希望就此来说明B
一
S 应力函数的价值

,

即所有从

平衡方程得到的结论
,

都可 以从 B
一
S 应力函数得到

.

另外
,

我们知道
,

B
一
S应力函数不管是

在单连通区域还是在多连通区域内都是单值的
,

但特殊问题中的应力函数却可能是多值的
.

通过本文的推导
,

我们可 以清楚地看
’

出其缘 由
.

在下一节
,

我们先介绍一下 B
一
S应力函数

,

然后在第三~ 六节中逐个从 B
一
S 应力函数导

出扭转问题的P r a n dt l应力函数
、 平面问题的A 反r笋应力函数

、

轴对称问题中的丁 氏 应 力 函

数〔2 ’以及迥转体扭转的M ic h o n应力函数
.

二
、

B
一
S应 力 数 函

无体力时
,

弹性体的平衡方程为

V
·

T = 0 (2
.

1 )

刘人怀推荐
.
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其中 T 为应力张量
,

V 为梯度算子
.

方程 (2
.

1) 的一般解为下面的B
一
S应力函数

仁‘’

口 T = V x 中x V 弓
一

hV + v h一 l(h )

其中 h“ (h l, 丙
2 ,

h, )为调和向量
,

l为单位矩阵
,

中为对称张量
,

它所对应的矩阵为

(2
.

2 )

「
切, ‘ 切 , “ 中‘, ”

{
}
甲“, 叨“2 甲 2 3

}
、 叨 5 2 甲5 2 甲 3 3 )

(2
.

3 )

式 (2
.

2) 的直角坐标形式为
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十
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口
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口劣口y
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一

诉
2

一 砂夕
,

口h
: 口h

,

口h
。

。 二一
一

, 几十
一
凡
二

0 万 口夕 口2

践
一

勿ahl由从而++从山叭叙
口2甲al

ag 口z

a
一

卜 ‘一

O 劣

a甲2 。 口沪a3

口劣 口y

口甲一:

口之 )
十

了名‘ =

d Z甲: 。

口%口之

口 /

十
一

石 二 t
o y \

口甲1 5

口y

日甲x :

口之

口q7 2

八
.

一 一。 一 1个O X /
(2

.

5 )

+
一

口y恤ay
口2中3 3

口x 口y

口甲1 : 口甲2 3

口之 口戈

S tip p e s 「3 ’和 C a rls o n 〔‘’
曾证明

,

如果在任意封闭曲面
_

止的作用力是 自平衡 的
,

则 (2
.

2 )

式中的调和向量 h 可取为零
.

如果将(2
.

3) 中的矩阵分别取为

、.耳...�目d份U叭叭。忿韶叭oq70切切厂l...L

公

和

、..l.J00仇o叭0切00厂

I
L

则相应的解 ( 2
、

2 )分别称为M
a x w e ll

一
S e li a e fe r应力函数和M

o r e r a 一S e ha e fe r 应力函数
.

这两

种应力函数的完备性已由R os ta m ia ll 〔“’和 G ur ti n 「‘’
分别证明了

.

三
、

P ra n d t一应 力 函 数

对于柱体扭转
,

其应力分 量有如下假设

a 二

= a , = a :
= ‘

,
二 O

‘
: ,
介

:

与 z 无关

( 3
.

1 )

( 3
.

2 )

这个
z
轴与柱体的母线平行

。

我们知道
,

对于柱体
,

虽然其截面作为二

维图形可能是多连通的
,

但柱体本身作为三维

图形却只有一个封闭表面 ( 图 1 )
.

显然应力场

是 自平衡场
,

于是
,

由上节所述
,

(2
.

2) 式 中

/ 了爪、

创
一

时
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的 h 可取为零向量
.

此外
,

今取为 M。: er a
形式

,

那么(2
.

4) 的第三式
、

为

(2
.

5) 的第一
、

二式

(3
.

3 )

仆、11、
,通.......夕

.

、、J了
苦

内山

嘿翻食呱
。

办
。

努
z矛.飞、
、

一。一 似
粼蕊布二6a味场卜

令

(,
.

万
,

习
A (气夕

,

z) = }
, 、

‘ L 戈 一泛岁O , 之OJ 恕身
dy + 。

“

其中(x 。 ,

y 。, : 。)是截面上的一个固定点
,

而 (劣
,

g
,

力 是其上任意一点
,

分
。

由 (3
.

3) 的第三式知
,

积分 (3
.

4) 与路径无关
,

从(3
.

4) 可知

(3
.

4 )

积分是 截面上的线积

口A
。 一 下

二 0
,

口劣

口A _ 口2 甲1么

ay a yy : (3
.

5 )

令

叭二曹
13 一
粤

旦十妙
, :
一 : A

U y o 潇 口之
(3

.

6 )

将 (3
.

6 )代入 (3
.

3 )的前两式
,

由于 (3
.

5 )
,

可得

_ _ 口沪
_

_ _ 口沪
‘ , ‘一一面

’ “,
一

一

而
. (3

.

7 )

将(3
.

7) 对柱长取平均
,

并记

, , 、
一

I f忍

价“毛 g) ” lJ
。 梦L气从 之’。君 (3

.

8 )

由于条件(3
.

2)
,

那么 (3
.

7) 式成为

(3
.

9 )

式(3
.

9) 中的必即为P r a n dt l扭转应力函数
.

利用类似的方法可 以导出悬臂梁弯曲问题的应力函数
、

四
、 ‘

A ir y应 力 函 数

我们仅考虑平面应变问题
,

此时的假设为
a ‘ , a , , a z , T : , 与 z 无关

丫 : :

二 r , :

二 0

(4
,

1 )

(4
.

2 )

从三维弹性问题来今 平面应变乃是一个柱体的平衡间题
·

这个柱体即使横截面是多连

通的
,

也只有一个封闭表面
,

因此
,

与上一节一样
,

在 B
,
S 应力函数中

,

可取 h 为零向量
.
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另外
,

中取为 M a 二w e n 形式
,

于是 (2
,

4)
、

(2
.

5
一

)式有关的项为
、

、....‘1 .1、
J了
‘
.

j
J

口
留

= 一
口2笋5 5

口y
艺

a 沙
二一

口2切: 2

口之么

口名切z -

口之 2

a Z切。s

口工2 (4
.

3 )

a Z甲3 5

口劣口夕

口2甲: J

日y口2

a Z卯2 :

a劣口之 (4
.

4 )

对(4
.

4) 式反复利用 (3
.

4)
、

(3
.

5) 的方法
,

可以得到存在函数C
,

D
,

使得

00
口2中: 2 口Z C

几

口y Z , (4
.

5 )

口
2中一:

’

a万含
口么D

= 刁义忍 (4
、

6 )

令
、

_ .

甲= 一切
3 3
一C一 D

将 (4
.

7 )代入 (4
.

3 )并考虑到 (4
.

5 )
、

(4
.

6 )
,

可得

(4
.

7 )

_ _ 护甲 公 _ 护甲 _ _
L, 苦

一 a夕么 ’ L, 夕一 而
2

一

’ “夕一一
护砂

口劣口y (4
.

8 )

再按 (3
.

8) 的记号对柱长取平均
,

口2

由条件(4
.

1) 可得

口夕2

刁:

币
U , 一 a戈 2 T ”二一

口么币

口劣口g (4
.

9 )

式(4
.

9) 中的币就是平面问题中的A iry应力函数
,

显然币只是 x 、 g 的函数
。

从求解过程 中可以看出
,

虽然甲
, , ,

应力函数币却可能是多值的
.

叭
: ,

肠
。
都是单值的

,

但对于多连通的二夕平面
,

Ai
r y

五
、

刁

在轴对称问题中
, ’

取柱坐标系
,

口 f , a e , 口 : , ‘ , :

与 0 无关

一

氏 应 力 函 数川

关于应力的假设是

了 r , = 丁: e= 0

(5
.

1 )

(5
.

2 )

对于迥转体
,

即使半子午面是单连通的
,

,
,

它本身也可能是有封闭孔洞的 (图 2)
.

当然
,

如果半子午面是多连通的
,

那么迥转体本身也

将至少具有两个封闭表面
。

在每 个 封 闭 表面

上
,

应力场不一定是自平衡场
。

因此
,

一般说

来
, (2

.

2) 式中的调和向量 h 不为零
.

.

在柱坐标系中
,

也可以类似于文【5 〕的证

明方法扩证明 今在柱坐标系中所对应的矩阵
,

仅取对角线或非对角线元素也是完备的
.

幻2今.
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取柱坐标系中的 M a x w e l卜S比ae fe r 应力函数
,

‘

那么
,
对轴对称问题有

口中出一 助
,

~ r , 份
.

内
~

-

r o r 口 r

h
,

口he
亿之睁aa

-

一一护
‘

口

_

_
一 护叭

口 。
一

一

杯一 ,
丫 嘴-

a 犷一

口3 甲 ,

‘二 尸洲
么 一

1 口

T.
:

= 一卜 口r
-

十

卜蹂ah.毋
一

、夕称
�2

脚
�

内脚
一山

十

井刹
一

豁
一

蓄
-

( 5
.

3 )
少r

�

叱口口门

‘山刁
J

+0h.山+
�

�

之罕a
�口r

十
、、J/a沪e

在 ( 5. 3) 中
,

对 e 从 0 到 2汀 积分
,

并记
1

。, ,
,

、
一

六
一

厂
介剧

, 二 ) d0

等等
.

考虑到函数的周期性和条件 ( 5
.

1 )
,

得到

。
,

;
霭于

一 十

蹂十会
一

今
一

会
口。

一争
一

十

霭及
一

瓷
+

于
一

会

( 5
.

4 )

叮 :

一 )异
+

rlz aa,(
尸

鲁)
口万

-

口r

、

场之一甲已ar1
T , :

= 一 r 飘
r

势)
十

( 5
.

5 )

现在设f (r
,

z)
, g (r

, 2 ) 两个待定函数
,

它们由下式决定

币
,

十

豁
一币。十

歹
,

影
一

+

豁
一。

( 5
.

6 )

这两个函数
,

依照〔5 」
,

它们是存在的
.

然后令

“一 ,
·
+

雪厂
,

“一 ,
:
+

且彗 ( 5
.

7 )

研
�

心azR
一

护

并将 ( 5
.

7 )代入 ( 5
.

5 )
,

日么S
a ,

“ a之
2

利用 ( 5
.

6 )
,

可得

日2 5
J e 二 az

么

( 5
.

8 )
日25

.

as
a :
二 ar

“
十

一

r ar

口么S

口r a 之

在附录里
,

我们将详细介绍式 (5
.

8 ) 中的万
, ,

爪可以合并到叹
, R 里

,

从而得到下列形式
、

!
八、产1
.1/_ _ a下

,

l a沪 _ _
L, ’

一口矛 甲 犷厉
’ 。 ‘一

a华
.

a丫
百了 一丽f

a 汤
二
护F

.

aF
j产 十 而「

aZF
= 一
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-
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从平衡方程出发
,

丁浩江
‘忍’曾首先推出了 (5

.

9) 式
.

另外
,

我们还可以看出
,

式 (5
.

8) 中

的S
,

R
,

凡
,

荞
:

不管对什么样的区域
,

始终是单值的
,

而式 (5
.

9) 中的F
,

叭 当半子 午面是

多连通区域时‘ 却有可能是多值的 (见附录)
.

六
、

M ie h e ll应力函数〔
6〕

令考虑迥转体扭转问题
,

在柱坐标系下
,

对应力有如下假设
】

口
,

二a o = a ‘= 介
:
二 O

、 .

(6
.

1)
‘

二 , ,
卜

f : , 与 夕无关
’

(6
.

2)

由于扭转问题的内边界不受外力
,

故它的任意封闭表面上的应力场是自平衡场
.

于是
,

(2
二

2) 式中的调和向量 h 可取为零
.

我们对 (2
.

2) 式申的净取柱坐标系下的
‘

Mor e r a
应力函数

形式
,

于是有

口「1 口
, 、

1
r , ,
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L沂矽
r
一
叹r 甲e ‘’

」
1 刁沪 , 兰

r 口0 )-- 户刹
一

黔
(6

.

3 )

自月人
!

,

(
1 日甲e:

r a z 、
一 1

/ r

a Z甲r :

a口日z

a Z甲,

口之2

在 (6
.

3) 式两边对 0 从 0 到2二积分
,

考虑到 (6
,

2) 式
,

并利用 (5
.

4久的记号
,

有

,
二

一飘 : 勤呱
:

)
」
-

(6
.

4 )
: 。 ,

= 一 ,
一

夕
一

(
O r \

令

: 鲁
一

)+.
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户

功= 一 r萌, :
+ r Z

思(rz
一

黔 )1
渺

一

i
a

黔
一尸旦黔

-

(6
.

5 )

并将(6
.

5 )代入 (6
.

4 )
,

则 (6
.

4 )式可化成

场‘一

井韶 (6
.

6 )
价尸犷a口1

T e 名 = r 么

函数 价就是迥转体扭转问题的 M ic hel l应力函数
.

另外
,

从求 解 过 程 中 可 以 看 出
,

M ic hel l应力函数是单值的
。

附 录

式(5
.

幻中的h
, 、

机分别满足

(vz 一谧
一

)瓦
一 。

V 名百
,

二 o

(A
.

1 )

(A
.

2 )

。
: : 一

器
十

手
一

晶
一

十
器

为了证明在五节中所叙述的结论
,

我们引出如下定义和引理
‘

定义川 函数侧 r ,

封和甲
.
(r

,

封称为是共扼的轴对称调和函数
,

如果

尉
、 ,) 一

瓮 (A
.

3 )
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a卯
.

a尹
一

a君
一

= 一 a r

启4念

(A
.
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引理朴” 如果卯和伊
.

是共扼的轴对称调和函数
,

则有

V . 钾二O

,

向
: 一 三

一

、
,
一

。

\
’

r. J
’

通常
,

引理 1 的逆定理不成立
,

即对满足 (A
.

6) 和(A
.

6 )式的钾和中
.

立
.

但我们却有下述引理

(A
.

5 )

(A
.

6 )

不一定有(A
.

3) 式和(A
.

4 )式成

引理2 ‘7」 ¹ 如果函数二( r ,

幻满足 (A
.

6 )式
,

则存在一个函数帆 r ,

z)
,

满足( A
.

3 )
、

( A
.

4 )式
.

º 如果函数甲 (r
,

劝满足 (A
.

5 )
,

则存在一个函数申
, (r

,

劝
,

满足( A
.

3 )
,

( A
.

4 )式
.

如果函数中
,
少 .
满足( A

.

3 )
、

( A
.

4 )式
,

则存在叻
, 一

.

势
.
满足

李aar< 帅 ,) 一票
一甲

= 卯 .

( A
.

7 )

( A
.

6 ,即ar
一一一

产Z砂卜
月d几峨

令

理明引证

, ( , , : ) 一l
( r . : )

甲d z 一甲 . d r

( r。 , 二。)
( A

.

9 )

其中( r0
, 之。)为半子午面上的某一固定点

,

( r ,

封是该面上的一点
,

积分为半子午面上的线积分
。

由于( A
.

助

式
,

此积分与路径无关
.

于是( A
. 7 )

、

( A
. 8 )后面的等式成立

,

再利用(A
.

3)式
,

知价满足 ( A
.

夯式
.

按引

理2 ,

存在护
,

满足( A
.

7 )
、

( A
.

s) 前面的等式
.

证毕
.

下面我们将对而
f

和兀
,

应用上述引理及定义
,

从而导出式 ( 5
.

的
.

对凡
,

由引理2知
,

存在函数花, ( r ,

z)
,

满足

a万
f

a :

:
一

知向

( A
.

10 )

( A
.

11)

.里r*甲含ah一aah
�

已

再由引理3可知
,

对入
r

和片 存在函数 H沧刃和价(r,
’

荞满足

1 a
r 口r

a万
,

一石王,

( rH
,

) =
刁H 份
az

二h ,

aH 兮 ,

二 一
一

万
‘ 一 = 扭

口 r

再由引理 1知
,

H 节满足

V , H 节= o

同理
,

对花
: ,

存在函数H 式r .

z)
,

满足

(A
.

12 )

(A
.

1 5 )

之

( A
.

1‘)

a丛
口之

二万

V 二H
:

二 O

令 F ~ S 一H
:

+ H 节

并利用(A
.

1 2 )
.

( A
.

1 3 )
.

(A
.

14 )
,

(A
.

15 )和(A
.

1 6 )式
,

则( 6
.

8 ) 式可以化成

( A
.

1 5 )

( A
.

1 6 )

( A
.

17 )

a, F

ar = a沙

一 2 凡+ 生擎
r r o r

a名F

叭 =
一

币万 一
2 言之 +

a万 a ,

夕
口产 ( A

.

18 )

a名F
a

:

=
一

日r .
十 工丝口r r , ,

=

a : F

a沁万
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再令

敏 中 王 备 男主一

劝= R + ZH 节 (A
.

1 9)

并将(A
.

13 )
、

(A
.

19 )代入(A
.

18 )
,

则(A
.

1 8)式化成

a
宁

=
少F

口2 2

日二尸
a 口~ 口砂

:

日,少
洲r ~ 5 矛

o r ‘

日3尸
.

1 日F

氏‘万两 十 r
一

沂
一 ,

朴
‘

~ 一

(5
.

9 )
日名F

a旧君

这就是我们在第五节中所叙述的术(5
·

“). 从求解过程中可以看出
,

当半子午面是多连通区域时
,

丁氏

应力函数尸
,

功可能是多值的
.

G u r tin ,

M
.

E
. ,

2 (1 9 7 2 )
.

D in g H a o 一jia n g
,

参 考 文 献

T he lin e a r the o r y o f o la s tie ity
,

肠
e g e lo Pe d ia of P hg : ic s ,

V o l
.

a /

o n the s tr e s s fu n e tio n o f a x is ym m e t r io d e f o r m a tio n in a so lid o f

目l曰, .J
,一0‘

尸.‘rL

S ha ”g ha i J
.

o f M云e h
. ,

1 (1 9 5 7 )
.

[ 3 〕

[ 4 ]

r e v o lu tio n ,

Stip p e s ,

M
.

C a r ls o n ,

D

m e e ha n ie s ,

R o s ta m a in
,

n o t e o n s t r e s s fu n e tio n 。,

I n t
.

J
.

S o lid s S ‘r “e t“r e s ,

3 (19 6 7 )
.

o n the e o m p le t e n e s s o f the B
e lt r a m i s t r e s s fu n e tio n in e o n tin u u m

AE.

M a th
.

A ”a l, 5 15 a n d A p p l
. ,

15 (1 9 6 6 )
.

. ,

T he e o 田p le te n e s s o f M a x w e ll
’5 s t r e s s

4 (1 9 7 9 )
.

. ,

P ro c
.

L o n d o n M a 才h
.

S o c
. ,

3 1 (1 8 9 9 )

,

O n th e o o m P le t e n e s s o f s o lu tio n s o f B

fu : e tio n r e p r e s e”士a ti
o ” ,

J
.

J.
卜

R

E Ia s tie‘

M ie he ll

W a n g
,

M ie h e ll

tll
,

0
,

,

J
.

H

Z

,

李30 一 142
.

o u s s in e sq
,

T im Pe ,

L o v e a n d

可J, ‘J工J.曰0内D月‘r.JrLrJ

a x is y m m e t r ie e la stir ity
,

J
,

E la s tie it夕
,

4 (19 8 7 )
,

M
.

in

D e riv a t IO n o f S o m e Sp e e ia l Stre ss Fu n e t io n fro m

B e lt ra m i
一

Se ha efer st re ss Fu n et io n

W
a n g M in

一 z ho n g w
a n g L u 一 n a n

(D o P a r才。。。才方 M e e ha 。‘c : ,

P e k in g U o i口e 邝ft,
,

B e fjio g )

A卜stra e t

U s in g B e ltr a m i一 S e ha e fe r s tr e s s fu n e tio n in the the o r y

w e d e r iv e the st r e s s fu n e tio n s o f to r s io n ,

Pla n e Pr o ble m
,

s o lid o f r e v o lu tio n a n d t o r s io n o n s o lid o f r e v o lu t io n
.

o f e la s大i
e ity in th is p a p e r ,

; : is y泣班以
r ie d e f。r垃a ti。n in


