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摘 要

在本文中我们在概率线性赋范空间中建立了 L er ay
一S o hau d e r 度理论

.

并以此为工具得出 了

概率线性赋范空间中的某些不动点定理
.

自1 9 4 2年 K
.

Men g e r 引入概率度量空间的概念以来
,

概率度量空间的理论及应用的研

究已取得重要的进展
。

S c hw e iz e r 和 Sk lar
〔” 描述了这类空间的拓扑结构

,

另外在他们的专著

【2〕中介绍和总结 了这一领域当前的发展概况
。

在 S her w oo d 的工作【5〕中还指出了通常的概

念空间是概率度量空间的一特例
,

这就使得概率度量空间理论和应用的研究具有重要的实际

意义二

近年来不少学者从事于概率度量空间中算子理论的研究 (见
,

例如
,

B oc
s a
或 6〕

,
Is tra

-

te se “ [7〕,
林熙 [9〕及张石生 [1 1~ 1 4〕等 )

.

我们知道赋范空间中的 L e r a y 一
S e h a o d e r

度理论

在算子理论研究中是一强有力的工具
,

因此
,

我们自然希望建立概率度量空间中 的 L e ra y -

S e h a u d e r 度理论
.

本文的目的就是为了解决上述问题
.

在本文的第二节中我们在 卜范 数 刁 满 足 刁(t
,

t)

> t ,
V 便【O

,

约的条件下建立了概率线性赋范空间 (E
,

了
,

才 )中的 L e
ra y 一

S o hau d e r度理

论 , 在第三节中我们借助于第二节中所建立的度理论得出了概率线性赋范空间中的某些不动

点定理
。

这里应该指出
:

当刁满足条件刁(t
,

t) > t ,
V 贬【0

, 1」时
,

概率线性赋范空间(E
,

了
,

刁 )是一局部凸的线性拓扑空间
,

而局部凸线性拓扑空间上的拓扑度本质上在 N a
gu m o[ 3〕中

已经建立
,

不过〔3〕中所考虑的是一般的局部凸空间
,

而本文是借助于概率度量在一类 特 殊

的局部凸空间
—

概率线性赋范空间上建立 L e
ra y 一

S c h a

叨
e r 度理论

,

这种度理论有其自身

的特色和兴趣
,

这是一般的局部凸空间上的度理论所不能取代和包含的
.

一
、

预 备 知 识

为叙述方便
,

’

我们先引出某些定义和符号 (见〔幻或 〔1 1〕)
.

.
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.



47息 张 石 生 陈 玉 清

以后我们常用勿表一切左连续分布函数的集合
,

R 二 (一二
,

。 )
,

而 H (t) 表 由下式定

义的函数
:

,土八U
沪

l之t

之

浮

H

一映象J
:

〔o
, 1」x [。

, 1」、 〔o
, 1」称为 卜 范数 ;

‘

如果J 满足条件
,
J (a , 1 )一 a ; 刀(a ,

b )二刁 (b
, a ) ; J (c ,

d )乡J (a ,
b )当 V e》 a ,

d ) b ; J (J (a ,
b )

, c )二刁 (a ,

J (b
, c ))

,

V a ,

b
, c ,

d〔仁0
, 1〕

.

M e n g e r 概率线性赋范空间 (简称 M血 g e r FN
一

空间) 是一有序的三元组(E
,

了
,

刀 )
,

其中 E 是一实线性空间
,

了是E ”勿 的映象 (以下 记了(二)为 f
二 ,

又 f
:

(t) 表分布函数 f
:

在

健R 处的值 )
,

并设 f
:

满足下面的条件
:

(PN
一 1 ) f

:

(0 )= 0 ;

(PN
一 2 ) f

二

(t)二H (t)
,

V t〔R
,

当而且仅 当 x = 0 ;

必N
一

3) 对任一实数 a ,

fa
:

二几(t/ !a l) ;

(PN
一

4) (M ell ge r
三角不等式) 对任意的 二 , 夕〔E

f
: + , (犷

, + tZ )》刀 (f
:

(t : )
,

f
, (t

Z

))
,

V t , ,

九> o

设 (E
,

了
,

J )是尸M e n g e r PN
一

空间
,

设刀是满足条件
: s u p J (,

,

t) = 1 的 t一范数
,

O< t < 1

则 由文 【1] 知 (E
,

了
,

J )是由邻域系

{U , (。
,

一

元)
: 万〔E

, : > 0
,
凡> o }= {梦 + U 。(e ,

元)
, 梦〔E

, 。
> 0

,
凡> 0 }

其中U , (。
,

幻二 {二〔E
:

f
: 一 , (。)> 1 一杆

,

所导出的拓扑了的H au
s dor ff 线性拓扑空间

,

按照

这一拓扑了
,

可引进了
一

完备
、

了
一

收敛和了
一
C a
“ hy 列等概念

,

并可证明下面的定理
.

定理 (S e hw e iz e r
石k la r仁z〕) 设 (万

,

了
,

刀 ) 是 一 M e o g e r PN
一

空 间
,

其 中 刁 满 足
s u p 刁 (t

, t) = 1 ,

则序列 {二
。

}C= E 是了
一

收敛于 劣〔E
,

当而且仅当 lim f
二。
一 二 (t)= H (t )

,

0 < t < 1 ”。。

V 掩 R
。

定义 1 设 (E
,

了
,

J )是一 M en g er PN
一

空间
,

D 二 E
.

映象 A
,
D ” E 称 为紧的

,

如

菜不刀)是E 中的紧集
.

引理 1
.

1 设 (E
,

了
,

刀 )是 M e n g二 PN
一

空间
,

其中刀满足条件刁 (t
,

t) > t,

1〕
。

设口仁 E
,

设T
:
口 , E 是紧连续映象

,

贝吐对零点 口的任一邻域
“(e

,

幻
, e > 0

,

在有限维的连续紧算子 T 、。 , * ) ,

使得

T x 一T 。, , ; 。%〔u (。
,

几)
,

「

V 工〔口

证 因T
:
口 , E 是紧的

,

故 T (口 )是 E 中的紧集
.

对零点O的任一邻域
“(。

,

幻

V t〔[0
,

凡> O ,

存

己> 0
,

几> O
,

存在 梦, ,

一
, 梦二( T (口 )

,

使得 U (梦‘十 u( : ,

幻 )〕T (日 ).

凡
‘
(x )二 m a x {0

, “一 in f{t
,

f : 、 一 。、(t )> 1 一几}}
,

下证对任一二〔口
,

存在某一 f。 ,

使得 击
。

(x )> O
, i( l’0 ( 。

.

令

%〔日 二
,

, 协

事实上
,

因 T * 〔T (口) (y ‘+ u (e ,

元))
,

故存在i。, 1( 了。( 。 ,

使得 7
’

二〔夕‘
。
+ 。(。

,
饥曰日
。

U

A), 即有 ji,
、 一的。

(约 > 卜机 由分布函数的左连续件 存在 t0 < “ ,

使得 f T 二 一的。

(t0) >1 一几

成立
,

因而有击
。 (劝 > 。

.

令
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沪(二 )二 乙 几
‘

(x )

则对一切
戈〔口

, 甲(x )午 0
.

现 定义 T (* , ; , :
口

一) 刀 如下
:

T 、。 , * ) 、二 兄
元
‘

(劣 )

甲(劣 )

下证 T(
。 , : ) 即满 足引理的要求

.

为此
,

只要证明 瓜(劝
, f~ 1

,

⋯
,

m 是 连 续函数
,

而这又

只要证 明

p ‘(x )二 in f{t
,

f丁
二一 。*

(t) > l一之}

是 二 的连续函数 ?TJ 可
.

夕

设“
,

一
x 。,

易知

p ‘(“
刀

)成p
‘
(x

。
) + in f{t

,

f :
·

二。
一 丁、。(t) > 1 一之}

户
,

(‘
。

)簇户
,

(‘
·

) + in f{t
,

/ 7
1

x 。一 :
,

, ,

(t )> 1 一又}

故

{户
,
(“

”

)一户
,

(“
。
) l( in f{矛

,

f ,
,

x 。
一 :

,

x 。
(t)> 1 一久}

如果上 式右端当
。、二时不收敛于零

,

则存在某一
。。> 0 ,

对任给的正整数 N
,

存在
。。> N

,

使得

于是有

i”f {t
’

f :
·

、。。一 : 二。

(t) > 1 一凡}> “。

介
, 、。 一Tx

。

(e0) 铆 一凡 (1
.

1 )

丁
但因T 连续

,

故T‘
一

T % 。,

于是有

怒斤
X 。
一介

。

(“) == ‘

这就
一

与(1
.

1) 相矛盾
.

由此矛盾知 p ‘(x
。
)
一、
户
‘
(、

。
) (n 、。 )

, ‘二 1 , 2 ,

⋯
, 。

.

另由 Men ge r

三角不等式知

f丁
、一 犷 〔。

,

、), (。)> r口! n
.

1‘ i‘
一
m

,

几
,

(, )今0
王f犷

二一。‘ (e )} > 1 一 几

故 T x 一T (。 ,
、 x 〔城。 ,

幻
,

V 正口

另外
,

T (。 , ; )的紧性是显然的
.

证毕
。

我们易于证明下面的结论成立
:

引理 1
.

2 设 (E
,

了
,

J )满足引理 1
.

1中的条件
.

设口是E 中的开子 集
,

T
:
g 、 E 是 紧

连续映象
,

则 S = I 一T 是闭映象
.

二
、

M e n ger PN
一

空间中的拓扑度

定义 2 设(E
,

了
,

刀 )是 M e n g e r PN
一

空间
,

其中刀满足刀 (t
, t)》 t ,

V 掩〔0
, 1〕

。

设

。是E 中的开集
,

设 T
:

兔, E 是紧连续映象
.

令 S = I 一T
,

设 p 〔E \S (a。 )
.

由引理 1
.

2知S

是闭映象
,

故 S (口口)是 E 中的闭集
,

从而存在 口点的邻域 u( 。,

幻
,

使得

(P 十 “(。
,
几)) n s (口口)== 功

一

故由引理 1
,

l知存在 E 的有限维子 空 间了‘
,

p 〔E ‘.) 及
一

连 续 紧算 子 T 护舜, 丑卿
,

使得
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fT 二 一丁
, x

(“)> 1 一几
,

v “〔二 令。
,

= 口门E ‘” , ,
S

二
== I一T

。 .

下证 夕戌S
。

(。。
。
)

.

事实上
,

若有 x0 〔。日
。

c a口
,

使得 P二S
o x 。,

于是有

f: 二。一 , (“ )二fs 二。一s
, x 。 (“)二 f犷

x 。一丁
, 二。 (。)> 1 一几

这与(p + 。(。
,

幻 ) n s (。口 )二价相矛盾
.

又因 (I 一 (I 一T
。

))(口
,

)为紧集
,

故有限维空间E ‘” ,

中的拓扑度 d e g ,

(S
, ,
口

。 ,
夕)有意义

.

我们定义 S 的 L e r a y 一
S e h a u d e r

度为

D e g (S
,
口

,
P )= d e g 。

(S
, ,
口

, ,
P ) (2

.

1 )

为了说明(2
.

1) 中所定义 的拓扑度有意义
,

我们需要说明该拓扑度与u( 。,
泥)

、

空间E ‘耐

及算子 T
,

的选择无关
.

1
.

先证当 袱
e ,

幻 固定时
,

D eg (S
,
口

,
P)与 E 侧及 T

,

的选择无关
.

事 实 上
,

设有

E ,
、 ,

T 。
也满足定义 2 中的要求

,

现证

d e g 。

(S
, ,
口

。 ,
P)= d e g 。 (S 。

,

口。 ,
P ) (2

.

2 )

我们用 E “’
表 E 闭 与E ‘叫的线性和

.

令 。 :二 E 山 n 口
.

T
,

可视为 磊
‘、E 山的映象

,

因此 S
,

映 g : , E 山
.

由简化定理知

d e g : (S
, ,
口 : ,

P )= d e g ,

(S
。 ,
口

。 ,
P )

同理有

d e g ‘(5 . ,

口 : ,
P )== d e g 。 (5 . ,

口。 ,
夕)

下证

d e g : (S
, ,

口: ,
P ) = d e g ‘(S 二 ,

口‘,

P )

令

ht(劣)= ts
。

(% ) + (1 一 t)S 。(戈 )

若有 t。〔〔o
, 1〕

, 二。
〔a口

,

使得 P = h t。(二
。

)
,

则有

fs 、。一 , (e )= fs 二。一 *。s
。

(、
。
)一 (r一 t。) s。(、

。
)(‘)二 f

, 。丁
。、。+ (1 一 t。)r 。二。一丁 x 。(‘乏

》刀 [ft 。(丁
, 二。一 丁x 。)(t

。“)
,

f (卜 *。) (T 二、。一 T , 。
)((1 一 t。)“)〕

> 1 一几

矛盾
.

从而 P戌h
。

(口日 )
,

V 掩〔O
, 1〕

,

故由有限维空间中拓扑度的同伦不变性知

d e g : (S
, ,
口 ‘,

P ) = d e g ‘(S 。 ,
口: ,

力)

从而 (2
.

2) 成立
.

2
.

现证 D e g( S
,

口
,

P )不依赖于
。(。

,

幻的选取
.

设另有 0 点的邻域
u ,

(e
: ,

元
,

)也满足定义 2 中的条件
.

取

Q< 。0

( m in {。
, 。,

}
, 0 < 几

。

( m in {久
,
几

1

}

于是 u( 。。,
几。)也满足定义 2 中的条件

。

设 S
。 ,
口

。 , S 。 ,

口. 和 S : ,
口:
分别对

u (e ,

兄)
, u , (e , ,

几
,

) 和 “(e。,
兄
。

) 满足定 义 2 中

的条件
,

于是由 ‘ ,
几
。

的取法知 又
,
口:
对

。(。
,
几)和 “ ,

(。
1 ,
几, )都满足定义 2 中的条件

.

于

是 由(2
.

2) 可得

d e g
,

(S
, ,
口

。 ,
P ) = d e g ‘(S : ,

口: ,
P )

d e g 。 (S 。 ,
口. ,

P)二 d e g : (S : ,
口‘,

P )

因而有

d e g 。(5 . ,

口。
,

P) == d e g 。

(S
。 ,
口

” ,
P)

综上所述
,

由(2
.

1 )式所定义的拓扑度有确定的意义
.

4

下面讨论我们所定义的 L 时a 了
一
S o hau d。 度的性质

.
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定理2
.

1 (2
.

2 )式中所定义的 L e r a y 一
S e h a u d e r 度具有如下的性质

:

( i ) D e g (I
,

口
,

P )= z ,
V P〔口 ;

( 11 ) D e g (S
,
口

,
p )寺 0 ,

则 S 你) =
尹

p 在 口 中有解 ;

(111) 若 H (t
, 戈)是 [ 0

, 1〕x g 上的连续紧映象且 P 在(I一H (t
, ·

))(口口)
,

V 戈 [0
,

1〕
,

则 D o g (I 一H (t
,

·

)
,
日

,
P)与 ( [o

, z〕无关 ,

(iv ) 设 口
1 ,

口
2

是口中二不相交的开集
,

且 P戌S (g \(口
,

U口
2

))
,

则

D e g (S
,
口

,

P)= D e g (S
,
口

1 ,
P )+ D e g (S

,

口
2 ,

P)

(v ) 设 g
。

是 口 的开子集且 P戌S( g 口
。)

,

则

D e

呀S
,

(v i ) 设 P在S (a月)
,

口
,

P)= D e g (S
,
口

。,
P )

则

D eg (S
,
口

,
P)二 D eg (S 一P

,

口
,

0)

证 ( i )和 (v i)由定义 2 直接可得
.

(ii ) 设 s (劝 = p 在 。 中无解
,

故 p 去s (勇)
.

由引理 1
.

2 ,
S (身)为闭集

,

故存在零点 0

邻域 城 : ,

幻
,

使得(p + “(。
,

幻 ) n s (身)= 功
.

取 E 的有限维子空间 E 阁 及 有 限维连续紧

算子 T
, :

g , E ‘, , ,

使得

T x 一T
、

正
u (e

,
几)

,
V 正 g

令 S
。
二 I 一T

。 ,
口

。
= E 侧 门口

.

由定义 2 知

D e g (S
,
口

,
P)= d e g ,

(S
, ,
口

。 ,
P )

若有 丸〔身
。

c 磊
;

使得 S
”
x 。

== p
, ,

则有

f : x 。一 , (e )二 f、
, 。一 s

。 x 。

(“)== f : 二。一 T
, x 。(e )> 1 一几

这 与(P + u (。
,
几))自S (g )= 功相矛盾

.

由此矛盾知 P 戌S
。

(g
。

)
,

从而有

D e g (S
,

口
,

P ) = d e g (S
, ,
口

, ,

P )= 0

矛盾
。

由此矛盾结论(i i) 得证
.

(ii i) 先证存在 0 的邻域 u( 。,

幻使得下 式对 ( 【o
, 1刀一致成立

:

(P + u (。
,
之) )门(I一H (t

,
·

)) (口口 )= 功

设不然
,

存在
。。 > o ,

几
。

> o ,
·

n = l ,
2

,

⋯
,

且 兄
。

, o , 。,

, o (n , 。 )及 二。
( a口

, t ,
〔〔o

,

1〕
,

”== 1 ,

2
‘

” ,

使得

f, 一 二。
+ 。

’

(,
, .

二

;)(
。。 )> 1 一 ,

,

由于{t
,

}和{H (t
二 , %

。

)}均有收敛子列
,

不妨仍记其收敛子列为{t
”

}和 {H (t
。 , 二 ,

)}且t ,

、 t。
,

H (t
, , 二 ,

)、 9
.

另由 M e n g e r
三角不等式

J

「
,

l e 、
,

l 召 \〕
J , 一 二。

+ 。 气“, 尹‘LJ , 一 二。
+ 二(,

, .

二 ,

)、
一

玄)
, J 。一 H (‘二 二·)气万)J

知
, 劣 ,

, P 十 q〔口口(n , OO )
,

因而有
·

p = (I一H (t
。,

·

)) (p + g )

矛盾
.

由此矛盾知结论成立
。

另 由引理 1
.

1 知
,

存在有限维子空间 E (川 c E 及有限维 连 续紧映象 K
, :

〔O
,

l」x 兔 ,

E ‘. ,
使得

H (t
, x )一K

.

(t
, 劣)〔“(。

,

几)
,
丫(t

, 工)〔[0
, 1」x Q

令 几.
招 )= 二一K

。

(t
, 二)

,

口
.
= E ‘. ,

门夕
.

于是 有

D e‘(I一H (t
,

·

)
,

口
,

P)二 d e‘一(吞. ,

口
。 ,

P )
,

丫屹〔0
,

1二
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若有 与〔a口
: ,

t0〔〔O
, 1」

,

使 岛
。

(戈
。

)= P
,

则有
‘

f
二。一万(t。

.

、。)一 , (“)= f
, 。一万(t

。
,

二。)一 二。+ 兀
,

(t。
,

二。)(e )> 1 一凡

矛盾
.

由此矛盾知
,

P戌k
:

(口口 )
,
丫( 【O

,

1〕
,

于是有

D e g (I 一H (t
,

·

)
,

口
,

P )= d e g
。

(k
‘,
口

, ,

户)二 e o n , t

(iv ) 因磊\( 口
,

U O
Z

)是闭集
,

故 S (磊\(g
;
U口

2

))是闭集
.

从而存在零点 口邻域城
。 ,

幻
,

使得
(P + u (。

,
元))门S (g \(日

,
U口

:
·

))= 功

故可取有限维子空间 E ‘” ’c E 及有限维连续 紧算 子 T
, :
兑、 E

女“ ’,

使 对 一 切 %〔9
,

T 二一

T
, x 〔u (: ,

久)
.

令
‘

S
,

= I 一 T
, ,
口

:

~ E ‘, ,
门口

,
口盆

‘’= E ‘” ,
门口

; ,
日护

)
~ E ‘” ,

自二
:

由定义 2 知
D 乓g (S

,

D e g (S
,

D e g (S
,

口
,
夕) = d e g

,

(S
。 ,
口

。 ,
户)

口 , ,
夕)= d e g ·

(s
。 ,
。盖)

’,
夕)

口
2 ,

P )= d e g 。

(S
。 ,
口轰

2 , ,

P )

显然 口氛
, ’门口扩

’一功
.

若有夕(S
。

(‘牙
。

\(口分
’
U 口孟

2 , ))
,

则存在 二。; 使得 S
”

(二
。
)~ P

.

但 因

fx
。一7’x

。一

产)一人
。一 7’x

。一 、。

+T ,
。

(时> 1 一几

这就与

(夕+ 。(e ,
之)) 门S (磨\(口

,

UO Z ) )~ 协

相矛盾
.

由此矛盾知 p 戌S
二

(磨八(口舒 U 。尸))
,

故有

d o g
。

(s
。 ,
。

。 ,
户)= d e g 。

(s
, ,
。品

‘, ,
夕) + d e g 。

(s
二 ,
。护

, ,
夕)

且口
D e g (S

,
口

,
p )= D e g (S

,
口

, ,
p ) + D e g (S

,

口艺
,

p )

结论(v )由结论(i v) 直接可得
。

证毕
。

定理2
.

2 由定义 2 所定义的 L er a y 一

sc h a
ud er 度有下列性质

:

( i) 设映象 S , 和 S
:

按 定义 2 所 定义 的 度 存 在
,

P〔E \S
,

(口口 )
,

且 当 V x 〔口口 时
,

S
,

(戈 )= 5 2 (x )
.

则有

D e g (S , ,
口

,
P)二 D e g (5

2 ,
口

,
P)

(i i) 当 p 在 E \S (a口)的连通区域变化时
,

则 D eg (S
,

口
,

户)的值不变
.

证 ( i )直接可得
,

其证明这里省略
.

(i i) 设犷是凡S 臼口)的连通区城
.

取 p〔犷
,

故存在零点 0 邻域
。(。

。 ,

凡)使得 (P 十。(。
。 ,

;
0

)) 门s (。。)一功
.

取企数
。 , ,

;
,

满足 。1

< e 。,
、; < 几

。,

再取 。〔厂门(p + 舀(
。, ,

几
:
))

.

令

h
。

(二 )= S (二)一 t(q 一 p )
,

o( t《 1
,

硬月

若有 t。〔[ 0
, l〕

, 二。〔a口
,

使 S (二
。

)一 t。(g 一P )= P
,

则有

fs (二
。
)一 , (“。) = f , 。(。一 , )(‘

。

)> 1 一汽
。

‘

矛盾
.

由此矛盾知 乡去壳‘(。。)
,

v埂 [0 歹们
.

因此

D e g (S
,
。

,
户) = D e g (S 一 (q 一户)

,

口
,

夕) ‘
⋯

, D o g (s 一 q ,

。
,
夕)= D e

七(s
,
。

,
。)

、
‘

因而映象岁
:
夕一D eg (s

,
。

,
p )是犷上的连续函数

.

由拓扑学知少(犷》是连通区域
.

因梦取整

值
,

故当户亡厂时
, 、

也e以S
,

口
,
户)取同‘位

.

证华
.

-

一
, ‘ 一 ‘
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定理 2
.

3

5 1二I 一T
l ,

设 T
,

和 T 是两个映 口 到 E 的 连 续 紧 映 象
.

设 P戌S : (a口 )
,

P戌S (。g )
,

S = I一 T
,

且

fT I二一 , 、(t) > f
二一 : 二 一 , (t)

,

V t> o
,

珑a。 (2
.

3 )

则必有

D e g (S ; ,
口

,
P )= D e g (S

,

口
,

P )

证 令

h : (二 )“二一T 二一 t(T
, x 一T 二 )

,

掩〔o
,

1」
,

瓦〔虑

下证 P戌h
。

(。口)
,

V ( 〔o
, i〕

.

设相反
,

存在某一 t。〔仁。
,

1 3和劣。〔口口
,

然由假定 t。斗。
, t。斧 1

,

故由 x 。
一T x 。一P = t。(T

:

两 一T 二。)知

f
x 一T x 。一 , (t) = f, , x 。一 , x 。 (t/ t

。)
,

v t> o

由(2
.

4 )及假设条件知

使得 h, 。 (戈
。

)== p
。

显

(2
.

4 )

f于
: 、。一 : 二。(‘,一斤

, 二。一 : 二。

(青)一
f: 1二。一 : 二。

(
,

警)
,

一 ‘
,

2
,

⋯

因而有 fTl x 。一 T , 。

(t ) = H (。
,
丫t> 0

.

由(2
.

4 )即得

fx0
一介

。一

/t)
一H (t),

.

粉> o

于是有 p 二二。一 T 义
。,

即 p〔S (口口)
.

这与 p 去s (a口 )相矛盾
.

由此矛盾知 p 戌人
. (a口)

,

V 握

[ 0
, 1〕

。

于是有

D e g (S , ,

口
,

P )= D e g (S
,

口
,

P)

证毕

推论 2
.

4 设 0〔。
,

T
, :

磨、 E 是连续紧映象且 满 足 条件
: 二今T

, , ,

fTI
二 (t )> f

,

(t ),

V t> 0
,

V x 〔口口
,

则
、

D e g (I一T , ,
口

,
0 )二 1

定理 2
.

5 设口是含 0〔口 点的开集
,

且关于 0 点对称
.

设 T: 口, E 是连 续的 紧映 象
,

S = I一T
。

若

T (一% ) = 一丁戈
,

T x 今 戈 ,
丫正 a口

则 D eg (S
,

口
,

0 )是一奇数
.

证 仿引理 1
.

1的证明
,

对零点 0 的任一邻域
, “(e

,

幻
, e > o

,
几> O

,

可作一有限维的

连续紧算子 T
。

满足下列条件
:

( i ) T
”

(一 劣) ~ 一T
。

(x )
,

V 正口(口 门E (“ , )

(i i) T % 一T
。

珑
“(。

,
只)

,
V 花口

因而由 d e g (S
。 ,

口
” ,

砂)为奇数知 D e g (S
,
。

,

口)为奇数
,

这里口
”
= E ‘” ,

门口
.

三
、

不 动 点 定 理

在本节
,

我们将利用前一节所建立的度理论研究 M“ng
“ r

的不动点定理
.

在本节中我们仍处处假定才满足刁 (t
,

t) 李t,

定理 3
.

1 设口是E 中的凸开集
,

T
:

口 , E 是连续紧映象
,

PN
一

空间(E
,

V t〔[ 0
,

1〕
。

T (a口)亡口
。

了
,

刁)中映象

则? 在身中有不

动点
。

证 不妨设 T 二奔二
,

v拢a。(否则定理已证)
. _

取 丸〔D
,

则 H
:
[0

,
1〕、扁, E 是连续紧映象

.

再令 从(二舟
二二H (t

,

令 H (t
, 二 )= tT 劣 + (工一 t冲

。。

劣 )
。

下证
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0戌h
.

(口口)
,

‘

V 雌「0
,

1」

设不然
,

存在 t ,〔〔o
,

1〕
, % :

〔。口
,

使得 从(戈 ; )= 0
.

于是

劣; = t: T 劣
1
+ (l一 t,

)劣
。

显然 t , 铸 0
, t, 今1

.

因口是开 集
,

故 存 在 与> 0
,

丸> 0
,

使得 二。+ 城 。。,
久
。

)c 日
.

又 因 T 气

〔刃
,

故有 z0 〔口
,

使得

。
_

一 1一六
I x ‘一2 , 七

一

, 石一
u ‘“。, 几 。, (3

.

1 )

下证

t , z 。
+ (1 一 t工)戈

。
+ (l一 t,

)u (‘。
,
几
。

)C= 口 (3
.

2 )

事实
_

L
,

若 二〔t ; : 。+ (1一 t ,

)、
。
+ (1 一 r: )u (。

。 ,
几
。

)
,

故存在某一
: 〔u (。

。,

几
。

)
,

使得

戈” t , 2 。+ (1 一 t,

)劣
。
+ (l一 t ,

) z ~ t , 之。+ (1一t :

)(劣
。
+ z )

因 “。+ 以‘。,
兄
。

)C 口
,

故 , 。十 二〔口
.

又 z0 〔口
,

且口是凸集
,

因而正口
.

故 (3
.

2) 得证
.

于是

有

劣 , = t :
T 劣 , + (1 一 t ,

)% 。
二 t : z 。+ (1一 t ,

)劣
。
+ t ; (T % ; 一之。)

由(3
.

1 )知 t : (T 二 , 一二。)〔(1 一 t ; )u (。
。,

几
。

) ; 再由(3
.

2 )即知 劣 ,
〔口

,

这 与 劣 ,
〔口口 相 矛 盾

.

故

6 去h
.

(a口 )
,
丫埂 [ o

, 1」
,

于是有

D e g (I 一T
,
口

,
8) = D e g (I 一 x o ,

口
,

6 )二 1

因而T 在口内存在不动点
.

证毕
。

定理 3
.

2
.

设。 是 刀 中含龙。 点的开集
,

且。关于 e 点对称
·

设 T
,

虑” E 是 连续紧映

象
,

且满足

T (一工)二 一T 工
,

V 劣〔口口

则 T 在 必 中有不动点
.

证 结论由定理2
.

5直接可得
.

另由推论 2
。

4可得下面的结果
。

定理3
.

3 设口是E 中的开集
,

夕〔口
,

T
:

口* E 是连续紧映象
,

再设T 满足条件
:

f
, ,

(t)》f
:

(t)
,

V 正。口
, t> o

则T 在口中存在不动点
。

下面的定理是郭大钧〔10 」中主要结果的推广
.

定理3
.

4 设 口 , ,
口

2

是无穷维 Men 犷
r PN

一

空间(E
,

了
,

J ) 中 的 两个开集
,

陀口
: ,

刃 :
c 马

,

其中刁满足条件刀(t
,

t) > t ,
v 泛印

, 1〕
.

设 T
:

霜
:

宁E 是 紧连续映象
.

若下列条

件之一成立
:

( i ) 劣〔口口 : 时
,

f , 二(t)》f
:

(矛)
,

V t》0

x 〔a口:
时

,

f
, :

(t)《f
:

(t)
,

V t> 0

( 11 ) 硬口口 :
时

,

f
, :

(t )《f
:

(t)
,

V t> 0

珑a。 :
时

,

f
, .

(t)》f
二

(矛)
,

v *> o

则 T 在 婚八口
: 中至少存在一不动点

.

为证定理3
.

4
,

我们先证下面的引理
。

弓「理 3
.

5 设 口 是无穷维 Men g er PN
一

空间(E
,

了
,

刁 )中的开集
,

其中刁满足刁(t
,

t)

》t ,

丫花【O
, 1」

。

设 T
‘

口 , E 是紧连续映象且满足条件
:

0戌T (口口)



概率度量空间中的拓扑度理论与不动点定理 4 8 6

(11 ) T % 尧拼戈
,

丫拼〔(0
,

则 D e g (I一 T
,
口

,
0 )= o

1」
, 劣〔口口

证 先证 ”气
【

认洲
一丁’‘”。’

·

设相反
,

则存在‘〔a口
, 拼。

(〔0
,

1」使得解声
。
一T 劣

。

, 0

(n , 囚 )
.

因 T 是紧连续映象
,

故有子序列扣
, 、
}C 扣

。

}
,

{劣
。。}C= 扭

”

}
,

使得 拼, 。, 拼。〔[0
,

i〕
,

T % ”。、梦
。
〔E

.

( 1 ) 若内== O
,

故 T知
。, 0

,

这与条件( i )矛盾
。

( 2 ) 若 拌。铃 0
,

则介
。, 玩/内〔a口

。

因而有

丁

(--瓮
一

)
一 g0 一仰会

这与条件(i i) 矛盾
.

由此矛盾
,

结论成立
.

因而存在某一零点 0 邻域
。(。

,

幻
, e> O

,
兄> 0

,

使得
u (e ,

久)门 U (拼I一 T )(口口 ) = 功 (3
.

3 )
声任 [ 0 , l ]

由引理 1
.

1及定义 2
,

存在有限维连续的紧算子 T
。 :

愿, E ‘“ , ,
‘

使得

T 戈一T
,

正以
。 ,
几)

,

v珑勇

且 D e g (I一T
,
口

,
e)= d e g (I 一 T

, ,
口

。 ,
8 )

其中 。
”
= 口 n E

, .

由假设(E
,

了
,

刁 )是无穷维的
,

故存 在
。 : 钾。

, e :
在E ‘f.)

.

令 E ‘”十 ‘, =

s p a n {。 , ,
E (” , }

,

则 犷
。

可视为 霜, E ‘”+ ‘, 的映象
.

令 。
。 + :二口 门E

仁” + ”,

依定义 2
,

又有

D e g (I一T
,
口

,
0 )= d e g (I一T

。 ,
口

。 + : ,
0 ) (3

.

4 )

现证对一切 正口口
, 十J

c= a口 有 0年“劣一T
. 二 ,

V 拼〔[ 0
,

1〕
。

事实上
,

若有 拼。〔[o
,

1 ]
, 劣。〔a。

, 十 ; ,

使得 “。二
。
一 T

”二。= 8、 于是 有 拼。x 。= T
. ‘。

.

由于

T 二一T
”

珑u( 。,

几)
,

v 珑婚
,

故 T , 。
一内二

。
〔“(。

,

幻
.

这与(3
.

3) 式相矛盾
.

敌结论成立
.

于

是在 口
, + , 上有

d e g (I一T
。 ,

口
。 + ; ,

0 )= d e g (一 T
。 ,
口

。 + : ,
6) (3

.

5 )

但因 犷
。

映瘾
, , :
书云

(” , ,

故 d e‘(一 r
, ,
。

二 + : ,
0 )二0

.

于是 由(3
.

4 )和(3
.

5 )知

D e g (I一T
s
口

,
口) , 0

引理证毕
。

定理 3
.

4 的证明
。

设条件( i) 成立
,
并设 T 在 口口:

U a口 ,
.

上无不动点 (否则定理已证 )
.

由推论 2
.

4 知

D e g (I一 T
,
口, ,

0 )= 1

由假设
,

当 劣〔口口: 时
,

介
二

(t)《 f
,

(t)
,

V t> 0
,

故有

o戌瓦不蕊)且 犷二奔 拼二
,

v 拼〔(o
,

1〕

于是由引理3
.

5
,

D e g (I 一 T
,

口 : ,

0) = O
。

但因
D e g (I一 T

,

口2
\磨

, ,

6 )二 D e g (I一 T
,

口: , 0 )一D eg (I一 T
,
。, , 0 )

= O一 1 = 一 1

故 T 在 口
2

\口
;
中有不动点

.

当条件(i i) 成立时
,

结论类似可证
.

定理证毕
。
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