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摘 要

本文基于增量 R
o is s n e r 变分原理

,

对不可压缩的 M oo ne y 型橡胶类材料
,

进行了非线性的有

限元分析
,

给出了杂交应力元的计算列式
.

列式中考虑了不平衡力和不可压缩性偏差的修正项
.

算

例计算与精确解符合得很好
.

一
、

引 言

橡胶类材料构件的几何和材料性能都是非线性的
,

而且材料的非线性关系一般通过三个

变形张量不变量来表述的
.

本文
,

基于增 量 R e is sne
r
变分原理

,

采用整体的 Lag
r a
ng

e 法
,

以 G r e e n 应变张量的物理分量和 K ir ch h o ff 应力张量的物理分量建立起增量形式的杂 交 应

力元的计算列式
,

列式中考虑了不平衡力的修正项和不可压缩性偏差的修正项
.

本文具体分

析了工程中常用的轴对称问题
,

显然
,

可以采用 同样的方法应用于其它情况
。

用矩形和非矩

形四边形等参数单元对受内压的无限长厚壁圆筒进行了计算
,

其结果与精确解符 合 得 都 很

好
.

算例中的应力已由K lreh 五
。打 应力张量变换为 c a o c h y 应力张量的物理分量

.

二
、

应 变 与 应 力

对于非线性轴对称体
,

应变与位移的关系为

,
。
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为方便
,

记应变矢量为
:

。= 〔:
工, : 3。 : : : 。1 2
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/
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在上述两式中
,

va , 为 G r e e n 应变张量
, 几 , 为其物理分量

; a ,

刀= 1 , 2 ; 其中 1 为径 向 ‘

2 为轴向
: , 3 为环向0.

为计算应变增 量
,

以 。‘= “‘。+ 么u ‘
代入(2

‘

1) 和 (2
.

2) 式
,

得 价 , + △价 , ,

其中应变增量矢

量 人‘可以分解成线性部分 A互和非线性部分 几n
,

即

八。= 八互+ 八n
,

(2
.

3 )

,

叶开沉推荐
.
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经运算
,

它们分别为
:
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.
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。 。

霏
一

窦

}粤 粤
一

擎 粤几 口2 口Z O r 口r

(2
.

6) 式中已使用
。= “, 和 。 = 协

,

以 △u 和 △切 代替 (2
.

8) 式中的
u 和 切 ,

即得 (2
.

5) 式

中的矩阵 A(△u)
。

对于不可压缩的 M oo ne y 型橡胶类材料
,

变形前状态的应变能密度
『”为

研= c ; (I
,
一 3 ) + c :

(I: 一3 ) + h(1
3
一1 )

式中 I : ,
I : 和 I:

为变形张量第一
,

二和三不变量 , 万为水静压力 ; c ;

和 cz

K ir c hhof f应力张量 尸, 与应变能密度 砰 之间的关系为

t‘J= 口砰 / 口, . ,

对于轴对称体
,

具体形式为

(2
.

9 )

为橡胶材料常数
.

(2
.

10 )
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d
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(2
.

1 1 )

式中

元二 1 + 。
/
r

沪“ 1 + 2 下: + 2 ‘
“
夕。几“下。; , , ,

d‘, 为 K r o n e e k e r
符号 , “,

为二维置换符号 ; a ,

刀
,
几和 拼均为 1 , 2

为方便
,

记应力矢量为

S二〔S “ S
s a

5
2 2

5 ‘2

」, = [ t
‘’ r 2 t3 3 tZ么 t‘名〕r

式中 S ‘J 为 K ir e hh o ff 应力张量 t‘夕的物理分量
.

利用
_

卜述式子
,

经运算得

S二 2 (c , + Ze : + h)Y + 〔2 (
c : + h )V + Zhw 〕。

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3)

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )
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式中

Y== [ 1 1 1 0 」
,
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由(2
.

1 5 )式
,

可得 K ir oh hof f应力增量张量的物理分量为

么S ‘J=

式中

为偏

么S

.

as ‘,
‘

二
~

,

_
,

二
△已令乙十

一
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一

△九二 △吞 ; J
十 Q

. J △九
O 月

△。。 :二 C‘, 合王△。, :
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.

1 9 )
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副一、捌一、

K irc hhof f应力增量张量的物理分量 ,

Q
‘, = 口S ‘J

/ 口h

(2
.

1 9 )和 (2
.

2 0 )式可表示矩阵形式为

几S二五S
:
+ Q△h

么5 1 = C
·

五e

(2
.

2 1 )

(2
.

2 2 )

(2
,

2 3 )

式中
:

C= 2 (几 + h )V + 4hw

Q= ZY + 2 (V + W )。

其中 V
,

W 和 Y 已由(2
.

17 )
,

(2
.

1 8 )和 (2
.

1 6 )式表示
.

将 (2
.

20 )式表示为逆关系为

八“, , 功
‘, 。‘△S 全

‘

即

八e = C
一 1压5

1

(2
,

2 4 )

(2
.

2 5 )

(2
,

2 6 )

(2
.

2 7)

三
、

增量 R e issn er 变分原理

不计体力
,

弹性体的势能泛函为

“一

{
。 研“犷 +

{
: 沙

, ‘“‘d“

式电班为材料的应变能密度
,

以 (2
·

9 )式孝示
; 犷 为变形前的体积 , ,

‘
为已知面力 , S

形前已知面力的那部分边界
。

(3
.

1 )

,

为变

势能泛函中的值用初始值和增量值表示
,

即

牙 , 班
。十△牙

,
脚二脚

。
十 A 。‘

,
早‘二夕舀+ △少‘

又因为
,

砰为 协 , 和 八的函数
, 八附 可表示为

:

(3
、

2 )
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家

△帐 , 十 A h +
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砰
2 口夕, j口夕* :
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1
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碎
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,

0 丫‘J a 月

△夕‘jA h (3
.
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利用(2
.

1 0 )和 (2
.

9 )式
,

并注意至l}(2
.

2 )和 (2
.

1 4 )式

。; ; * . , ; . 、 ‘ , .
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3
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;瓷讨
,
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汽 L凸己畜了尹=
一

万灿
r ‘

一凸 ￡了J凸 ￡古考

乙
(3

,

5 )

为应变能增量密度
,

它与余应变能增量密度 B (△S lj) 的关系为

A (△。‘, )一 △S ; , 么: ‘, 一B (A S ;J )

将 (3
.

6 )和 (2
.

3 )式代入 (3
.

4 )式
,

并和 (3
.

2 ) 式一起代入 (3
.

1 )式
.

子以放松由偏 K ir ch h o ff应力增量表示的下列变形协调条件

乙功
‘, 。‘A S 空

‘= 。‘,

且p

乙 c
一 ’as

,
= 。

经运算
,

并忽略高阶小量
,

得到 R e is s n e r
变分原理的泛函为

(3
.

6 )

再引入 L a g r a n g e
乘

(3
.

7 )

(3
.

8 )

11 · (△一 “S ; , ,

△“) 一

丁
。〔一B (△S : ‘) + A‘、‘△“‘,

+ S
‘了△君

‘, + S ‘jA灯‘, + (I
。
一 1 )△h + Q ‘jA君‘, △h〕d厂

一

l
: 。

(, ‘+ 么,
‘)△一ds

+

{
; (△S ; , + Q ‘, △”, (一, 一万 “

J。:△S ,
‘, d厂 + “

。

式中刀
。

是与 △u ‘,
八S IJ 和 八人无关的量

.

将上 式表示成矩阵形式为

H ·(‘。
,
八‘1

,
△”)一

{
;

{
一

雪
‘, fc

一

“ , 1

+ 八互
T AS : + 五七

T S + 几n r s+ (I
。
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]
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{
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}
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一
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。

增量 R e issne
r 变分原理为满足位移边界条件的上述泛函取驻值

,

即

占刀 B = 0

(3
.

9 )

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1)

四
、

有 限 元 计 算 列 式

将研究的弹性体划分成
n 几浦习羊元

,

则弹性体的泛函为单元泛函之和
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刀 : = 兄刀贾 (4
.

1 )

在杂交应力元中
,

单元内的位移增 鼠矢 鼠八。 和偏应力增 量矢量 五S
,

是 独立假定的
,

一

般表示为

八u 二 N八q (4
.

2 )

么S, 二 P八日 (4
.

3 )

上两 式中
,

N 为形函数矩阵 ; A q 为单元结点位移增 量矢 量 , p 为应力函数矩阵 , 人日为 应力

参数增 量矢量
.

由(2
.

6 )式

么甲“G 几q (4
.

4 )

式中

N

、.les,..es.J
口/ 口

r
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“
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r

0
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.

5 )

由 (2
.

4 ) 式

五云二 BG 五q (4
.

6 )

由(2
.

5 )和 (2
.

8 )式
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51 05100厂!!l
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设单元内的水静压力增 量 △h 为常量
,

并将(4
.

2 )
、

(4
.

3 )
、

(4
.

6) 和(4
.

7) 式代入(3
.

1 0)

中得式式

。
,

二
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。

二
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,
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直
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)
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。

(4
.

9 )

式中

H一

{
;

.

p ·c 一p d犷
(4

.

1 0 )

D一

{
,

,

p ·B。‘。

K, 一

{
, .

G ·,
。
G d 犷

(4
.

1 1 )

(4
.

1 2 )
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M一
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丁
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, d厂

F 一

{
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{
。.

“
3
一 ‘, d犷

(4
.

13 )

(4
.

1 4 )

(4
.

1 5 )

(4
.

1 6 )

(4
.

1 7 )

(4
.

1 8 )

(4
.

19 )

令

(4
.

2 0 )一一几一邺口
-口

得

几日= H
一 ‘

(D 八q + E )

将 (4
.

2 1 )式代入 (4
.

9 )式得

(4
.

2 1 )

“·
“ ,

,

△”, 一
弓(孟

‘, , K‘, + ‘q’“ + ‘q , L△”

+ X △乡一‘q
’R 一‘q·‘R + ‘, r z + F A ”

)
+ H 。

(4
,

2 2 )

式中

K= D
,
H
一 ID + K S

Z = O , H
一 IE

(4
.

2 3 )

(4
.

2 4 )

对泛函取驻值

dH 月二 0

台H 月

(4
.

2 5 )

口几q

由上 式可得单元基本方程为

口刀 a

口△h
, (4

.

2 6 )

「:
,

:嘿
。

}
一
{
五R + R 一 M一 Z

(4
.

2 7 )
一 X 一F

}
有了单元基本方程

,

就可以利用通常的有限元方法
,

对每一载荷增量步求得 aq 和 △h,

利用 (4
.

2 )和(4
.

3) 式求得单元位移增量矢量 如 和偏应力增量矢量 岭
: ,

再利用 (2
.

2 2) 式求

得应力增量矢量 此
。

从上述分析可知
,

K 阵中与一般非线性问题一样
,

包括线性刚度矩阵
,

大位移矩阵和初

应力矩阵
,

K 中除了与材料常数有关外
,

还与水静压力有关
.

(4
.

2 7) 式中的矢量 R 一M一Z

为不平衡力的修正项
,

而一 X 一 F 为不可压缩性偏差的修正项
。

由于引入了这些修正项
,

在

实际计算时
,

可采用简单的增量解法
,

而不需要进行迭代
.

这样
,

在相同的精度条件下
,

提

高了计算速度
,

节省了机时
.
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五
、

算 例

用四边形等参数单元计算受均匀内压的无 限长厚壁圆筒
.

四结点四边形等参数元的形函

数矩阵 N 采用有限元位移法相 同的形式
.

而选择应力函数矩阵 P 时
,

由于基本 方 程 (4
.

27 )

式中已引入修正项
,

所以
,

使其满足线性平衡方程和协调条件
,

并考虑到坐标不 变 性 的 要

求
,
我们采用下列 7刀的 P 阵

‘“,

自
i..raeses理.es..esesJ�U�111之r-少曰nU

Zr
曰.工r

r之

0 一 3 r _ 2

r

( 5
.

1 )

0 0 0

z‘100
户

!

⋯
�

一一
P

厚壁圆筒的几何尺寸
、

受载和单元划分示 于图 1 ( a )上
,

圆筒内半径 R
,
二7( i n)

,

外半径

凡“ 1 5
.

6 2 5 ( i n )
,

[kJ 压 夕= 1 2 5
.

2 ( p s 全)
,

材料常数
e ,
二 5 0 ( p s i )

, e Z = 2 0 ( p s i )
.

用 简 单增 量

法求解
,

其载荷增量段 N 分别为 10
, 1 5 和 20

·

六六乒
午

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一
,,, , , ~ ~ 目山 ‘刁刁二

.

‘‘

瓦一么么
一 ,,二~ ~ ~ ~ ~ ~魂魂〕 口- ~

,

- 闷闷

卜卜
口卜, ~

一
. 门门

声到到}}}}}}}}}}} - - - 闷闷闷闷闷闷 }}}

»»»»» ÀÀÀ ¹¹¹¹   

rrr 14
丫 Y 整整 节 亨 丫 节 丫 ”飞飞

冷冷丫盯长长长⋯飞户洲丈女长考考::: 岁 \\\ \\\片 \\\ 丫
乡

入 \杏
, \ \ \严严

径向位移
。 ,

径向应力 a ,

和环向应力 a 。随半径
r
变化的误差

于图 2一4上
.

图上 的应力已转换为变形状态的实际应力
.

为了分析单元歪斜的影响
,

对于上述算例我们还采用图 1( b)

( 与精确解相比 ) 分别示

的单元划分进行了 计 算
。
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E( % ) “的误差

N 二 lq
.

一

N = 15

N 二 2 0

—
一

一
- - -

二
r( 孤)

12
.

8 12 5 18
.

6 25

图 2

图 3

刃(

戊 的误义 “的误差

4人\刃 == l。

}E ( 。么)

4 卜

⋯愁共
铲

N = 10

N 三 、5

N = 2 0

O 2
()

.

3�

l
|卜
.

L()

图 4 圈 5

圈 6 圈 了

其内壁的径向位移
。,

第 5

情况分别示于图 5 ~ 7 上飞

从上述曲线可以看出

( 1 ) 对于矩形单元
,

个单元形心处的径向应力 。 ,

和环向应力 a ,
随b( 图1 ( b ) ) 的变化

u , a ,

和 a , 与精确解相比
,

其百分误差都不大
,

并随着 载荷 步

数的增加
,

其误差都进一步降低
, 呈收敛伏态

.

在 N 二 1 5 时
, 。 的误差< 2

.

8呱
, a ,

_

的绝对
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误 差< 1肠
, a , 的误差< 4

.

2 肠
.

这些误差在工程上是可以被允许的
.

( 2 ) 对于非矩形四边形单元
,

在 b《 0
.

3 (即 0 > 5 9
‘

) 的情况下
, u , J ,

和 a 。的 百分

误差仍然是不大的
。

所以
,

只要单元不过分的歪斜
,

单元的精度仍是有保证的
。
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