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摘 要

本文证明了在拟周期临界点条件下环面T 从
~ T 示十 ,

退化分叉过程的存在性
.

一
、

引 言

H o p f和 L a n d a u 曾经猜测湍流的发生是一系列拟周期分叉的结果
.

系统的运动因不断

的分叉而不断产生新的基频
。

但是由于拟周期运动是结构不稳 定 的
,

因 此 被 称 为 H oP f
-

La nd
a 。
道路的通向浑沌的道路被人们认为在物理上是不可能发 生 的

,

取愉 代 之的是所谓

R此lle
一
T a
ke ns 道路

〔”
.

实际
一

上
,

由于H oP f
一
L a

nd
a “是在四十年前提出此种假设的

,

他们必

然要受到当时数学所达到的水平的限制
.

如果把拟周期分叉修改成为不变环面向更高维数的

分叉
,

情况就不一样了
.

因为拟周期运动仅是一类环面上的运动
.

本文所指的H oP f
一
L an da

u

分叉就是指这种环面分叉
。

在 se n 的工作之前
,

高维环面分叉的数学背景是不清楚的
.

se ll 第一个研究 了 高维环

面的分叉问题
〔“’, 〔摇’,

但是他要求的条件太严 了
,

换句话说
, ’

在已给出标准型以后 他 解决了

非退化问题
.

本文中
,

狗了J在比较一般的条件下解决了退化分叉问题
.

根据文献〔2 」不难看

出
,

根据本文结果
,
T 价

一

上的怪引子可以分叉成为T ”
‘

上的怪吸子
.

一 、

·

二
、

关于拟周期微分方程的一些引理

引理 2
.

1 设拟周期函数f( 。(川 t) 二f(叫 具有所需要的任意高可微次数
,

口伽)二 (。 0(川
,

。(川 )满足无理性不等式
:

艺 k ,。了(o ) + 寿
。0 。

(o )
》“

。 ,
(鑫

‘“
,

, + ,“
。

,)
一 ‘’“

、

V k〔Z “ (2
.

1 )

其中 。伽 ) , (“
:
(户)

,

。 : (拼)
,

⋯
,

。 , (产))
,
人== (无

J ,

k
Z ,

“ (。 (拼)t
,

拼)
, 『(“(拼)才

, 拼)充分可微
,

是如下方程的解
,

毖+ ik o。。(拼)劣= f(。(群)t
,

“) + 召
, r (o7 (拼)t

,

拼)

舌动
,

气为任一 翌数
.

那么存在

(2
.

么)

.

朱照宜推荐
.
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, 是任意指定的正数
.

如果f的平均值为零
,

则取k0 为零
。

证明 取 11k 11
。
二 m a x (Ik

;

1
,

1k
Z

I
,

⋯
,

Ik
二
})

,

Ijk l}
;
= 乙 t存

,
I

了一 1

显然
、

一

皿杆
。

( }}奸
1
《南防l

。

将 f( 时
,

川展成 F o ur ier 级数
:

(2
.

3 )

f(甲
,

拼)= 乙
a 。(拼)e x p i(左

·

甲)

展Z
,

(k
·

叻二兄句物

M (右
,
移)” lll a X

0毛 h‘占
,

I, ((一占
.

占)
.

0‘ j〔。

a lh J + ,
f (切

,

召)
。
袱石砍

2 ,

二
*知

一

即
‘

我们可得如下不等式
:

!
a
护

, (“) !( M (s
, 。) !!k 11言

’

(j ,

2
,

⋯
,
”) (2

‘

4 )

S ;一{
“〔Z 。

鑫
,“

,
,‘,。 :‘“) !+ “

1

) ,尸}、 ;
‘(。 )(},“.}

1
+ }“

。
! )

一}

“; 一{
ko z ·

乙 1秃, !(l。 {(o ) 1+ d
:

) I群}( ;
‘(。 )(。k !}

王+ .“
。
. )

一 ‘
二

‘,

}

(2
.

5 )

d
:

是一个适当的正数
.

根据 (2
.

1 )
,
S 么已U 补

对于充分小的 }川
,

如下关系成立
:

.(、
.

。 (。))十、
。。。

(。) .》 . (
‘

、
.

。(。)、+ 。
。。。

(。) }一全!。, l(一。 : ! + b
: )。

》
喜
‘(。 )(}}”.}

! + .“
。

. )
一 ‘。一 , V k“S

对固定的 k〔Z ‘ ,

记满足下式的拼为风

乙 IA, ! (l。 {
二

。 、 . ,

1 舒
, 、 , : , .

⋯
, . 、

_ , ~ 二 : 、

, 十 0 1 少l拜 , = 石 几 气。少气林 月1 十 】R OI 夕
一 、 ”

’ 一 了

O
(2

.

6 )

取此 = 2“孟
。

我们再定义非平凡光滑子

口
: , , : ; (拼)=

f声

J
一 , a 【” e ’气不) a ‘

r + (》3

{ a 〔, , , x (欢)d t

其中
0

了 1
e 二p 气一而二不)硬两哥下

其它

) r< 水
‘

r...2、l.Les?

一一
、.产

拼
Jr、

抽1合,a

韶(“(o )矛
,
0)‘ 习

城2
.

a . (0 )e x p (i(k
·

。(0)t))
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劣(。(产)t
,

拼)= 云
展S

a , (拼)e x p 〔‘(舟
·

。(拜)t) ]

‘(k
·

。(拼) + k
。。。(拼) )

+ 乙
少k〔S卜 S 么

(l一刀[ ; 鑫
,

。盔1 (拼))
a * (拼)e x p [i(

一一一一双肠斌沁耘
。

诚(沟)

拼, r (“(拼)t
, 拼)二一 云 刀[ ; 孟

,

; 孟] (拼)
a * (召)e x p〔i(k

·

。 (户)t)」

现在验证 , (。(拼)t
,

拼)
, r (。(“)t

, 拌)具有足够高的可微次数
.

如果拼= 0
,

根据 (2 : )
、

(;
.

4 )
,

D备
,

: 是绝对收敛的
,

只要f具有足够高的可微次数(
二
为正整数)

.

如果。, 。
,

根据 (2
.

3 )和(2
.

4 )

l
刀石

, 二(, ,

; ,

}《 乙
k(占

一一呵少线
址

一

二一 ; 一

月‘竺少月盆(吸斤
.

曰吸拜) ) 十召。
·

Q) o (拼) ) 1
一

3几 (口 )
习 }}秃}I

一 ; + “, + ‘

只要 雪充分大
,

r (甲
, 拼)

.

上 式就绝对收敛
.

这意味着双外川关于 尹有充分大的可微 次 数
,

同样可论

不难证明光滑子刀
: , , 。 : (拼)有如下性质

‘“’

‘刀百“式
」‘。)}{

因此
,

如果召〔〔拼志
, 户孟〕

,

壳〔S 二
,

军}(
”〔; 、

,

; :」(“ ) *((*
.

《D (n )(s一 r )
” (3 “ + 石) r < 拼< ‘

其它
(2

.

7 )

根据 (2
.

4 )
,

(2
.

5 )
,

(2
.

7 )

a * (拼)
面(拼乃

一

干庵砰。
。(户)

一

)

‘“’

}
、C (一‘,

弓
,,““

一 ‘“ ‘” ‘3” ‘“’一 ‘

C (。
,

豹是依赖于
。 和 占的常数

, 上 式保证了 D 二
”’
以沪

,

川绝对收敛性
,

只要君充分大
.

这说明

以甲
,

川关于拜有足够高的可微次数
.

至于
r (中

,

刃
,

证明类似
.

容易验证以。伽)了
,

川
,

r( 以川 t
,

川

满是方程 (2
.

2)
.

_

引理 2
.

2 设线性微分方程

充= A (州川 t
,

川 X X 〔R “ (2
.

8)

的系数有足够高的可微次数
,

拟周期 ; A为 (n x n) 方阵
.

如果 (2一8) 的 Li aP un oy 特征指数

八(川 (l = f
,

2 , : “
,

n) 与。 (拼)满足无理性不等式
:

‘ .

l‘(k
·

。(o )) + (寿许
·

刀(o川 > 叉吃。) }}k 11
一

“
今‘, v k长〔z

,
_

(2
.

9 )

那么
,

存在拟周期线性变换
,

将(2
.

8) 变换成为下列方程
:

r 二 (B (拼) + 拼, 姓: (万(“)t
,

“))Y
‘

(2
.

1 0 )

B (拌)的特征值是汤 (l= 1
,

2
,

二
,

幻
一

证明 如果。(刃是关于整数线性独立的
,

根据K rO 。
。k e r定理

,

对任 意甲 ,

仇( R
今 以及

e> O
,

总存在充分大的 t ,

使得

}。(拼)t十甲
。

一叫!<
e

‘

二
.

如果“(川线性相关 ; 则可 以缩并其基本频率
,

因此根据阳儿
一

存在拟周期矩阵Q(t
,

川

Z = Q
一 ,

(。 (拜)t
, 拼)X (2

.

1 1)

(2
.

8 )式等价于下列方程
:
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,

崇
‘

庆
-

方, = c , ,

(。(拼)t
,

拼)“
;
+ e 1 2 (。 (拼)t

,

拌)之 : + 一 + c ; 。(。(拌)t
,

尽) z
。

方: =
:

c : : (。(户)r
, 拼):

2
+ ⋯ + c : 。

(。(拜)jt
,

拼)二
,

(2
.

1 2 )

c 。 ,

(。(拼)t
,

拼)之
。

口
了(。)一 (2 / )一

J:
“
⋯

厂
一 , (,

,

。)、
l
d , 2 ⋯ d , ·

引入拟周期变换
:

’ 右

于是

C , , (。(拼)t
,

拼) = 刀
J(拼) + f, (。(召)t

,

召)

。, (。 (。,‘
,

。

卜丁;
,

, (。 (# ) ,
,

,‘,“,
’

一

气

、 1

编一之·

cx P( 二* (。(心帅之)
·

夕
。
~ 刀

, (对)y
。

宕
, 一 , 钾‘, 一 , ,二 一 , 省, 一J + ‘

一 J, 。e 工p (g
”

)y
。

夕。 一 ,
” 2 ” 一 , e x p (一 g 。 一 1 ) + h

o y 。

沙
, 一犷却

。 一 :v 。一 , 十
、

(人
,
+ 刀

。
。
。
+ e : p (“夕

。 一 : ‘夕。

)。
。

了
: ,

‘

”

)。
,

取有

根据引理2
.

1 ,

存在拟周期函数h(。 (“)t
, 拼)

, r (。(拼)t
, 拌)满足下列方程

:

森
。
+ 刀

二
人, = 一 e x p (一夕卜 :

·

夕。 ) c卜
: , 。

+ 拼
y r

采用与〔6」中相似的变换
,

一

由引理 2
.

1 : 我们可得方程 (2
.

1 0 )
。 _

采用非奇异的常数变换
,

我们可假设

B (拼)= d ia g (B ; (拼)
,

B : (拼)
,

B : (祥) )

B : (川的特征值具有正实部
,
B

3

(川 的特征值具有负实部
,
B : (o )的特征值的实部为零

. ‘

三
、 、

孩周期临界点的T
。、T 。 + ‘

退化分叉

{ 之
-

对于一解析系统
:

‘川 ,

毖= F (%
,

甲
,

沁 x 〔R
“ , 甲〔T “

(3
.

1 )

对于“〔(一 d
,

句
,

设 (3
.

1) 有一个m 维不变环面
,

即 (3
.

1) 有如下形式的解
:

劣 ~ f( 甲 ,

川
,

价= 必(甲
,

川
.

考虑(3
,

户的解在(尽
.

2) 附近的摄动
:

(3
.

2 )

x = f (甲
,

“) + d%

叙适合如下关系式
:

·

aF
, , 、 、

.

,
.

二
‘

劣 =
一

。 石 吸八切
,

户)
,

卯声 )
’

十 奸(切
.
% ,

产)
,
p = 毋又甲

,

拌)
, J 目知

其中G (甲
,
二

,

川 = O (}l刘
“

)
.

本文假设少(甲
,

川满足拟周期临界点条件
:

‘

,
、 一 ’

少(中
, 拼)二毋十拼少代甲

, 拼)
_

。( R ,

根据〔6〕
,

几乎所有的R ‘中的点都满足无理性条件
。

引理3
.

1 存在T , 一, T “的微分同胚
,

则方程 (3
.

4) 等价于下列方程
:

、

;
‘

价~ 。(川 + 丫喇叭川
·

护是一事先任给的正整数
。

证明 取变换 功= 华十笋(弘川

(3
.

4 )
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一
La n da 。分叉

那么
‘一知(

一

器
。+ ,

1

)
+ 护
器

,
1

M
,
〔。

; (,
,

; )卜 (2·》厂
有:

‘

⋯

只
‘

。 , (, , ; )d , : d。⋯ d , .

程方要

只记

a甲

一。(川十少
, 二M

,
厂中

,

〕
a岁

之3
.

5 )

有拟周期解
,

(3
.

4) 就可以变换成

劝二。(“) + 拼M
, 〔少

1

〕+ 声‘
2
中2 (甲

, 拼)

上述过程可 以反复进行
,

直至 , 阶
.

如果取 梦 (t )二岁 (甲 + 。t)

_
_ 、

a梦
_

,
. ‘ . , , _ ~

、

,

则
一

认
一 + 中 , (甲十。(拼)t

,

川一M贰少
; 」

乃
幼

a t
’ 一 J 、

丫
‘

一
、
尸

,

”尸
产

一
, ‘ 一 且 “

根据引理2
.

1 ,

(3
.

6) 具有精确到矿阶的拟周期解
。

引理 3
.

2 存在非奇异
,

一

拟周期 (周期为2的变换
·

。= T (沪
·

拜)二

使得方程 (3
.

3) 等价于如下方程
:

夕= Y (甲
, 拼)g + G (甲

, 夕
,

拜)
,

劝= 。 (拌) + 拼, 巾(甲
,

拼)

其中
.

Y(甲‘拌)”山a g (y : (户)
,

Y
:

(拼)
.

y 3 (“)) + 拼
,

乙 (中
, 拼)

根据引理2
.

1 , 2
.

2
,
3

.

1
,

这是显然的
。

既然我们研究的是解析系统
,

对任意指定的正数雪
,

总存在一个小 局部中心流形

M
。
二 {(夕

; ,

珑
,

夕:

) 1(y
; , 夕: ) = H (切

,

珑
, 拼)}

-

因此
,

我们可以研究在中心流形上的分叉问题
.

因而假设分叉方程为
方= 玄(甲

,

川
二 + G (中

, 二 ,

川
,

币= 。(川 + 矿必 (甲
,

川

其中
z 二 (二 : , 之: 掩R

Z , 。(拼)( R , ,

G 〔C雪(T , x R
名 x R

,

R
么

)
,
G (

·
, 二 , ·

)二 O (
.

】j
二 }}

“

)

(3
.

6 )

M
c

(3
.

7 )

Z ‘少
,

“, 一

[
a 。(料)

。。

(拜)

一 。
。

(拼)

a 。

(川
」
+ ; ’z ·‘甲

, “’

1。(o )
·

庵+ k
。。。

(o ) l》叉(。)(邢寿r*
: + rk

。

!)
一 ‘
一

‘, v 寿( z ·

a 。(0 )= o
,

z
,
‘是甲的2二周期函数

.

现在粼1来导出(3
.

7 )的标准型
.

引理 3
.

3 运用一个适当的关于 甲的 2二 周期的变换
,

(3
.

3) 式可以变换成为下 式
:

= 匕
a , (拼)r

Zj + ’
+ R (甲

,

夕
,

「

r
一 ,

孙) + 拼, R
。

(中
,

夕
, r ,

拌)

。。

(拼) + 匕刀
, (拼) r

z 了+ 。 (甲
,

0
, r .

拼) + “
,
。

。

(卯
,

0
, r , 科) (3

.

8 )

户
.

OU皿

了

!!、
口....、

巾二 。(料) + 拼
,
巾(中

,

拼)

其中 R (
· , · ,

r
, ·

)= O (r 忍万
+ 3

)

e (
· , ·

, r , ·

)甲 O (r
“N + “

)
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选取复函数
。= : ; + iz : ,

(3
.

7) 式就是一个复平面上的方程

‘= 几(拼)u + U
.

(中
, u ,

云
,

拼) + 拼, U 。(中
, “ ,

忍 , 拼)

几(拼)= a 。

(拼) + i。
。

(产)
,

U (中
, u , . , 拼)二 O (卜曲

“)

“二功 + 乙 。
。

(甲
,

召)砂 , ”
= 。 + A (叭功

,

。
,

川

(3
.

9 )

其中

取变换

a :。
待定

,

(3
.

1 0 )
王+ 月讲 2

关于切的 2二周期
.

设 (3
.

7) 的第一式经变换(3
.

10 )变换成为

功 ~ 从拼)叨 + w 尸(田叨
,

拼) + 砰 (甲
,

w , 功
,

拼) + 拼
y

牙
; (甲

, w , 勿
,

拼)

其中 p (w 匆
,

拼)= 万夕, (拌)(。叨 ) ,

对(3
.

1 0 )求导
,

虑虑到(3
.

7 )
,

(3
.

9 )
,

我们得到
:

乙
aa : 。

a甲
。(拼)二‘。

,

+ E (l凡+ n
无一凡)

a : 。切‘。 ”

一 二切P( 啊
,

川 + u( 外 田 + A
, 叨 + 又

,

川 一砂心一砂路
-

一班A石一评 A会+ 川(砰
, 千那

,
A 二十 评

,通磊, U 。)

注意到线性项的系数中与甲有关的系数只是矿量级
,

可以通过选取适当的 川 量级的系数使其

两端相等
.

比较证劝”

(2 ( l+ n
《 ZN + 2) 的系数
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