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,
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抗扭刚度及边界上的切应力
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复 扭 曲 函 数

含内孔的圆柱体的扭转的研究有重要的意义
。
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(
二一二, 。

)
,

一
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)

·
+
二

}

大家知道
,

最大的切应力是在圆柱体的边界L
,

(P
~ O

,
1

,

…
,

n) 中之一上
。

在 (1
.
6)

中变换坐标二 , 夕为极坐标p
,

0

,

把(1
.
2于)的导数和

:二 Ro ex P[ ‘盯代入
,

我们看到
,

所有的

实部变为零
,

而由虚部得到切应力
T。在L

。

上的表达式

五了R
r。

=
D0

、与
,

{

1 +

鑫鑫哥
〔·‘
J
一‘“一“, S‘·‘“〕

}

,

在L
。
一

上
(2
.
6 )

其中M R
。

烟
。

是有同一半径R
。

的圆柱体在同一力矩M 作用下的最大切应力
.

同样由(1
.
6)

、

( 2

.

2 5 ) 和二一子, 。
~ R

, e x p 〔‘8〕
,

可从虚部得到切应力、在 L
,

( P = 1
,

2
,

D

。
1 一 D

‘ 在L , 上(P = 1
,

2

,

…
,

n) (
2

.

7)

、.、且,

月
甘

;
咨

ne

一
口以

;
口

Os

C

II州e

·

] MW

Z,
2� R

.

乙,-l+
了
l‘L

n
) 上的表达式

_ M R
。

刀
,

于是由 (2
.
6) 和 (2

.
7) 可求得圆柱体的最大切应力的近似值二

不难证明
, _

L 面所求得的解答满足全部边界条件和位移的单值性
.

三
、

算 例

例 1 考虑含一个圆柱形孔的圆柱体的扭转情形
,

孔的坐标和半径 是 毛
。
=
二 , 。

=
R0 / 2,

y ;。
= 0

,
R

,
二R

。

/
4

。

对此情形
n= l ,

a
:

=
厅工

= 1
/
2

,

刀
,

= B
l

= 1
/

4
,

A
;

= 4
/

3 (
a

)

作为近似
,

在 (1
.
3 0 )

、

(
1

.

2 0
) 和 (1

.
24 )中取。= 5

,

并由此求得
‘ 工,

= 2

.

2 5 1 8 5 1 i R I

, e , :
= 0

.

0 4 2 5 4 7 f R f
, e t 3

二 0
.
007 198 iR f

e ,‘
= o

·

o o
1

2
1

9
i
R 矛

, e , 。
产 0

·

o o
o Z o 7

f R 了

c、,
= 0

.

5 6 2 9 6 3 i R ;
, c : :

= 0

.

2 8 4 正41fR 孟
, c 、:

= 0

.
1 4 3 5 1 2 i R 扩

c , 4
= 0

.

0 7
2 5 3 8 f R :

, c ; 。
二0

.
03 6693‘尸雯

d::= 0
.
25 185 11尸:

,
d

: ,
=

e , ,
( j = 2

,
3

,

… )

}
( b )

}
( e )

( d )

把这些结果代入 (2
.
3) 和 (2

.
5) 就得到对于这种情形的位移分量和切应力分量的近似

式
。

把(b)和 (d) 代入 (2
.
1) 相(2

.
2) 可求得D = 。

.
9 2 5 7 2 3拜D

。.

由于内孔的出现抗扭刚度的减

少D
‘二D

;
二 0

.
07 4277

.

把这一情形的数据和拼
:
= o代入 [5 〕中 芍14oa 的公式 (24 )

,

得到 D = 0
.
92 56 64拼D 。,

而

D
,

= D
l二 0

.
0748 3 6

。

把前者与后者比较
,

我们看到相差甚微
·

抗扭刚度的相对误差为一0
.
。心86 肠

_· ;

显然
,

在 (2
.
6) 中令O二O

,

并把(b)
、

(c ) 和 (d )代入
,

可求得在 L
。
上的最大切应力的
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近似值
了。。 。二

= 1

.

2 5 4 4 2 6
M

R
。

/ D

。.

在 (2
.
7) 中令 0二 O

,

并把 (b)
、

(d ) 代入
,

可求得在 L
l
上的最大切应力的近似值

::m。

= 1
.
325 8 46 M R

。

/ D
。.

因此圆柱体的最大切应力是在内边界L
L
上

,

其值约等于具有同一R
。和对的实心圆柱体的

最大切应力的1
、

3 2 5 8 4 6 倍
,

若内孔中心与圆柱体中心 重 合
,

我 们 将 求 得 自 ,
= cl ,

= 叭
, 二 o (;’二 1

,
2

,

…
, 脚 ) 和

F (“ ) ~ 甲= 功二0, 从而就得到此空心圆柱体的位移分量
、

切应力分量和抗扭刚度 的 熟 知 公

式
。

例 2 考虑含两个圆柱形孔的圆柱体 的扭转情形
,
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= R
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/
2

,
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= 夕:。二 o
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:
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O
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( e )
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把这些结果代入 (2
.
3) 和 (2

.
5) 就得到对于这种情形的位移分量和切应力分量的近似

式
。

把(f) 和(h) 代入 (2
.
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、

(
2

.

2) 可求得D 二 0
.
85 144 7拼D
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由于每个内孔的出现抗扭刚度

的减少为D
,
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因此圆柱体最大切应力是在内边界L
,和几上

,

坐标为p = 3R
。

/
4

,

0 = o 和 p , 一3R 。
/ 4

,

口, 二的点处
,

其值约等于1
.
68 2M R
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。.

参 考 文 献

M aeD onald
,

H

.

M

. ,

O
n t h

e t o r s
i

o 幼1 strength of a hollow shaft
,

P ro

c

.

P h ‘10 5
.
S o c

. ,

8
(

1 8 0 3

)

,
6 2 一es

.

B artels
,

R

.

C

.

F

. ,

T
o r s

i
o n o

f h

o
l l

o
w

e 了11且d e r s
,

T

, a n s a e t‘o 俘 o, 才h e

M
oth

. ,

5 万
,

2
(

1 9 4 3
)

,

互一13
.

W ein el
,

E

. ,

D
a s

T
o r s

i
o n s

p
r o

b l
e

m f 柱r d e n e x z e n t r is o h
e n

K
r e is r in g

,

A rc h 泣。
. ,

B d

.

I (
1 0 3 2

)

,

H

,

1

.

5

. ,
。7一75

.

C a川b r fd g e

才脚 eric a俘

一.J1)1,二n‘rLL
..
J

〔3 ] I ”g 口”‘e ”r



尹 昌
,

言

P y x a江a e A
.
K
.
习

H

.

H

.
B e K y a

,

3
a 及a 互a R p y 互e H 班a R p y r o ”o r o u 皿江班a 互p a

,
a

p
址班 p o

-

n a H , o r o n p o 双。 : 、 a 。二 二
p y r o : , , e : e p 二 , e , ,

万ae
.
A H C C C p ,

3
(

1 9 3 3
)

,
3 7 3 一386

.

M yexe二。。 。 , 二 ,
H

.

H

. ,

万e
, 0 0 0 刀 , 、:

咨 o
cooe, 、‘。 a a a a 、。 对ao e二 a 二 , , e c , 0 0 r e o 夕。u

y
n 刀, : o e m 。 ,

H
3 及

.
A H C C C P (

1 9 5 4
)

.

尹昌言
,

有穿透裂纹的圆柱体扭转应力及应力强度因子
,

固体力学学报
,

3

(
1 9 8 2

)

,
3

93 一405
.

八二 a a , : A
.

H

. ,

刀夕o a o 二 , , 、a 万a:。6
,

凡夕夕、e 、。 e
,

H
3 :

.

A H C C C P (
1 。。5)

.

, .曰, .�

旧454
|层U

-�.‘r.J

[
6 〕

[ 7 〕

T o rs lo n o f C irc u la r C y lin d e rs C o n ta in in g n C ire u la r H o !e s

Y in C h a ng 一 y a n

(
L
o o , a 作夕 I ”s 才‘才“te 0, T e ehoo了。卯

,

L

材。, a 。夕
)

A b s t r色e t

I n th
e p r e s e n t p a p e r b y u s in g e o m p l e x v a r ia b le m e th o d s in lin e a r e la s t ie it了 a n d

b y 垃 ea n s o f a n a ly tie eo ntin u a tio n
,

t h
e a u t h

o r o
b t a

i
n s

f
o r t h i

s p r o
b l

e
m

a

t o r s
i

o n a
l f

u n e t i
o n

r
i g i d i t y a n

d
s

h

e a r

,
s

h
e盯 stress eom pon ents ,

d i
s p l

a e e
m

e n t e o
tn P

o n e n t s
,

t 五e

eo m ple工

t o r s i o n a l

s t r e s s e s o n b o u n d a r i e s 七x P r e s s e d in te r m s o f s e r ie s


