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摘 要

本文建立了用付氏变换在三角级数求和中的新的重要定理
,

并用付氏变换的已 知 结果
,

解决

了不少困难和复杂的三角级数求和问题
.

这是三角级数求和的新方法
,

作者曾用目编著了数以万计

的三免级数之和的大表
.

许多结果都是新的
.

引 论

三角级数求和在 电路设计
、

弹性力学计算和热传导问题中都是重要的
.

虽有电子计算机

可以进行数值计算
,

除对一部份变化较为平稳 的问题确能得到比较可靠合理的结果外
,

对一

般常见的有不连续点的问题
,

如集中载荷
,

电路的启动和停闭
,

不同脉冲线路等有突变的问

题
,

都不能得到较满意的结果
。

用三角级数的有限项来近似计算三角级数之和时
,

在不连续

点上 出现所谓吉布斯 (G ib b s) 现象
仁‘’,

即有限项近似和值在不连续点附近比正确值突超范

围可达不连续跳跃值的9帕
‘

这种吉布斯现象困扰了许多人
,

即使采用了40 ~ 50 项的级数仍无

法解决这种现象
。

为了避免这种缺点
,

三角级数的综合求和仍很重要
,

特别是那些系数本身就是复杂函数

的三角级数的求和
,

经常是既重要而又困难的问题
.

为了推广这种求和的可能性
,

本文提出

了利用付氏正弦变换和余弦变换来帮助求和的方法
。

本法也可以推广到利用其它的积分变换

的求和方法
.

由于目前我们有不少公开的付氏变换表
【“’, 〔“’, 汇‘, ,

这 些表将简化有关三角级数

的求和工作
.

二
、

一些有用的三角级数

下列三角级数将在本文有用
:
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,
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.
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付氏变换有两种定义
,

一种在积分号前有系 数 (2 / 的
’‘2 ,

这在通常都认为是较合理的定

义
,

O be r
he tti ng

e r 〔3 ’和Mag hus r甚’
等人的付氏变换表上都用这种定义

.

另一种定义在积分号上

不用这个系数
,

它是E r
de ly it

s ,
表王所用的定义

,

它少一个因子 (2 /的
’‘2 ,

用起来比较方便
,

可以少写许多字
,

但对我们这个用场里
,

用不用 (2 /的 “ 2

这 个因子
,

在结果上毫无区别
,

所

以本文使用后者的定义
,

但在使用O be
rh e tt in g e : 和 M a g ns 的两种公式时

,

应该消去这个因

子 (2/ 二) “
2 .

让我们把付氏变换定义为
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付氏变换表就是列举付氏变换中g 。(y )和f( 劝 以及 g :

(y )和了(幼 的对应表格
.

三
、

一个正弦级数的定理

我们首先将证明下列定理 1 (正弦级数定理)

定理 1 设 g ,

(y) 为f( 劝 的正弦变换
,

即
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.

证明 从(3
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,

我们组成三角级数
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,

定理 1 指 出
:
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·

但是
,

在很多情形下
,

这是一个可以求和的无穷级数
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于是
,
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般函数
。
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则 (3 沼) 式右端的无穷项中有许多项恒等于零
.
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.
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,
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,
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四
、

一个余弦级数的定理

我们现在证明下列定理 2 (余弦级数定理)
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,
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(2兀n Z< a + t< 2兀(n : + 1 ) , 2兀n : < a 一 t< 2兀 (n ; + 1 ) )

在这种条件下
, n : 一 , : 二 1

.

于是上式可以化为

(4
.

2 0 )

鑫
‘。‘“·,一“‘

一合
+

习
n = 一 (

”: 一 1)

1

[
a 么一 (2 , 找一竹琴」讯

-

(2朋
: < a + t< 2厅(件: + 1 ))

五
、

几种复杂的三角级数之和

(4
。

2 1)

现在我们将通过上法求得一些复杂的三角级数之和
.

根据 E r d e ly i(么’表第 2 9页第 2 项
,

有

‘、.夕J上.勺吸了
、

、

l
!
,I
.

J
, (二) = (2二)普 二一去 (a “一扩)

一

告
e o s [ , e o s 一‘(二/ a ) ]

f (幻 = 0

(0< 劣< a )

(a < 劣< oo )

g 。

(y ) = 斌万J竺 _ 1

2 4

·。

)
J : 一1

(告
·。

)
2 4

(0< y< OO )
卜于

·
、

1上0自Z‘.、
.

求下列三角级数之和



F (t) = 习 夕。(k) eo skt=

_

_
_ _ _

色
_

_ _

鱼 兰一一
雳少拼份心决

- Z叮.、

1一‘

(5
.

2 )

根据余弦变换
,

有

F (‘卜 ‘2‘)‘
, :

{:
二 一

‘(a
Z
一二2

)一‘么e o s

t
, e o s 一 , (, /

a )〕乙
e o s吞二e o s存td 二

一

晋I:
, ‘X ,

【
‘

2·
1

‘苏甲 丁, 士 0 2 ‘凡劣 , 万, 一而}
d 二

(5
.

3 )

其中八劝见 (5
.

D 式
, 、

(5
.

3) 式可以化为

“(t) 一奋{鑫
“ (2

一
。 +

卖
关‘2

, · + 。一奋{, (, )、} (5
.

4 )

式中”: 和 n :
由下式决定

2打 ;兀< a + t< 2 (n , + 1)兀
,

2动
2< a 一 t< 2兀 (n : + 1)

(5
.

4) 式中的最后一个积分项可以简化为
、

_
~

(5
.

5)

!
f‘”“一。。

8 , :

j-:
二,

,
一

‘。 2一 , ”
一

, ·“〔“0 少’
‘““, , d “

一 (2兀)
3 , 2 。一‘

{
‘ , 2 e o s”0

巴

。

斌
eo 污口

(5
.

6)

最后
,

(5
.

4) 可以进一步简化为

艺 斌
一

百J
,

专· 且 落一鹉
砧)J

一 : 一 :

(
一

着岭吵
弓 乙 门

一 2 !那

一{鑫
(, 一

‘,
一

‘〔一“一
‘, ’“

一

‘
。。S〔

一
‘
1 (Zn 二一t)〕

+
艺(2 , 二 + , )

一

‘〔a 么一 (Zn二 + ,), 〕一‘
。0 5

「
v o o , 一‘ 1

, 。_ _ , ‘ 、

1
一

了 、‘ , . J .
甲

‘产 耳
“ J

e o sv口

斌云6亏百
d‘} (5

.

7 )
了..,�,公‘

�
a

1一
一
兀

或可进一步简化为

三斌“着
一

井
“

a)
‘-

:一那
_

咖
skt

= ‘
一

’

一
兀

一 ’ 一

飞 ‘
月 = 一 月1

( Zn 二一 t )
一

告[ a
‘一 ( Zn , 一 t ) ’〕

一

去

·

。。s

F
v e o s 一 , i

L a

\

( 2

一
, )
〕
一
宾一

‘
丁:

‘“

)

掣黑
J昨

入尹 CO S 口 夕
( 0《t簇2二) ( 5

.

8 )

nl 和棍由 (5. 5) 式决定
·

再取一例
,

根据 M a g n 二 等的表 (4) 第4 27 页最后一项
,

我们有
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‘树
;

一乡
一

‘
,

(a s in X ,

了(玲‘。
)

(0< 戈< a )

(a< , < 。) }
(5

.

9 )

有关口
.

(v)为
一 丫 飞 、

.

r . · -

‘

献卜“件, )J叮代
一

a), , 端
一

a) (5
.

1 0 )

根据 (3
.

2) 式
,

我们有

异
, , 、 . , .

答
.

1 1 八
二 ,

j l 、, 2 1 、

乙
日 g a 气R ) s l n 尺‘= 乙声 In 、云

一

兀凡
’

尹‘ 生竺, 垫气
一

石 a )J r里理次言a )
介一 1 介一 1 、 ‘ , 吕 、 ‘ 工 吕 、 ‘

月1

乙 J
,

〔
a si。(2 , 。 + 乃 1一

称 . 0

月1

乙 J
,

[ a sin (2二n + t)〕

鑫
‘, 〔一‘·‘2

一
, , }rJ干吸兀2

(5
.

1 1 )
月二二 一 月2

兀2
一一

其中

2兀n :

< a + t< 2兀(” : + 1 ) 2忿月、< a 一 t< 2兀 (”: + 1 ) (5
.

1 2)

六
、

泊桑求和式 (P o isso n S u m m a
tio

n FO n n u la )

我们可以证明有名的泊桑求和式
〔“’是定理 2 的一个特例

:

在 “
.

幻
、

中
,

置t= O
,

即得

, (二) d
丹 (6

.

1)
80六L..J1兀

乙头 (k )二产
含 . 2 2

{j
(。) + 2

鑫
“2·“, -

在 (4
.

1) 中置y = O ,

即得

gc (0) 一

户、“ (6
.

2 )

于是

;
。·

‘。) +

鑫
。·(“)一

普{,
(。) + 2

雳
“”

·,
} (6

.

3 )

(6
.

3) 就是泊桑求和 式
,

柱天线问题中求得了

In fe ed
,

S m it h 和 本文作者
‘. ’,

曾用这个公式在计算矩形波导中圆

习 (一 1) “K
。

伽‘) (6
.

4)

和

r一

之, 乙 co s( 2汕峋万
‘舒(2。动淤不西 (0 < k< l) (6

.

5 )

等级数之和
.



竹。 钱
‘

伟 长

:
_

-
, 小 ’

七
、

有关交叉三角级数的定理

定理 1 和 2 都有一个特点
,

即正弦级数是建立在正弦变 换 g ,

(y) 上的
,

而余弦级数则建

立在余弦变 换 g 。

(y) 上的
·

下面我们进一步利用 (2
.

lb) 厂在正味变换的基础上建立余弦级数

之和
,

或在余弦变换的基础上建立正弦级数
。

定理 3 设g :

(g) 为j (劝 的正弦变换

。
·

‘; )二

玉丁
, (二)S‘

、 (7
.

1)

则我们可以有以g 。

(旬为系数的余弦级数

黑
, , 、 ,

.

l fOO
, , 、

si n 劣

乙 g a ‘佗J “Qs R才一万 }
·。

J
.

‘x )毛石丽二示元灭
一

a x

今. 1
一 几 一 , .

(7
.

2 )

证明 根据 (7
.

1) ,
我们有

雳
。·(“)一“‘一

{了
‘(劝 习 si n k二e o sktd 二 (7

.

3 )

但是

黑
. , , .

1 二
, . , ,

乙
“I n R 万c o sR r= 妥

一

乙 ls l n R ‘x 十r ) 一 “I n 召气劣一丁) 少
.

,l
‘ . , 、 州

‘

. 一鱿
, 、

.

一一
,

’
,

(7
.

4 )

根据 (2
.

lb )
,

上式之和为

口毖

习
sin 掩二一“‘一

奋I
一‘合

‘· ,
‘, + 一‘

音
;

件
一t)
]

S ln X

CO S t一 CO S 劣
(7

.

5 )
1工,曰

一一

把 (7
.

5) 代入 (7
.

3)
,

即得 (7
.

2 )
t

式
,

定理 3 证毕
。

定理 4 设g 。 (g) 为f(幻的余弦变换

。·‘。, 一

!了
f‘二)一 , d二

则我们可以有以g 。

(g) 为系数的正弦级数

鑫
。。‘“,

S‘·“‘一
会丁f(二)

sin t

C O s苏一 Co st
d % (7

.

6 )

定理证明过程和定理 3 的证明相似
,

这里从略
.

八
、

有关降阶的交叉三角级数的定理

定理5和定理6既是交叉的
,

即正弦变换为系数的余弦级数
,

_

和余弦变换为系
一

数为正弦级

数
,

而且系数都增一个因子 l/ k
,

亦即降一阶
.

定理5

、

设对 (功为f (劝的正弦变换
,
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。: (。, 一

!了
, (x) , ‘n , dx (8

.

1 )

则可以有一个以k
一 ’g 誉(k) 为系数的余弦级数

鑫
。, “,
青一

“‘一看{了
‘一“‘”“·

‘我
了帕“ +

警{
忿尸 卜 , 、 r

J 气劣) a x (8
.

2)
2 , 一 t

这里必须指出g 贯(g) 的积分变换式的上限为2‘
‘

证明 从 (8
.

1) 式
,

我们有
、

E 夕誉(k) 去一
“, 一

{:
’‘(二)

雳食
sin 戈ke o s益td 戈

一

犷不
(‘

粼 [ sin k (劣 + t) + s in k (劣一t) 〕六 (8
.

3 )

根据(2
.

ld )

告
〔二一 ‘x + ”’ (0《戈《才)

; 〔
二一 (“ + t, 〕

; 〔
二一 (X 一 2兀 + ‘, 〕

(t ( x 《2厅一t)
(8

.

4 )一一
、声名奋

十X
户.、

.

倪
nS

i一点
ooE*-l

(2才一 t( x 《 2二)

鑫去
〔

S‘·““一伙, -

么
〔二一 (、 + 2“一 t , 」

0《州喊 t)

杏
〔二一 (‘一”〕

(f 《x ( 2二一O
(8

.

5 )

1
, _ , _ _

。 ,

气孟
目

L兀一 气轰一
. 少J

乙
(2兀一矛《男《 2劝

于是有
了 )

;鑫青
〔S , ·“‘· + t) + 5 , ·“‘一”’

·

孟
一

二
,

(。《“”

一

(兀一 劣) (才《劣《2兀一 t)

(2万一幻 (2才一t《劣( 2万)

(8
.

e)

一1
�

2羹一2
了..1,
、lwel人



3 8 2 钱

把 (8
.

6 ) 代入 (8
.

3)
,

整理后 即得 (8
.

2 )
,

定理 6 设岭 (g) 为f(劝在余弦变换
。: ‘。)一

)

伟 长

定理证明完了
。

油

几

f (劝 co
s

匆d ‘ (8
.

7 )

则必有一个以k
一 ‘
酷 (功为系数的正弦级数

多加k)s
‘nkt 一舌

一

恤一”加仲
二

列 f扭) d 劣

1
, , 、

f
十 石 气兀一 T , 、

乙 沙
f(劝 d 叉 (8

.

8 )

其中g 曹(y) 的积分变换式的上限为 2二
.

证明和定理 5 相似
,

这里从略
,

现在选用下例
,

设

= e x p 〔一 a 戈〕

= 0

(O《二( 2的

(加《沈< oo )

从 (8
.

1 )
,

(8
.

7)
,

g 曹(y )

} (8
.

9 )

g 誉(夕)

一了补l
, 二 p :一 2湘〕5‘

· 2汀。

一
p 〔一 2加〕一 2二。+ ·

〕

冲耗
恋

{
一。二 p卜 2 ! ·〕一 2二。

一
p
卜 2 ! ·〕S‘·2二v + 。

}

(8
.

1 0 )

(8
.

1 1 )

当y二 k时

夕曹(掩)=
Za s in h汀a

k
Z
+ a Z

ex p [ 一二a 〕 (8
.

1 2 a )

g 竺(k) ==
Zk sin h和
护 + 砂

e x p [ 一加〕 (8
.

1 2 b )

于是从(8
.

2)
,

(8
.

5 )
,

我们求得

1

k
Z
+ a Z

e o s、, = 一早
,

万1 一
二。

-

2 0 一 ‘
_

e o sh a (t一汀)
sin h a 兀 } (8

.

13 a )

万岁扁犷
s‘”“ I f 一

二二二 - 丁
~

嘴 - 气 几 -
‘ . 尸

艺口
“

L

盗
n h 。(*一二)

兀
, 一
一一二~ 、 - - 一一

-
-

S ln n a 兀 } (8
.

1 3 b )

SE润。乙州

.

1 3 b)对 t 的导数给出 (s
.

1 3 a )
.

同时 (8
.

z 3 a ) 和 (4
.

7 ) 相等同
,

(s
.

1 3 a )对 t的导数给出
.

1”式
.

这些都是相互校核的结果
.

O八ee几」
压矛.了、
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