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摘

本文研究了共振情况下非自治系统的 H o p f

相类似的结果
.

分叉问题
,

得到了和非共振情 况 卞 H o p f 分叉

(一 )

本文研究如下方程零解的分叉问题
:

恋= A (拼)% + F (t
, 劣

,

拜)
‘

(1. 1)

其中二〔R
“,

F = O (}}x]l
“
)

,

关于矛为 2二周 期
.

在研究微分方程周期解的分叉情况时
,

如果分

叉发生在二维中心流形上
,

我们便可得到上述方程
。

文献〔l 〕研究了方程 (1
‘

1) 在非共振情况下的分叉情况
,

得到了与经典 H叩 f 分叉平

行的结果
.

文献 〔3 〕则对受外加激励的 H叩 f 分叉作了研究
.

本文对方程 (1
.

1 ) 在共振情

况下的分叉问题做了研究
,

得到了比非共振情况复杂的结果
.

(二)

对方程 (1
.

1 ) 作一些假设
:

i
.

A (拼)的特征值为几伽)
,
凡(拼) ; 其中 几伽 ) = a 。

(拼) + ‘。 (拼)
, a 。

(o) = o
, 。 (o )斗 0

.

2
.

F (t
,
二

,

拼)在区域 (一 co
,

oo ) x D x (一拼
。 ,

召。)上解析
,

F (
· ,
男

, ·

)== O (卜 {{
“)

,

F (t
,

· , ·

)

= F (t + 2汀
, · , ·

)
,

D c R
Z ,

(0
,

0 )〔in tD
。

引理 1 用适当的变量代换
,

可把 方程 (1
.

1 ) 变换成为如下复平面 上的方程
:

夕= 几(“)g + 彗P (g 歹
,

几) + Q (t
,

g
,

歹
,

之) + Y (t
,

v
,

军
,

“) (2
.

1 )

其中

p (v歹
,

拼) = 兄夕: (拼) (梦夕)‘ (夕‘= a : + i刀
: )

.

朱照宣推荐
.
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夕
,

歹
,
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a * ‘e x P〔f(甲。: 一阴t)〕9 . 歹‘

吞 + 乙、 Z N + 1

(毖一忍一 1 ) 0 ‘OJ 一 价

Y (t
,

g
,

刃
, 拼) == O (l}v }}

“N 十么

)

证明 不失一般性
,

我们可以假设 (车
.

.

1 ) 式具有如下形式
:

+ f
l

(t
,
二 : ,

二2 ,

拼)

+ f
Z

(t
,
二 , ,

‘ : ,

拼)
(2

.

2 )

令
z = x ,

+ f二 2 ,

(2
.

3 )

引入 P o in e a r e

‘ 分
.

= a
。

(“) x
.

一。 (u ) x
,

‘ x Z
= 。灭拼) 劣 l 一a o 吸召) % 2

(2
.

2) 式等价于下列方程
:

之= 几(拼)之 + Z (t
, 2 ,

乏
,

拼)

变换代换
:

z = g + 云 沪* : (t
,

# )g 今刃‘= g + 中(t
,

夕
,

刃
,

拼) (2
.

4 )
台+ 忍城 ZN + 1

其中再
‘
待定

,
关于 t为2二周期

.

假设 (2
.

3) 式经变换 (2
.

4) 后成为 (2
.

1) 式
,

对 (2
.

4) 式

两端求导
,

我们可得
:

刀势
。:。,

,
‘+ 云 (k几+ lx 一几)劝

, : 。合,
‘

= 一夕乙 夕: (v歹)‘一 乙。。: e x p [i(甲* : 一m t)〕夕. 夕‘+ Z (t
,

v + 中
,

夕+ 矛)

一 (y尸 + Q )中石一 (刃P + 口)少金一 y 一 Y少石一 r中分

比较两边 g 扮夕‘(2( k + l( ZN + 1 )
,

我们可得
:

再
: + (k 几+l 兀一幻劝。= 刁。 + 条, (t ) (2

.

5)

其中

0

一P‘

一 a , : e x P [i(甲。 : 一 m t)〕

((k一l一 1 )。 (0 )今 m ,

(k = 子+ 1)

((k一 l一 1 )。 (习) == m ,

m = 0
,

士l
,

士2
,

⋯

m 今 0 )

r.‘万..t
、

一一七J

占k : (t)只依赖于Z 的相应 T a y lo r
展式的系数以及那些劝

, , : , , 口。 , ‘, e x p [ i(甲 , , ‘,

一哪
, t)〕(掩

,
+ l

‘

< k + l)和P: ,

(2 1
,

< k + l)
.

如果刀
, :
满足第一个条件

,

(2
.

5) 式是非共振的
,

因而当然有 2二周期解
.

在第二条件下
,

我们取

1 「2
, 。 , , 、 , ,

=
、

落云
~

」
。 “’“不, 。 r

既然右端是一个平均值为零的周期函数
,

当拼在 o附近时
,

(2
.

5) 也有2二周期解
.

在第三条件

下
,

如果让

1 「
2 布 ‘

仃“ e x p L’甲七‘」= 2二
一

j
。 “舌‘气‘, ”X p L’胡不J“不

这表示能够引起共振的频率分量已被去除
,

因不难证明以如上方式得 到 的 劝, ‘(t
,

川 是解析

的
.

口

在 (2
.

1) 式中
,

阶次低于ZN + 2的有关项仍然与t有关
,

这不利于分析
,

我们应该作进

一步化简
.

取

梦= 切 e X p [i。 (0 )t〕
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如果 (k一l一 1 )。 (0 ) = 济 ,

那么
e x p (一i耐)夕奋夕‘二功 . 叨‘e x p [ i。(o)t〕

根据 (2 1
.

1 ) 式
,

可得
:

白 = (兄(“)一i。 (0 ) )田 + 功P (田叨
,

拼)

+ Q (0
,

切
,

勿
,

拼) + Y (t
,

功
,

面
,

拼)

取极坐标
功” r e X P〔i甲」

, 、

歌
2

( 乙
(舌一 正一 1 )口 一 价

。 * ! c o s

(晋
, + , 一

))
r ‘

+ 乙
a ‘, , ‘十 ‘+ R (t

, r ,

切
,

料)

乙
(七一卜 1 )一饥

。* ! S ‘n

(畏
, + , 。:

))
: , 一

矛‘.吸、

么

一
|+一目N

‘
碑J

+ 。 (拌)一。 (o) + 兄刀
:r Z ‘+ 中 (t

, r ,

甲
,

拼)

一一一一
.

r
.

甲

l
、weeeeeee.we妞-J

其中
R (t

, r ,

甲
,

户) = O (r
ZN + s )

中(t
,

户
,

甲
,

拜)= O (r
Z万 + 2

) } (2
.

6 )

方便于讨论起见
,

我们将 (2
.

6) 式分为两种情况加以研究
:

第一种情况是存在
r 。> 0

,

巾(r
,

叻定正 (定负 ) (r < r 。) ; 第二种情况是劝在原点的邻域内变号
.

当然这两种情况的区分

都是当“== 0
.

本文中我们始终假设 当拼= o时原点是渐近稳定的
,

而当拼> 。时失稳
.

(三)

本节研究第一种类型的分叉问题
,

并假设刀
; (0) > 0

,

对于刀
,

(0) < o ,

研究方法类似
.

我们把 (2
.

6) 式重新写成关于 r的幂级数形式
:

2万 + 1

户== 兄 R , (甲
, 科)r夕+ r Z N 十 Z

R (t
, r ,

卯
,

拼)

了一 l

} (3
.

1 )

功二 。 (拼)一 。 (o ) + 乙 少 , (甲
,

拼)r , + r Z N 十’小 (t
, r ,

甲
,

拼)
J一 1

当然
, a 。: (0 )= 0 (k + l= 2 )

引理 2 如果。 (拼)二。 (0 )
, a * : (拼)二 0

P =

(k + l= 2)
,

存在一个解析的变量代换少
,

P (r
,

卯
,

拼)

口二 8 (甲
,

料)

f
‘. .、

P:
T

其中p ,
6关于甲均为 2二周 期

,
0(o

,

拌) = o
,

0 (2二
,

拜)= 2二
.

以及r 。> o
,

当r < r 。
时

,

(3
.

1 )式可

变换成如下形式
:

( a )
如果a 。‘拼, 斗” ‘。> 。,

, 3 · g
(架:号})

一 。
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Z N + 1

户二 乙 P , (0
, 拼)p 了+ p

ZN + “

P (t
, p ,

口
,

拼)
了一 1

2万

夕= 乙。, (0
,

召)p , + p “N + ’
。(t

,

p
,

口
,

召)

j . 2

P
l
(0

, 拼)= a 。

(拼)

P , (0
,

0 )= 0 (j《Zq )

P
Zq + 1

(0
,

0 )一可
。

(3
.

Za )

、

!
了

l

其中

。
2

‘口
,

“’一 口
!
一 2兀

/ {
d 中

。
小

2

(甲
,

拼)

( b ) 如果a 。
(拼)二 0

(3
.

Zb)

其中

ZN + 1

户= e x p Z左
3
(0

,

拼) 乙 p , (0
,

户)p , + p ZN + Z
p (t

,

p
,

0
,

娜)
了) 2户 + !

J= 乙 。, (o
,

“)p ‘+ p Z” + ‘。(t
,

p
,

口
,

召)

云 , 。
.

八 _ 1
_

f侧引 l 「。
, _ 二、 乃

_ _ _

J R
3

(少
,

川 、IJ ~

R
3

(口
,

拼) = 一言一 l 不子
二、

IR
3 (中

,

拌)一口
, a v

gl 荣
塑
丢左

,
尸久l!d 中一 ’ ” “ 一 ’

尸
,

一 月
: J。 小 2 (中) L“

刁“丫
’
尸 , 尸 ‘ 一

’

6 、中
2

(中
, 拌) l」‘ 丫

P : 一+ : (夕
,

拼) = 言一(井) (左一(o)二 o)

0
2

(0
,

拼)二 召
: e x p 〔2介

3
(0

,

拼)〕

其余各项的意义和 (3
.

Za) 中一样
.

( e ) 如果a 。(拼)尧 0 伽今 0 )
, a v g(坡默冲

、 。

”
一

。)。 + ”
!。)二 g

(爵撅公)
二p Z‘

3

(”
·

; )。
3

Z N + 1

+ E p , (e
,

拼)p , + p , N 干 Z
P (t

,

p
,

o
,

;‘)
了补 4

(3
.

Ze )

夕= 口
,

(拼)e x p Z左
。

(口
,

拼) p Z
+ 艺 。, (0

,

拼)p , + p , “ 十 ‘。 (t
,

p
,

0
,

拌)

了) 3

证明 引进如下变量代换T , ,

T
a ,

T , (j > 4)
,

T ,

r : 二二 r

。一 ,
, (。)

{:端
一

; )
f
才.

1
、

口T

显然T , 定义了一个函数关系 夕== 口(叻
,

e(0) = o
,
夕(2 劝 = 2 ,

,

d即d甲> 0
.

因而具有反函数
.

T
3

{
p = r e x p (一左

3 (0
, 拼))

口== e
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可 分叉 4 3 1

P =
(i + 乡

, (e
,

拼) r卜 3 ) 刁
一

(j> 4)

e二口

f
才

、ee

.

JT

其中

笋
, ‘”

,

“, 一 ‘, 一 3 ,

{:(
一

*
, P , (0

,

拼) 「 P , (0
,

拼)
, 一 、 _

一二人汽
, /.

、

一 a V g 1
.

厉
一

)了又
-

一 一丁孟 汽 ) 万
、

气升) e X P乙吓 3 气o
,

拼少 L p 二气拼) e X P乙几 习气口
,
拼) 〕)

d “

T , 的形式和T ,
一样

.

对于情况 (c )
,

取T
,
二T

3 o

T , ; 对于情况 (b)
,

取 T
,
二T Zq 十 1 。

⋯
。

T
3 o

T 。

(q > 1) , 对于情况 (a)
,

取T
,
= T

Z。+ , 。⋯
。

T ,
。

T
3 o

T , (q > 1)
。

既然T
,

是有限个T , 与T , ,

T , 的

复合
,

所以总可以找到
; 。> o ,

当 r < : 。,

T
, ‘

满足我们的要求
.

T
,

的解析性是容易验证的
.

口

根据本文对原点的稳定性假设
,

总存在 q ) 1
,

使得 a 。(0) < 0
.

一
-

二
, _ 。

, 。 、 、
_ 1

‘

/
,

1 、

正埋 ‘ 义f, 米 。气V ) 布 U
,

百气m
o a 3 )

d 。 (0 )

d 拼

一 。
,

‘ : 一

聋
> ”,

“; > ”充分小昧

(3
.

1) 式从原点分叉出一个渐近稳定的
,

关于其2二周期 Poi nc
a re 映射的不变圈

.

证明

( a )

根据

山一
, 八 、 、 ,

1 1
,

1 \

出丁 . LU ) 布 U
, 。 吸m o u o l

,
口“毕 ) 二 U 又门十 ‘= 艺)

。

Q 、 0 1
分如下三部分证明

:

P“ 0 ,

(3
.

Za )

g > 1

式容易验证存在一个正数M
,

在 圆

l 左
,

甸 诚
, J . : , 、

伙
P二《一三二笋〔】

一

( 1 + M拼动
一

) (d = q 一P)
\ 厅。 (拼) I

上
,

户是定负的
,

而在圆

。一

(
- 乡奥丫认

1一M、朽
G 叮 、拼) /

上
,

户是定正的
。

根据 Ben di xs on 定理
,

方程 (3
.

2) 的 自治近似方程

户一
’

剪一
’

}
‘一

鼠
一 (口

,

·冲
,

)
(3

.

3 )

具有一个渐近稳定的极 限环 p = p 。

(0
,

川
1

p 。

(。
,

。) = (
一冬

,

华{丫
‘ ( 1 + 。

2

孟
一

p 、(。
,

。))

\ a q 、拼少 ,

选择变量代换

Zq + 1

2 d )一一
S

/‘.、
、

p = p 。
(0

,

# ) (z + 拼
8

劝

令N = 2 9 ,

注意到p 。

(0
,

“)是 (3
.

3 ) 式的解
,

我们可从 (3
.

2 ) 式导得 (3
.

4 ) 式
:

{
毖= (乙 (j一 1) p , (0

,

拼)p 孟
一 ‘

(0
,

拼) )‘ + 拼
,

X (t
,
“

,

0
,

拼)

夕二 乙。, (”
,

拼)p ; (0
,

。) + ; ,

。(t
,
二

,

e
,

。)
(3

,

4 )

定义

汽
, 。 、

1 「
代 、口

,

拜) = 下万二一 、
户诀. 沙

。

又 (j一 1)P , (0
,

拼) p ;
一‘(0

, 拼)
, 。

、

竺竺二

_
_ _

—
-
-

一一

—
一—一

-

—
一 “口

困。, (o
,

户)p 孟(o
,

拼)
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取代换

{
劣 = ve x p (户( 0

, 拼) 一舀
。

(“) )

{
口 d o
。

乙 日, ( 0
, 拼) p 乙( 0

,

召)
、,产

兀拼
O乙吸了、

n

力尸

其中 “
。

‘“, 一”‘2汀
,

; ,
,

夕
。

‘。, 一

):
’

- d e

乙 e , ( B
, 拼) 户石( 0

,

拼)

注意到即/ d夕> O
,

叻(0
,

川 二 O
,

沪( 2 , ,

川 = 2二
,

存在反函数 e = 夕
一‘

(te)
.

正如上代换之下
,

(3
.

4) 广被变换成为如下形式
:

乡= 舀。y + 召
‘Y ( t

,

梦
,

歹
,

“)
,

杯= 刀
。+ 拼a

梦 (t
,

y
,

夕
,

月)

既然p 。

(0
,

拼) 是 ( 3
.

3 ) 式的解
,

所以

( 3
.

5 )

习 p , (0
,

拼) p {
-

艺 。, ( 0
,

拼) p ;

‘(0
,

拼)

(8
,

拼)
d e ~ O

万六‘0内

l
�

~
一 , 卜 , , 、

1 f
Z 万

囚二 、 、脚 二
一

所
一

J
。

根据本节的假设以及左
。 (0 ) < O

,

显然有

(2 喊 q( 砂些鱼
_

吵冲洲e
,

川 d0

乙 。, ( 8
,

拼) p 石( 0
,

拜)

一

水
1i m

异练介、
根据 H al e

( b )

与情况

积分流形定理
〔2 ’,

(3
.

5) 式有一个渐近稳定解y( t
,

·

必 ( (t
,

必 〔T
’)

.

P > 0

(a ) 类似
,

我们可导出如下方程
:

* 一

(
e x p

Z N + 2

2左
。

乙
了) Z P + 1

“一 1 ) p , (“
,

。) 。;
一 ’(“

, 。)
)
二 + 。

·

X (‘
,
二

,

“
,

。)

夕=
e x p Z厅

。

乙。, ( 0
,

。) p { (0
,

拜) + 拼
,

。 (r
,
x

,

0
,

拜)

由于 e x p Z左
3
> o ,

( e ) P = 0 ,

根据 ( 3
.

2 c )
,

证明与 (a ) 类似
.

q = 1

在圆

P Z
=

m a x

(
e

一

a 。

(召)
X p ‘2左

3
,
a v g

(爱
一

冲咐
上

,

户定正
,

而在 圆

P 2
Za 。

(召)
.

了
2 , _ , 、 卜 I R

。

、万 , 、

、

m I n 几e x P L艺儿 3 ) a v g 吸 爪
一

IP I 叹拼) I
、 \ .盗J Z , ,

上
,

户定负
,

因此 (3
.

3) 有一个稳定的极限环
,

并且有

”< m < “。

分
, < 、

其余证明与情况 ( a) 一样 口
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(四 )

一一一~ ~ _ ~
,

*
、

。一 ~ 一
, _ _ 、 二 , _ , 、

~
。一 ~ ~ 一 ,

、
n , ‘

、 _

1
, 、 , _ 、

一
本节研究第二类情况下方程 (2

,

6) 的分叉问题
,

并且假设。 (。) = 0,
一

二(咖 d l)
,

第一共’一 ”
’ ‘ - - . -

一一
” ‘ -

一
‘ ’

一
、
-
一

‘ ’ 一 ‘ 产 砂

一
’ “

一 了
‘ ’

一
’

一 一
’ 一 ’ 一 ‘

2
’ -

一 ‘ ’

一

振项非零 (# = o)
.

根 据 (2
.

6 ) 式
,

这 意 味 着 。。: (o) 寺。 (一 (l+ l) 。 (o) = n ,
·

。 (o) = n
/ 。

(n
,

m) = 1)
.

当拌== 0 时
,

(2
.

6) 式的 自治近似式为
:

户一 口。‘Co s ((l + 1 )甲)r ‘+ “·r Z 口‘ ’+ O (r “ ‘) 飞
劝== 一a 。: s in ((l + 1 )沪) r ‘一 ’ + 刀

。r Z ”
+ O (r

‘
) 少

(4
.

1 )

不失一般性
,

我们设aha : 二 1
.

由于拼二 o时原点渐近稳定
,

所以有如下关系
:

!凡于< 1
,

一 a 。> 斌 I乙刀二

凡 = o
,

a 。< 1

(Zq + 1 == l)

(Zq + 1 < I)
} (4

.

2 )

在一 a 。= 斌 1一禺 的临界情况下
,

原点的稳定性要由高阶项来决定
, :
本文不考虑这种临界情

况
.

既然当拼> o 时
,

原点失稳
,

必然存在 价 (川 > 0 (P < 盯
,

同时在娇的右端也将出现一些

低阶项
·

这里我们假设只要a ,

(川
,

刀
,

(川导 o (P < q , ; < q)
,

就有心 (0 )奔 。
,

夕f(0 ) 今。
.

因

而我们只需研究下列方程
:

户“ a , (拼)r
么p 十‘+ a 。伽)r Z “ + ‘

+ e o s ((I+ 1 )甲)r ‘

巾= 夕
。

(拼)r “8 + 刀
。(拼)r Z 口

一 s in ((l十
,

i )甲) r ‘一 ’

显然当2q 十 1 < l时的分叉情况的分析要比 2q + 1 = l的分析简单
,

} (4
.

3 )

因此我们假设 2q 十 l= 1
.

、.
r
J

,‘

+户二 a ,

(拜) r Z 户 + ‘
+ (a 。 + e o s Z (g + i)甲) , :

巾= 刀
,

(拼)r Za
+ (口

。一 sin Z (g + i )甲)r Z 汀

首先我们研究
: > P的情况

,

设口
。(0) > o ,

令
、 、

R (叻
, r ) 二 a , r Z 户+ ’+ (a 。+ e o s价) r 2 . + ’

== 。

中 (沪
, r) = 刀

, r Z ’ + (夕
。一 5 in 势) r Z “

= o

(4
.

4)

}
R 印

,

r) 二 。决定了一条曲线
c , ,

少 (丸 r) = o 决定了一条曲线 勺
,

如图所示
:

(4
.

5 )

它们的形状及相互位置关系

尹, ) o
,

! a
,

!> 1
刀

‘

< 0
.

}a 。 }> 1

皿 1晰
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声合0,I 价代
, 几< 。

,

扭
,

仗 1

口 3 圈 4

臼有两条渐近线 刀
。= s in 吵

,

如果 }a
,
}< 1 , c ,

也有两条渐近线
,

它们在 }a
。

卜 1 时重合
.

当

{a
。
!) 王时

,
c, 是一条闭曲线

.

既然
“> p

, a ,

(沁 ~ 户
,

刀
二

伽)一拼
, c ,

与心有两个交 叉点
,

这表示 (4
.

4) 式有 4 (a + l) 个

奇点
.

为了与曲线口, 相交
,

在交叉点上。,

必须满足下列关系
:

i ‘
,

‘ 下

凡一si 此 (q + 1) 切一 ; 舒仁

这表示交叉点必须非常接近臼的渐近线
.

从以上这些性质
,

我们可以推得在 2付十 1) 个奇点

上
;

、

在另外2 (q + 1) 个奇点上

det (公
一

黔卜
。

‘: ·。·

(息瞬溜
一

)}
,

< ”

‘。,

(
一

豁盈
一

)1
。

< ”

因此存在2 (q + 1) 个线性近似渐近稳定与 2 (q + 1) 个鞍点
.

在稳定奇点处导算子的迹 ~ 衅
一 , ,

根据隐函数定理
,

我们容易看出原点失稳后分叉出 4 (切+ l) 个非零奇点
,

一半渐近稳定
,

另

一半是不稳定的
。

现在研究情况
s< P

. c ,

和勺 的形状及相互位置如 图所示
:

刀
.

> o
,

la
,

!) 土 刀
,

< 0
.

}。。}) 1

叮 6 二 犷
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刀
.

> o
,

}a
。

}< 1

田 了

口
,

< o
,

la
。
I< 1

日 8

( 1 ) 刀
*

< 0 ,

}a
。
}< 1 (见 图8 )

,

存在 4 (g + l) 奇点
,

与上面的研究类似
, 2 (q + 1) 个

奇点渐近稳定
, 2 (q + 1) 个不稳定

.

(2) 其它三种情况 (见 图5一7)
,

不存在非奇点
.

如图9所示
,

我们可 以构造一个闭曲

线
,

使得方程 (4
.

4) 的轨线均从外部流向闭曲线内部
.

在户为正的区域内选取 (4
.

4) 的轨

线
,

用两段圆弧将其与勺 联结
.

这样的闭曲线是合乎要求的
.

根据 Ben di xs on 定理
,

存在

稳定极限环
r :

(甲
,

川
.

圈
、

9

选取变量代换

{

r = r : (甲
.

拼) (1 + 拼
,

P)

卢= (ZP a , r 了, (尹
,

拼) + Zq (a 。 + c o sZ (g + 1 )卯)
·

r 圣q (甲
,

拼)) p + 拼aP (P
,

中
,

召)

巾= 刀
, r 圣

’

(甲
,

川 + (刀
。一 sin Z (g + 1)叻

·

川 , (叭 # ) + 川必 (P
,

中
,

川

由于

{:
’

丝述护(切
,

拼) + (心 + c o s Z (g + 1)甲)r尹心
.

(甲
,

拼)

刀
. r全

‘

(中
, 拼) + 切

。一 5 1奴含(q + i)叻 r圣. (甲
一

,

拼)

「, (2 ‘ )
dr

a 甲== l
、

二
- , = Q

J r (o ) ,



4 3 6 程 崇 庆 季 文 美

!
2 ‘

ZPa , r l, + Zq (a 。+ e o s Z (q + 1 )切r : “

夕
ar :

.
+ (刀

。一 s in Z (g + 1 )甲)r {’
d 沪

一

厂下;于兴霭三瓷;浓劣汤
一
“
、

。

运用与证 明定理 1的同样方法可证得
,

从原点分叉 出一个关于 Poi nc ar 色 映射的渐 近稳定不

变圈
。

最后研究
; 二办

,

只要下列方程有实解
,
臼与 c ,

就有交点
:

刀
-

刀
。一 5 in劝

= 一少
_ _

_

a 。+ c o s势

目p

5 in (势+ 劝
。
) =

a ,
刀
。一口

一a 。

丫
一

在孟
一

千刀二
-

ta n砂
。

==
一

刀
,

两个实解

一个实解

没有实解

‘.一J.工1工丈一一卜Jr.、.妞、

一

la
,

刀
。一刀

, a 。 }
斌

一

叮 + 房

.

6) 有两个实解
,

由于
‘

、..了
夕

�工

d e ‘

(
口( 户 巾)
口( r

,

甲)
== 4 ( g 一P ) (口+ 1) e o s ( 2 (g + 1 ) 甲+ 功

。

) r 4 “

不难验证存在2 (q + 1) 个非零渐近稳定点
, 2 (q + 1) 个鞍点

,

如果 (4
.

6) 没有实解
,

与 S< p

的情况一样
,

从原点分叉出一个关于
.

r 6
’

r。孟r‘映射渐近稳定的不变圈
.
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