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摘 要

本文首先修正带有转点的常微分方程共振必要条件中的一些课解
,

然后给出推导共振 必 要条

件序列的递推过程
。

� 已�
’ 、

全犷
、 � 几 不二刁

自��� �年以来
,

继 � ��
� � �� � � 和 �, � � �� � “’的工作之后

,

已发表 了很多关于下面形式

的转点问题的论文
,

� � 护 � ��戈
, 。�� , � � �二

, 。�梦� �

梦�一口�二� , � ���二夕

�一 �
《� 成�

,

� � 。《 �� ��
�
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其中 �’ �为正的常数
,

���
,

�� ” �, �� ��
一

�� � �
· �

称边谭卿题 �� ��卜��
·

�� 是共振的
,

若其

解当
。, � 时

,

不以零为极限
� 否则称边值问题为非 共 振 的

�

� � �二�� �� 和 � ‘� �� ��� 给出

的共振条件是

默
’ ,

跳
一� ��

�

非负整数 ,
��

�

� �

���  年
,

�
� ��‘“’举例说明条件 ��

�

�� 是不充分的
�

��  !年
,

� � � � 和 � � �� � ��  , � ’
又给出修

正的共振条件
�

� ��
, 日�

�
二

��
, 。�

� � 十拼声 ��
�

非负整数� ��
�

� �

其中 户�
� 一 �夕孟� �� � ��� �夕

� 二

〕
�

王��  � ����年
,

� � �� � � � �� �
‘’
又考察了许多例子

,

提出依

据相关特征值问题来判别共振的方法
,

并指出
�

若方程 ��
,

�� 的外部解 �
。

�劝 可以表示成

�
,

�� �二 乙刁, �� �。‘

�
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其巾系数�
‘�幻 �‘� �

,

� , �
,

… �在区间〔一
。 ,

句上是有界
,

和至少有一系数不为零
,

则边值问

题出现共振
�

不过我们仍需要能 由方程的系数表示出的判别法
�

�� � 年
,

� �� �  〔� ’
曾对一类

特殊的微分方程
,

给出共振的充分条件
�

本文
,

首先修正在共振必要条件中所存在的一些误解
,

包 括 � �� �� � �� � 在文〔� 」中依

据相关特征值何题
,

所考察例子中的错误结果
毋 然后给出推导共振必要条件序列 的 递 推 过

程
�

并指出
�

如果 �� 劣
,

扑� 。� 或 �〔二
,

好二 一浦月
,

洲丸约二�
,

其中刁
,

� 是常数和满足条

件 月�� 二�
,

� 是非负整数
,

则边值问题出现共振 ‘

二
、

例

考察以 劣 � � 为转点的边值问题
�

。夕“
一 � �� � � ��夕

,
� �� � �戈�夕� � ��� 。《�

,
一 � � 戈《��

夕�一 � �二 � , � ���二刀

其中
� ,

吞为正的常数
�

假设其外部解具有展开式

�
。

�� �二夕
。

�劣�� �夕�

�劣�� 。�夕� �劣� � …

将之代入方程 ��
�

��
,

合并同类项和令
� 的各次幂的系数为零

,

可以确定出

夕。�劣�“�
。戈� �

,
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�
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��
�

� �
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�

� �
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�

� �
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·
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�
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�

貂
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·

�

一 �

�
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�

� �
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�

�

二 一�劣
工

� �
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二

�譬
二� � ��二

�
一� �二 � ��‘� �二 �� ��

�

� �

等等
�

因 � � �劝在 二二 � 应是解析的
,

所 以待定常数 �
。

应为零
,

即 � 。�劝 为零
,

边值问题是

非共振的
�

但此时满足修正的共振条件 ��
�

��
,

所以条件 ��
�

�� 是不充分的
�

此外
,

再考察 � �� �
。命�� � 在文〔� 〕中所考察的例子

�夕�,
一 劣 �� � 劣

�

��
,
� �� � �

�。� �
�� � � … �夕� � ��

�

��

� �一 � �� �
, � ���二刀 ��

�

� �

假设其外部解具有展开式

�
�

�劣��� �
。

�劣�� �� ��劣�� 。名梦� �戈� �
· · · ,

��
�

��

将 ��
�

�� 式代入方程 (2
.
7)

,

比较
君 的同次幂的项

,

得到关于 y
,

(n 二。
,

1

,

2

,

… ) 的递推

微分方程组
:

一 二
< l +

x Z
) 夕二+ 2梦

,
二 一此

一 :一 乙夕‘夕
, 一 ‘

(
n = o

,

z

,

2

,

…) (2
.
10 )

视 y
一 ,

(x ) .
0

。

在 (2
.
10) 式中取

n= 0 ,

得到关于 协(劝 的微分方程
:

一丫
( i +

劣2 ) v ‘+ 2夕
。
~ 0

具有解

(2
.11)
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v 。
(
二
) 一 e

。

青
(2.12)

其中 C
。是待定常数

。

‘

在 (2
.
10) 式中取

n二 1 ,

考虑到 (2
.
12 ) 式得

一义
( i +

二2
) 夕; + 2夕

:二 一夕了一P 心
。

‘G
:(劣)

其中

(2
.
13)

G l“ , 一

L

一2 + 6扩
劣么

(
i +

x
Z

)
2

一 ,
1

〕
COI。‘“,

符号 I
。

(劝二尹/ (l 十护)
。

解此方程得

。
r , 、 .

r 一 1一9妙一 6扩 ‘ 1
._
\ ,

尹 飞。
, , _ _ 、

梦‘、叼 = 灿 ‘J 。、
x) 十

L一 尹石千
,

分户一 = 气”一 玄p
‘

)

‘u
丁千了」

灿 ’丈 。“苏少 ( 2
.
1 4 )

因 夕 ,
(
,

) 在 二二 0 应是解析的
,

所以必须

P x“ 12

(2
.
14) 式化为

(2
.
15)

一 1 一9 %么一6 戈
4 。

, , 、

g “x ) = 了刃1干
~
分)

“
一灿

, 1 。气‘) ( 2
.
1 6 )

鉴于只需要确定 C
。

是否为零
,

为简单起见
,

今后只考察含 C
。

的项
.

在 (2
.
10 ) 式中取

n= 2得

一劣
( 1 +

劣
) 夕; + 2夕

2
二 一夕兮一P 刃

,
一P

Z, 。

.
G
:
(
x
) ( 2

.

1 7
)

其中

G ·‘, , 一 ‘2

1

2 + %
2
+ 2 5 戈4 + 2 4

% .
+ 6 戈8

-
一 砂(1

~
干又

豆
)
4

一
一 , 2

」
COI。‘“ ,

求解方程 (2
.
17)

,

得

, :
( 劣) 一 ,

。

(
二
)

{

’

刃
:
(s)

一布( 1 +
s 么

) I
。

(
;
)

d
s

9一4+
3一21

义么
(
i +

x Z
)

‘

一
+

4 4

8

l

( 1 +
%
2

)

不 +

1

( 1 + 矛)3
1

1 + 劣么

劣2

( r耘价 十

% 4

(1 + 戈么
)

‘
一

+

一

杏
1·
篇

一

+

一

会
‘n 、
蕊
2一

I

c

。
‘
。
‘/ ,nOg自

r.lweJ工�d

l2+一一

(2
.
18 )

所以必须也成立

P Z= 一 108

因此仁4 」中
,

依据相关特征值问题所考察例子得到的结论是错误的
.

三
、

共振的必要条件序列

考察下面的边值问题
:

。夕“ 一芳刁(劣
, 。
) g

,
+ B (

劣
,

:
) 夕= o

夕(一
a
)“a

, 夕(b ) 二刀

(0 < ‘《1
,

一a《劣簇b) (3
.
1)

(3
.
2)

其中
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A (男 , 。
) ~ A

。

(
劣
) +

。
A

,
(
x

) +
。2
A
2
(
劣
) + …

B (x
, 。
) ~ B

。

(
x
) +

。
B

,
(
劣
) +

e么
B
:
(
劣
) +

, 二

和 A
。

( 0 ) >
0

。

假设 A
‘
(
二
)

,
B
‘
(
二
) ( ‘= 0

,

1

,

2

,

…)在〔一
a ,

b 〕是解析的
.

设边值问题的外部解具有展开式

Y 试劣) = 夕
。

(
劣
) + 翎

;(劣) + 。2夕2(劣) + …

将 (3
.
3) 式代入方程 (3

.
1)

,

再 比较
。的同次幂项

,

得到关于

推方程
: _

(3
.
3)

v 。
(
x

) (
”
= 0

,

1

,

2

,

… ) 的递

一二A
。

(
二
) 夕二+ B

。

(
二
) g

。
= 一 , 劣

_:+ 二
乙A

‘夕益
一 ‘一 乙B

‘夕。 一 ‘
( 3

.
4 )

伽二O
,

1, 2
,

…)

视 y
一 ,

(
戈
)“ 0

.

在 (3
.
4) 式中取

n= o ,

得到关于 夕。
( x) 的微分方程

一劣月
。

(
劣
) y 孟+ B

。

(
劣
) v

。
== 0

其解为

(3
.
5)

, 。

(
二
)一 e

。

一p
(!

’
B

。

(
盆
)

s
A

。
(
s
)

d
:

)

一C
OI 。“, ( 3

.
6 )

在 二 = 0 的邻域展开 A
‘
(劝

,
B
‘
(劝 (i 一O

,

1

,

2

,

…) 为 “ 的幂级数
、

:

A

‘
(
劣
) = A

‘, 。
+ A

‘,
l x

+ 刁‘ , 2劣2 + …
,

B
。
(
劣
) = B

‘ , 。
+ B

‘,
: x

+ B
‘, 2义么

+ …

和将 A 丁
‘
(劝

,
A 丁3(x) 表示成
A 丁’(劝 = 万‘, 。

+ 涯‘,
; 二 + 河‘,

:扩 +.
二 ,

A 护(劝 = 才
‘ , 。

+ 才
‘, , , + 才

。,
2扩 +.

二

知 10 (幻具有展开式

I 。 ( x ) = 娜
。

,
。
了

。 , 。e x
p

(晃息
B0 .了 J

, ,

、
, .

“ “’” 一
‘

”
(3.7)

由于 y
。
(劝 在 劣= O 应是解析的

,

所以必须

刀
。, 。

河
。 , 。

= N ( N

:

非负整数 )

或

(3
.
8)

= N (3
.
9)

此就是

在

A ek er berg 和 O
‘

M
a
l l
e
y
〔‘’
给出的条件

.

(3
.
4) 式中取

n= 1
,

得到关于 y
,

( x) 的微分方程
:

一x A
。

(
x
)
夕{ + B

。
(
劣
) 夕

,

= 一夕g +
劣A 心石一B 心

。

二L
。

[夕
。

〕

是微分算子

(3
.
10 )

其中 L
。

d
2

乙
。三兰三

一
, 。

口义
‘

d

十劣丑
:
(戈)几

-
aX

一B : (3
.
11)

求解方程 (3
.
1的

,

得

。,

(
x

) 一 ,
。

(
二
)

)

‘

L

。

[
夕。

(
s
) 〕

一sA
。

(
s
) I

。

(
s
)

d
s

( 3

.

1 2 )

因
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!
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a
‘
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劣
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)沈

乙B
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}
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扩2
十
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专
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。 , 。
B
。 , 。

+ B :
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a 。
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= 一 (一A
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刀。, 。

+ B 孟
, 。
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,

尽
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乞十z刀
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B ‘
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二 (一且
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丑

。, 。
+ 刀孟
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2

+ ( 一 2月
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方
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+ 2 刀
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刀
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)

Â
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+

(

一

鑫
,
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.B0

,
2

一急
B。,

二
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2

一睿
i。 ,

例
。, 2

一

才
、了Z

一乙 ‘A 。, ‘介
。, : 一 ‘一过

。, 。
B
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碑
:, 。

‘一 1

a 。, 。
一

告{
(一 A 。,

,
。

l

。
+ B ‘

, 。,才
。,

一+ ‘一Z A
。,

!
B

。, 。
+ Z B

。, 。
B

。,
1

, 才
。,

一

+

军!一乙 月。, ‘
B 6

, , 一 ‘
+ 名 B

。, ‘
B

。, , 一 ‘
+ 乙iB

。, ‘
A

。, , 一 ‘

‘. D 畜一 0 ‘一 1

一 乙 i
‘.

,
。, ‘
。。

, , 一匕

汀(鑫
A。,

:
B

。, , 一

)
通
1, ,

一
‘

,

]

‘
。,

一}

(n“ 1 ,

2

,

3

,

…)

由于 g
:(劝在 劣 = O 应是解析的

,

所以必须

a0,
。
~ a0,

。
十几 ,0

瓜
。“ o

_
(3
.

14)

此是共振的第二必要条件
.
若 A (二

,

的二1
,

B (
%

,

约二g( %
,

约
,

则条件 (3
.
14) 化为

.
一

夕
·

(。“o ) 书一不只孟( o
, o ) + ( N + 1 /

2 ) g 二 (o
,

0
) J ( 3

.

1 5
)

其中 N 是由第‘必要条件定义的非负整数
.
对于 g

。

(0

,

的 二o
几

的特殊情形
,

上式 与修正的共

振条件 (1
.
4) 给出的结果是一致的

。

对于方程
工”’

。, “
一x (a + 反

。
) g

‘
+ (

p + 户。+ , % + 占扩) , 二 o

第二共振条件取形式

动十 2P 占十尹一 Pa
反十户砂二 0 (3

.
16 )

此即文 【3 〕中给出的共振条件
.

在 (3
.
4) 式中取 拄二 2

,

得到关于 g
:(幻的微分方程

一
劣A

。
(
劣
) 夕; + B

。

(
劣
) 夕
:二L 。〔夕:〕+ L , 〔夕

。

〕 (3
.
17)
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其中 L
。

是 由 (3
.
11) 式定义的微分算子

,

和

L ,

.
劣A

Z- d

d 戈
一B Z (3

.
18)

方程 (3
.
17) 只含待定常数 C

。

的解为
扮 ,

一

丫

州
·
) 一‘

。

(

可
‘ 一

纽鱿嗽夺乞
一

黔
〕ds

一 C
O
I
。
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.
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.
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〕 (3.19)
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,
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