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摘 要

本文讨论了奇异摄动二阶自伴常微分方程边值问题
,

采用有限元方法构造了一类变 分差分格

式
,

在对系数的光滑性假定很弱的情况下证 明了一致收敛性
.

这类格式包括了 〔1 〕
,

〔3 1
,

〔4 〕

和〔5 1中讨论的格式
.

— 己 1 全犷
、 护 几 下习

我们考虑二阶自伴常微分方程边值问题
:

;
.

e夕“一 b (x
,

的y = f(二
,

约 O< 叉 < 1 , 。〔丫O
,

幻 (1
.

la )

夕(o)二 a 。, g (1 )二 a : (1
.

l b)

其中函数 b (‘
,

约
,

f (二
,

约在区域 D = { (‘
,

e) !。《“( 1 , o< “
《

“。}
一

上连 续且 有界
,

b (‘
,

的 >

d > 0
.

可以看到这里对系数光滑性的要求很低
.

为方便起见
,

我们还假定 a 。
= a : = 0

.

许多作者研究 T 这个l’q 题
。

H eg a r ty e t a l
.

〔‘〕
利用 E l一M is tik a w y 和 W

e r le 〔
“ j的思想构

造了一个二阶一致收敛差分格式
.

N iij im a[ 3 ” 〔‘” 亡“’则利用L 沁。v
ill

e 一G re e n 变换构造出一阶

一致收敛
、

二阶一致收敛和三阶一致收敛差分格式
。

可 以看到
,

两者的构造思想本质上是一

样的
.

都是先生成一个近似方程
,

然后在第 了个和第 i一 1 个子区 间上精 确求 解近似方程
,

根据近似方程解的导数在第 i个网格点 二‘处连续
,

得到差分方程的第 i 个等式
。

本 文 用 有

限元方法构造一类差分格式
,

其中包括了〔1 〕
,

〔3 〕
,

〔4 〕
,

〔5 〕中讨论 的 格 式
.

并对该

类差分格式给出一致收敛估计
. -

二
、

差分格式的建立 一
_

设 N 是一个正整数
,

*一 ,
/N 为网格步长

,

网格点 (在。。
, ,
伸孤、‘从

‘一。
, 、

;二 N
.

在每一子区间 (x ‘
,
二‘十 : ) 上取充分光滑的函数 B ‘(戈

, 。)
,

F ‘(‘
, “) 满足

}万
‘(戈

, 。)一b (戈
, 。) l( C人, ,

l尸
‘(x

, 。)一 6 (二
, 。) }簇C人, (2 一 )

记 B (劣
, 。) = B ‘(%

, 。)
,
F (劣

, 。)布尸。(劣
, : )

,

正(工‘
, 义‘+ : )

,
‘== o

,
1

,

⋯
,

N 一 1
_

_

·

苏堤城推荐
.



林 平

则可得问题 (1
.

1) 的近似方程如下
:

。Y
l,
一B (劣

, e)Y 二 F (劣
, 。)

Y (0 ) = 0 ,
Y (1 ) = 0

现在我们扶照〔6 〕(也见 [ 7 户 的思想构造问题

试验函数 小
‘ (苦二 1,

, ·

‘
,

N 一 1)
,

取为

(2
.

2 a )

(2
.

2 b)

(2
.

2) 的变分差分格式
.

甲{
一 ,

(劣 )

甲{(二 )

0

正 (劣‘
一 , ,

% ‘〕

义〔(%‘
,
% ‘十 ,

)

正 [ 0
,

1〕\(, ‘一 , ,
劣‘* 工

)

rl.‘es硬t

一一
笼小

其中 甲{(劝
,

切亨(劝分别满足如下问题
:

。沪)l
一B (万

, 。)甲== o , 切(劣‘)一 l , 沪(写
‘十 :

)

: 甲助
一 B (劣

, 。)甲二 o , 沪(劣‘) = 0 , 甲(戈‘
十 l
)

设{必‘}为基本函数
,

试验函数空间 T 几= s p a n 笼小
, ,

小 : ,

有限元近似解取为

= 0
,

二 1

戈〔(叉‘
,
万‘十 :

)

芳〔(x
, ,
公‘十 ,

)

,

中二 一 :

}
,

在 T 几
中

,

(2
.

3 )

(2
.

4 )

对 Y (劝 的

y
h
(二)二乙 y {少

‘
(二) 二〔[o

,

1〕

于是
,

其中

得到一类变分差分格式如下

y {
一 , a (少‘一 , ,

小、) + Y {
a (少

‘,

小‘) + Y )
十 , a (必

‘十 , ,

少 , )二 一 (F
,

叻
‘
)

(i 二 1, 2
,

⋯
,

N 一 1)

Y言二 y盗二 O

·(, 一 少
‘
, 一

{;
‘￡少 :中 : 十B中

·
,

‘
, d / ‘“一‘一 ‘

,

‘
,

‘+ ‘,

(F
,

, ‘)一

!:
F ,

‘
d二 一

(2
.

sa )

(2
、s b )

对 B (x
, 。) 和 F (二

, 。)作不同的选择可得到不同的格式
.

三
、

一 致 收 敛 估 计

我们首先引入一个函数类 Q {〔o
,

1〕
,

这里 k 是一个 自然 数
, 了一 {0 < r l

< 几< ⋯ < 场
-

< 1卜是 N 一 1 个结点
T ‘ (i 二 1

,

⋯
,

N 一 1) 的 集合
.

我们说 v( 幻〔口季〔o
,

1」
,

是指 v( 劝 及其直

到 寿阶的导数分段连续且在
: ‘, i = 1

,

⋯
,

N 一 1 ,

具有第一类不连续点
.

为估计近似解的收敛性
,

我们将给出四个引理
.

引理 1(〔6 〕
,

引理2 ) 如果系数石(劣
, 。)

,

f(二
, 。)〔Q季〔o

,

1了
,

k乒。
,

那么

“

产在唯一解叮劝〔Q季
‘ 2

印
,

l孔 且 州劝〔C 〔0, 1〕;

b. 下列不等式成立
:

里n a X

O悦 盆 ‘ .

1
l夕(劣) }《 m a x (}夕(0 ) I

,

!y (1) {) + 占
一 ’ s u p if(二

, 。) 1 (3
.

1 )
0 <公 (1

,

计
0)估李么必引 那理 2 (巨6 〕

,

引理 3 ) 如果 函数 b扭
, 。)

,

f(二
, 。)

,

B 扭
, 。)

,

F 你
, 。)〔Q季〔0

,

I〕

且记 袱x) = 叭劝 一 Y (劝
,

这里 y( 劝 是问题 (1
.

1) 的解
,

Y (劝是问题 (2
.

2) 的解
,

式
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m a x
}
z (二) 1簇C(s “p }b (“

, : )一 B (二
, 。) ! +

0 <留 ( 1

。

母梦
p !f (劣

, 。)一F (二
, 。)

< 1 )
成立

,

其中 C 是不依赖于
￡的正数

.

引理 3 差分方程 (2
.

5) 的系数矩阵是正定矩阵
.

证 设 A 几
为系数矩阵

,

则有

(A
h 夕h ,

夕几 )= a (夕
,

夕)

万~ 1

其中 夕无
= (夕{)汽

‘,

夕= 乙 夕{少
‘

由
· (,

,

, )一

{:
(·, , 2

+ B , 2
)d / 卜。

可知引理成立
.

引理 4 设 y { 是 raJ 题 (2
.

5 )的解
.

如果 犷 (二)〔C
‘

[ 0
,

1 〕
,

那么 Y 伙
‘

)二 Y I

N )
。

证 我们先验证下面的等式
:

Y (义
‘一 1

)a (小‘一 , ,

沙
‘
) + Y (劣‘)a (小‘ ,

沙
‘
) + Y (万

‘十 ,

)a (巾
‘十 ; ,

少
‘
)

= 一 (F
,

巾
‘
) (i = 1

,

2
,

⋯
,

N 一 l)

应用分部积分公式和 (2
.

3 )
,

(2
.

4 )
,

我们得到

证毕

(f= O
,

1
,

⋯
,

(3
.

2 )

。(由
‘一 , ,

小
‘
)一。

叭
一 ,

创 } = 兵衬二
:

俩
一 ;
)

X 苦一1

“‘中 名 ,

由‘
, 一, ‘

, :

!
X f+ 1

+ 。巾
‘
少 : = 。甲著二

,

(二‘) 一。甲Z
‘

(x ‘)

戈f一 1

X i十 1

a (小 , 十 , ,

少
‘

) = ￡小
, , z
少 = 。卯矛

’

(二 , , ,

)

另一方面
,

我们有

一 (F
,

小‘) = 一 (巴Y
“
一 B y

,

中
‘

) = (印矛:’l 一B 卜
:甲了

_ ,

Y d x

劣 f_ 1

芳 , + 1 劣‘+ 1

一 。沪孑
_ ,

Y
‘

1 十 。动月
; y (即矛

’
一B

‘切{)Y d 二一。中I y
‘

X r 一1 X i一 1

+ 。, 了
’
y } 二 一 。, 著二

:
(二卜

,
) y (二卜

,
) + (。: 聋了

, (二
‘

) 一。, 才
’
(二

‘

)) y (二‘)

+ 。甲矛
‘
(二

‘十 ,
)Y (二‘

+ ,
)

可见
,

等式 (3
.

2) 成立
。

将 (3
.

2 )
,

(2
.

2 b )与 (2
.

5 )相减
,

得
-

之卜 , a (必卜 , ,

沙‘) + 之‘a (价
‘,

少
‘
) + 之‘+ ; a (少

‘十 , ,

少 , )一 。 (i= z
,

2
,

⋯
,

N 一 1 )

之。二 之刀= 0

其中
z ‘= Y (为)一y ) (‘= o

,

1
,

⋯
,

N )
.

由 引 理 3 立刻 有
二‘一 。 (i = o

,

1
,

⋯
,

N ). 从而引理
_

成立
. 一

证毕
.

现在可以来证明一致收敛性定理
.

定理 1 如果 Y( 劝( Cl 〔o
,

1〕
,

那么向题(2
,

5) 的解 州 “=0
,

l,
“

· ,

N ), p 阶二致收敛

于问题 (1
,

1 )的解 v (x )
,

即
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}Y }一 , (二‘) j《Ch
,

这里 C 是 与 。和 入无关的正数
.

证 问题 (2
.

2 )与 (1
.

1 )相减
,

得

林 平

(f= 0
,

1
,

⋯
,

N )

。: “
一b (二

, 。) z = (b (二
, 。)一 B (二

, 。))Y + (f (二
, 。)一 F (二

, 。))

z (0 )二 0 , 之 (1 )“ 0

其巾
,

平口

以劝 二叭劝 一 y (二)
.

由引理 1 ,

我们获得

支n a X

0 成 , ‘ 1

}
二 (二) }簇d

一 ’ s o p (}b 一B }}y }+ }f一 F {)
O 共弓 咬 1

!犷(二) }( C s u p 1F 行
, 。) 1( C

( 忿 ( 1

于是
,

注意到不等式(2
.

1 )
,

一

可知估计式

}夕(‘)一 }
厂

(二) !簇Ch
,

成立
.

从而由引理 4
,

可得

I, (二‘)一 Y { }一 l夕(二
‘

)一y (二‘) !( C h
,

这就是所要证的结果
.

(3
.

3 )

(i二 0
,

1
,

⋯
,

N )

证毕
。

四
、

儿 个 特 例

我们首先证明下面的引理
.

引理 5 如果 B 扭
, 。)和 F (%

, 。)是分段常数
,

那么 Y 你)〔C
,

[0
,

1〕
.

证 考虑下面的问题

L Y二 : y
“
一B (劣

,

约 y ~ F (芳
,

约
,

劣 , 一 :

< .tt: ( 劣 , + 工

(4
.

l a )

y (万 , 一 1 )二 Y , 一 l ,

Y (劣 , 十 1

)二 Y , * ,

(4
.

z b)

其中Y , 一 , ,

Y , , 、

认为已知
,

对任何给定的Y , ,

满足边界条件 Y (二 : 一 :
)二 Y , 一 、,

Y (勺)二 Y , 的

方程 (4
.

la) L 犷= F (二J一 , ,
二, ) 存在唯一解 r

,

(幻
,

正 (从
一 , ,

二‘) ; 满足边界条件犷(、 , )二 y , ,

Y (为
+ ,
)二犷, 十 ; 的方程 (4

.

l a ) L Y = F (二
‘ ,
二 , 十 1

)存在唯一解r
Z
(劝

,

斑 (“
‘,

, , + :
)

.

事实上
,

我

们可以解出

lr.J, l.es

以及

其 r
和

r
,

(劝 二尤
l , 。xP 「斌瓦石八川 + K

: , e

xP 〔一斌及二扩沙〕一F 卜 ,
/ B

‘一 工

r :
(.v )‘ K

Z , 。

xP 〔斌 药 /
。 刘 + K

: : e x p E一刚 B 了
。 “〕一尸

‘

/ B
‘

K
, 、
一、
二

,

K
; 2
一 、
六

:

K Z ;

一女

匹衬会)ew 卜尹户
。

〕
一

(玖
+

叠劝ex p

〔二了
“夕价

一 :

〔(
y ‘ +

瑟:二:)
二p

l丫
“;

1 / 卜 1

]
一

(
Y云一 +

瑟二:)
二 p

[丫迫梦
工
一

〕]

〔(卜会卜
p

卜护于气
工

〕
一

(
玖

+ : +
一

会
一

卜
p

〔
一

丫誉
价
〕}

从
2

一叔怀
1
+

一

会卜
p

[认偿
‘一 。

〕
一

仍
十

一

会卜
p

〔扩
一

乒
。+ ;

〕]
▲‘= 一2 sin h (斌砌云

h)
,

A ‘一 :“ 一 Zs io h (丫
一

刀舀
:
/云h)

从而可唯一选择 Y , 使等式
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Y ; (尤 , )一 r 二(劣j) (4
.

2 )

成立
.

这是因为
,

从(4
.

2) 我们可以得到一个关于 Y , 的线性方程
,

该线性方程的系数为

一材刃邪仗h (斌 B丫动)一创 B ,一 :

/沙
。比 (斌百

‘

刀
。幻 寺。

因此我们知问题(4
.

1 )的解 y (劝 〔C
’

(劣, 一 , ,
二, 十 ,

)
.

j从 1 取到 N 一 1 ,

由解的唯一性 (引理 1)

知引理的结论成立

二
证毕

。

现在我们给出函数 刀(劣
,

动
,

I,’ (、
, 。)的几种特殊的选取

.

( a ) 取 尽 (‘
,

e) 二 b (从
,

约
,
F ‘(“

,

约 一f (
%‘ ,

心
,

这是〔3 」和 〔6 」讨论过的倩况
.

按照

引理 5 和定理 1 ,

容易看到收敛阶数 P二 l
。

由简单的计算得
a (必卜 , ,

少
‘

)二 一 : 心吞(二‘
一 工 , e ) /

。
/

5 in h (几刚 b (二卜 , , 。) /
: )

a (巾‘,

中
‘

)= 。心6 (二卜 , , 。)/
。e o th (h斌6 (二 ‘一 , , 。)/

。) + 。创 b (二‘
, 。)/

。 e o th (h材 吞(二
‘ , 。) /

: )

a (中‘* : ,

中 , )二 一 : 心 b (交‘
, 。) /云

一

/
s in h (h心 石(劣, , 。)/

。 )

所以(2
.

5) 的左端系数与【3 」中构造的格式的左端系数相同
,

又 (2
.

5) 的 解与〔3 〕中格式的

解相等
,

因为它们都等于近似问题 (2
.

2) 的解
.

所以这两个格式的右端也相等
,

从而 两个差

分格式是一样的
,

即【3 〕中的格式属于我们的格式类
.

容易看到
,

这儿收敛性的证明较 [ 3 〕

简单得多
。

‘b , 取 B
,
(/

, ·, 一 1

/ (
,
‘

气
兰
‘
+ a ‘

)
‘

F ‘(/
,

。一

{a.
十 ;

(a1
* :

,
‘

一
,jf) 肠耘兰又执

‘* 十。 ,朴
其中

,

刀
‘= a ‘十 ,

一 a ‘, a ‘= i/ 澎
一

b阮
,

叮
.

这时问题(2
.

2) 即「4 」中的近似问题
.

由〔4 〕中的

结果及定理 1 ,

我们可以 看出一致收敛阶数 P二 2
.

计算可得
a (少‘一 l ,

中‘) = 。。‘一 ;
/

sin h(a 卜
,

)

~ ~

“
( 口

.

二 _ , “
_

_ ‘ .

a
, 、 :

a (甲‘ ,

甲
‘
) - 一州

’ ,

(c ot n (a ‘一 ,
) 十 c o t h (价) ) 一

甲

二‘

气 J 了

一 2山 + 价
一 1

’

伪
·

a (中 ‘十 , ,

小
,

)~ 。口‘/
5 in h (a

‘

)

这里
,
。‘= h/ (a

‘a ‘十 工

刚 。 )
,

p 二h/ V
。 。

按照与 (a )相同的讨论可 知
,

〔4 」中讨论的格式属

于我们的格式类
.

( c ) 取 刀‘(二
, 。) = 1 / (a ‘(、一戈‘+ ,

)
“
+ 刀

‘(戈一二“、 ) + v‘

)
么

F ‘(,
, “)一B ‘(“

, “) 3 “{p ‘(甲(‘)一甲 (“、
十

盖))
2
+ “‘(甲(’)一甲(‘f+ 告) ) + r ‘

卜

这 )L
, a ‘,

方
‘, , ‘分别表示 a ‘一 2 (d

‘
一 Z d ‘

+

去+ d ‘
· ,

) / h气 刀
‘一 (a ‘

·

厂
“‘) / h及 , ‘一 J ‘

+

去
,

其中

d ‘= 1 / 习
/
b (“

,
‘) 和 “‘

一

卜

去一“ + 人/ 2
·

并且 甲 (, ) 由

·‘劝一 ‘一
十

、
、

, +

!公
十

;斌“
(t,k )at

定义
, 、‘( 二

( 二‘、 , ,

P‘
,

g ‘和 r : 分别为

十 1
一口

k {
‘

f
‘ ’

+ g ‘十女一“。)掩互
‘’

{门 (壳;
‘’一左

1含山
‘

祀
先.

(g ‘
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哪
2

q ‘
=

, “+ (9 1 *

奎一g ‘)k

(k奋
‘) 一 k f

‘’ )

一心

左
卜

(2
�、

,
r一,尺

12)

及

其中

r ‘” g e十告

夕‘= b (“‘
, “)

一 3“f ( x ‘
, “)

,

k护
‘’
二甲 (“ ) 一 切(“

十

去) 和 k雪
‘’一 甲(“‘

· , ) 一 卯(“
十

去)

由类似的讨论可知这时的格式 (2
.

5) 与〔5 〕中讨论的格式相同
,

且一致收 敛阶数 P ~ 3
.

( d ) 取 B ( ,
,

盯 同 ( b)
,

尸扭
,

习 = f (二
,

约
.

这时我们仍然有 P二 2
.

不难 验证
,

此情形
·

下 ( 2
.

5a) 的左端系数与 ( b) 相同
,

右端较 (b 乏简单
‘

而当积分

f (x
, e )少‘(劣)心

不能精确求出时
,

可采用数值积分公式
.

( e ) 取 B
‘

(二
, 。) = (b (二

‘, : ) + b (二
‘十 : , 。) ) / 2

, F , (二
, 。)二 (f (二‘

, 。) + f (二‘
十 , , 。)

,

) / 2
。

这时的近似问题 (2
.

2) 与〔1

a (小卜
, ,

中‘) ~

〕相同
。

我们有

一 。材
_

B ‘三
工

(牙
,

若) /
s in h (刚B ‘一 l (二

, 。) h )

一 _

。 (叭
,

电 ) = “〔斌 及
一 工

恤万
“。 th (必药示示)

+ 斌且 (‘
: )

一 c o

th( 斌 且 (灭
,

动
一

h)j
a (中

‘, , ,

中
‘

)二 一 : 斌百二(又
,

可/
s i n h (斌 刀 ‘(坛压) h)

与 (a) 的讨论类似
,

可得这时的 ( 2
.

5) 与〔1」中讨论的格式相同
.

由引理5和定理 1 ,

得 P = 1
.

但经过更为仔细的推导
,

可以证明该格式是二阶 ( O (尸”一 致 收 敛 (见〔1 〕或〔8 〕)
.

与

( b) 相比
,

该格式要大大简单于 (b )
,

而具有相同的一致收敛阶数
.

最后
,

谨在此感谢两位导师苏爆城教授
、

吴启光副教授的指导与帮助
.
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