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摘 要

在本文中
,

我们讨论如下差分方程问题 (尸
.

)
:

(L
.
g )。三e 夕(寿+ 1)+ a (掩

, 。)g (掩)+ b(k
, 。)g (k 一 1)= f(k

, 。) (1《寿《N 一 1)

B , , 三 一 封(o) + e : g (1)= a ,

B : , 三一 e : g (N 一 1) + g (N )二刀

这里‘是一个小参数
, c : , c : , a ,

刀为常数
, a伪

, e)
,

吞(k
, 。

)
,

f价
, 。

)(1《为《N )是 k和。 的函数
.

首先
,

我们讨论了常系数的情形 ; 接着引进伸长变换对变系数的情形进行了讨论
,

给出了解的一致

渐近展开式 ; 最后给出了一个数值例子
.

一
、

引 言

在数字模拟
、

样本数据控制系统
、

计算机的自适应控制系统以及经济学
、

生物学等领域

中许多问题常用带小参数的差分方程来描述[1 ~ 6〕
·

因而研究差分方程奇异摄动问题解的渐

近性质是一个重要的研究课题
‘

.

带小参数的差分方程和带小参数的微分方程有许多类似的性质
.

我们考虑如下差分方程

问题
。v (k + 1 ) + a梦伪) + bg (掩一 1) = o (1《k《N 一i ) (1

.

2 )

, (o) = a , 梦(N )== 刀 (1
.

2 )

其中
。
为小参数

, a ,
b

, a ,

刀为常数
.

我们可求得(1
.

1~ 1
.

2 )的解为

y (k) 二 (a 泥臀一刀)几全/ (几警一砰 ) + (刀一 a几留)沐全/ (几譬一义勃
,

其中
.

几
,
= 一 a {1 一 (i 一 4 bs /

a 么)“
2

}/ (Z
e )

,

几
:
== 一 a {1 + (1 一 4 b。/

a么)’
了2 }/ (2

。)
。

当
。
充分小时

,

我们有

。(“)一(
一

汀
+

{, 一 (
一

汀}(
一

土
一

)
‘ 一

, 一 + 。(·)
(1

.

3 )

斌。( A簇N 一致成立
·

在 (1
.

1) 中令
“= 。

,

我们得到
a y (o )(寿) + bg (0 ) (k一 1 ) = 0 (1( 壳( N )

这个方程为一阶的
,

称为退化方程
.

取
气

g (。) (0 ) , g (0 )
s

我们得到(1
.

4~ 1
.

5) 的解为

(1
.

4 )

(1
.

5 )
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。(。) (*)一 。

(一粤丫 (。簇、簇、 )

、 U l

它为(1
.

3 )右端的第一项一般地
, 夕‘。, (N )笋 , (N )

.

我们看出当
。、 O时

, 夕(左)、夕(。, (寿) (k

笋N )
,

即这个收敛性在 k“N处是非一致的
.

我们称益= N 这个点为边界层点
.

y ‘。, (k ) 在边

界层之外可以作为 (1
.

1~ 1
.

2) 的近似解
,

称之为外解
; (1

.

3) 中含尹孺的项和外解结合在一

起满足失去的边界条件
,

称之为边界层校正解
;
当y(

。

叹N )沪叭 N ) 时
,

称 (1
.

1~ 1
.

2) 为奇

异摄动问题
,

(1
.

4 ~ 1
.

5) 为它的退化问题
,

(1
.

3) 的右端为解的 (零阶) 渐近展开式
.

C
.

C o o s to ek和 G
.

C
.

H sia o (1 9 7 6 )〔
7 ’
研究了齐次差分方程问题

。夕(k + i ) + a (k )夕(k) + b (k )夕(k 一i )= 0 (i《k《N 一 i ) 、

卜 (1 6 )
夕(0 )“ a , 夕(ZV ) = 户 少

证明了当
:
充分小时

,

有

夕(k) = 夕(0 ) (k) + 。N 一 “切 (“) (k) + O (e )

对0簇左《N一致成立
.

其中g ‘。, (幻为(1
.

6) 的退化问题
a (寿)g (。)(秃) + b (k )g (0 ) (k一 1 ) = 0 (1( 壳( N )

g (o)(o )“ a

的解 ; “
。, (k)为

田 (0 ) (k + i ) + a (k )w (0 , (寿)= 0 (0( 为《N 一 1 )

。‘0 , (N )= 刀一v ‘0 , (N )

的解
。

N
.

5
.

N ai d u 和A
.

K
.

R a
o( 1 9 8 5) ‘吕’

在他们的专著中对差分方程 问题
: g 任 + 1 ) + a夕(k ) + b夕任一 i )== f任) (1《k( N 一 1 ) (1

.

7 )

梦(0 ) = a , 梦(N ) = 刀 (1
.

8 )

进行了讨论
,

给出了任意阶的形式解

,护

军(秃) = E
。, g ‘

f , (秃) +
。N 一 奋

兄
。r切 ‘r , (k) (p = o

,

1
,

⋯

它满足 (1
.

8)
,

且在不计O (尹
十 ’

)的意义下满足 (1
.

7 )
.

此外他们应用边界层校正方法对带有

小参数的高阶常差分方程
、

几种状态空间模型
、

开环最优控制和 闭环最优控制等问题进行了

讨论
。

在本文中
,

我们考虑带小参数的差分方程问题 (尸
。

)
:

(L
a

夕) * 三。y (左+ 1 ) + a (k
, e)y (k)

+ b (k
, 。)梦必一 i ) = f任

, 。) (1( 寿簇N 一 1 ) (1
.

9 )

B
I夕二一 y(0 ) + c ly (1 ) = a ,

B
Zy 二一 c :夕(N 一 1 ) + v (N ) = 刀 (1

.

1 0 )

这里
e是小参数

, c : , e : ,
a ,

夕为常数
, a (k

, 。)
,
b (k

, 。)
,

f (k
, 。) (1( 寿成N )为寿和

￡ 的函数
.

当e趋于零时
,

(1
.

9) 退化为
(L

。梦(o ) ) * 二 a (几
,

0 )梦(0 )(九) + b (存
,

0 )梦(“) (k 一 1 )

= f(秃
,

o )

它为一阶差分方程
,

只需一个定解条件
,

(1
.

1 1) 应取定解条件

(1簇壳簇N ) (1
.

1 1 )

其解就可确定
。

由下面的第二节分 析 可 知
,

对 于
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B :V (。)主 一夕fo少(0 ) + c : y (0 ) (1 )= a (1
.

1 2 )

我们将(1
.

n 一 1
.

1 2) 称为(1
.

9~ 1
.

1 0) 的退化问题
,

记为 (P0 )
.

一般地说
,

(P0 )的解不能满

足失去的一个定解条件
。

在这种情况下
,

我们称 (P. ) 为奇异摄动问题
.

我们主要研究它的

解的渐近性态并构造解的一致渐近展开式
。

问题 (1
.

9~ 1
.

1 0) 包含了用差分逼近带小参数的二阶常微分方程第三边值问题所得到的

差分方程问题
。

为了能对 (尸
.

)解的性态有一个真观的认识
,

我们在第二节考虑 (P. )中的系数为常数的情

形
.

在这种情形下
,

问题 (Pa )的解能够用显式表示出来
,

因而我们可获得解的渐近展开式
.

根据这个简单而带有启发性的例子
,

我们在第三节给 出了处理问题 (Pa )的一般方法
.

第四节

中
,

我们给出了一个数值例子
.

二
、 ,

常 系 数 的 情 形

我们考虑如下问题

(L
a

夕) , 二 : 夕(k + 1 ) + a梦(k ) + b夕(k一 1 )~ j (1< k《N 一1 ) (2
.

1 )

B :夕二 一 , (o) + c : , (1 )== a ,
B : v二 一c : v (N 一 1 ) + , (N )== 刀 (2

、

2 )

这里
。是 /J’参数

, a ,
b

,

f
, c , , c Z , a ,

刀为常 数
,

且
a 笋 o , a + b c :笋 o , a + b砖 0

.

我们可求

得(2
.

1~ 2
.

2 )的解如下
:

夕(吞)二几
; m 全+ 凡

: m 生+ f/ (
a + b + 。) (0《k《N )

其中
m ,

= 一 a {1 一 (1一 4 b。/
a Z
)’

‘2

}/ (2色)
, m : == 一a {l + (1一 4b盯

a Z) , ‘2圣/ (Z
e )

,

[ a + (1一 c , )f/ (
a + b + 。)〕。梦

一 ’(。 : 一 c Z )一 [刀+ (c
Z
一 1 )f/ (

a + b + 。) ] (c
:切 : 一 1 )

丈瓦而产 劝而譬
二,

硬而)二
c : ) 一m 全

一 ’(m :一 c Z

) (c
: m :
一 1 )

口

一哩赵鱿业瓮霖竺忠;
c :m ; 一 1 )一 [ a + (1一 c , )f/ (

a + b + 。) 1。琴
一 ’(m

,
一 c :

)
二 :

佩二姚)事耐
一 ,

(tn : 一 c : )(c , , : 一1 )
‘

为了得到y( k) 的渐近展开式
,

当。
充分小时

,

将二
: ,

肠用泰勒展开得到

m ,” 一 {b/
a + b名e /

a 吕+ O (。
2

)}
,

二2 = 一 {a 一b。/
a 一b

Z 。名
/ as + O (。s )}/

。 .

显然 m 了’= 0 (e )
, 。 ; ’m

,
= 0 (好

.

由此
,

我们易得

a + (1一 c : )f/ (
a + b)

c ;

(一b/
a )一1

+ O (。)
,

、 一护
+ (c : 一 i)f

a + b

一

t
。干 (1 一 c , )f

a + 6

·

[(
一

舒
“

一(
一

劲
’一 ‘

丫卜(
一

含)
一 ‘

]
+ O ‘·,

}(
一
含)

’

因而对奔分小的
‘
我们有

, (* )

奥苏蔫筹结
句(

一

各)
’+

击
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+ (, 一「一
。:

‘丝‘恶二典夕嵘驻些‘一互丫
一 ’+

人、L
一

L
一 、 约 、一u/ q J 一 J 、 a , “ 宁u ,

a + (1 一 e l
)f/ (

a + b)
c l

(一b/
a )一 1

t b 、N
,

f 、1飞
. — 一 一 夕

~
了

. 一

—
于一 , 口 1 广

\ G I G 一 O / 」)

￡N 一 今+ O (￡) (0( 吞《N ) (2
.

3 )

口了.、
、

/‘吸、

十

我们可以看出当
。, O时

,

y (k ) ,
a + (1 一 c ;

)f/ (
a + b)

c ,
(一b/

a )一 1

l b、二 f
. —气了 . , ~ 一

一

于

\ “ I C 州
~ O

(k 铸N ) (2
.

4 )

即这个收敛性在 k = N 是非一致的
.

我们把点 k二 N 称为 (2
.

1 ~ 2
.

2) 的边界层点
.

由上式可知
,

在边界层点 以外
,

(2
.

4) 的右端 (即(2
.

3) 中不含尹绪的项 ) 可作为 (2
.

1~ 2
.

2) 的近似解
,

且

满足 (2
.

2) 的前一个定解条件
,

我们称之为外解
.

(2
.

3) 中含产一的项和外解结合在一起
,

满

足失去的定解条件
,

我们称之为边界层校正解
.

(2
.

1) 的退化方程为
a y (o , (k) + by‘

o )(k一 1)二 f (1 ( 寿《N ) (2
.

5 )

在定解条件

一y (0 , (0 ) + e ,夕‘0 ) (1 )二a (2
.

6 )

下
,

可求得解为

, (。) (、)一吐蓬鼠涪片些(
一

冬)
’ +

荞
、 ‘”《“《“ ,

(2
.

7 )

它恰为外解
.

校正解中出现的因子
。N , “提示我们作如下伸长变换

切(寿) , g (k )/
。N 一

气

它将原来的算子L
。

变换为

(L
。

夕)。二 e N一 [ w (k + l ) + a叨 (k ) + b切 (k 一 z )〕
.

由其主要部分可得如下方程

功 (o ) (k + 1 ) + a切 (o ) (左) = 0

若我们要求
叨 ‘o) (N )== 刀一 [ 一

c Zy‘o ’(N 一 1 ) + y ‘o , (N ) ]

则我们可得到 (2
.

8 ~ 2
.

9) 的解为

(2
.

8 、

(2
.

9 )

。 。 , , 。 、 , 、 , J 、 . , 。 、 , 、 ; 、 、 ,

/ 1 、万一
功

、“ z
气尺) = LP一 气一 C Z y

、一

伙 z v 一 1 ) ,t- y
‘’ J
叹Z v ) ) 」! 一万 刀

\ “ ,

由此
,

我们看出 (参看 (2
.

3 ) (2
.

7 ))尹J 。(0) (k) 恰为边界层校正解
.

于是我们得到如 下 定

理
:

定理 1 设
a 子 0

, a + b砖 0
, 。+ bc

, 子。
,

则 (2
.

1~ 2
.

2 )的 解有如下渐近展开式

夕(k)二u (o )(k) + 。N一功(o ) (k) + O (。)
,

它对0《k《N一致成立
.

其中夕
‘。, (k)和, ‘, , (k)分别为 (2

.

5~ 2
.

6 )和 (2
.

8~ 2
.

9 )的解

二
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三
、

变 系 数 的 情 形

上节中
,

我们对常系数的情形钾于了讨论
,

得到了解的零阶一致渐近展开式
·

现在我们

来讨论 (尸
,

)( 参见 (1
.

9~ 1
.

1 0) )的系数为变数的情形
.

本节中我们假设这些系数为
。的充分

光滑的函数
.

根据前一节的讨论
,

我们设 (尸
。

)的解可写成两项的和
:

v (吞)= y .

(k ) + 。N 一 垂切(k) (3
.

1 )

这里 。

, .

(存)= E
o f , ‘, , (h) (5

.

2 a )

w (k ) = 乙
“护 , ‘, , (k ) (3

.

2 b)

分别称为外级数解和边界层校正级数解
.

将 (3
.

1) 代入(1
.

9)
,

分离外级数解和校正级数解
,

我们得到两个独立的方程
:

。y ‘(k + 1 ) + a (k
, 。)v

:

(寿) + b (k
, 。)y

‘

(寿一 1 ) == f任
, 。) (3

.

3 a )

功 (k + 1 ) + a (寿
, 君)切 (k ) + 。b (k

, 君)功(k 一 1 ) == 0 (3
.

3 b )

以上两方程
,

前一个是外级数解所满足的方程
,

后一个是校正级数解所满足的方程
,

同时我

们也看到第一个方程和 (1
.

9) 是相同的
.

为了定出 (3
.

2) 中的系数 g( ” 和 , 卿
,

我们分别将

(3
.

2 a )和 (s
.

Zb)代入 (3
.

3 a )和 (s
.

3 b )
,

且将
a (k

, 。)
,
b (k

, e )
,

f(k
, 。)关于

e
展开成泰勒级数

,

比较两端犷的系数
,

我们得到外级数解和校正级数解的各系数所应满足的方程如下
:

l) 外级数
a (k

,

o)夕(
0 , (k ) + b (k

,

o)梦‘
。, (k一羹) = f (k

, o ) (i( k《N )

a (k
,

0 )v (r ) (k ) + b(k
,

0 )y (, ) (k一 i )二
f
‘, , (k

, o ) a (f 一 ‘) (k
,

0 )
‘ 一 , , 、 z 。 、

一
~

丁二
砂- 了万 尸一V

‘ 一了

气“ )
气r 一

‘尹 !

Ef-!间
一

(3
.

4 )

一书
,

些竺士竺鱼必
拓 (r 一l一 1 ) !

g (王)(k一 1 )一 , (f 一 ‘, (吞+ 1 )

梦(, 一 ’) (N + 1 )二o (z( k《N ) (r = 1
,

2
,

⋯ )

这里
d

r

a 、
「 ,

(怠
,
u ) , 刁砂

一

a 戈月
, ￡)

. 。 . ,
b (, ) (k

,

0 )
一 d e.

b (k
, 。) !

. , -

一
, , _ . , _

d (’)
, , ,

次 了
、r ,

‘兑 , U) , 而
。

一

J ‘气 8)

(3
.

4) 的第一个方程为退化方程飞阶数为 1 ,

其它方程跟它的差别只是右端项
.

由递推过程

知
,

这些右端项均为已知函数
.

2) 校正级数

功 (0 ) (在+ 1) + a (壳
,

0 )切 (o )(壳) = 0
, 切‘O ) (0 ) . 0

口 (f )(k + 1 ) + a (k
,

0 )功 (
f , (k ) =

_ 书左竺竺丛丛
~

些

拭 (r 一l)里

(3
.

5 )

了口 b ‘卜 ‘) (k
,

0 )
一 乙 吞刁)飞

一

酬l)( k“ l)
忍- .

口 (f ) (0 ). 0 (1《k《N 一 1 , r = 1
,
2

,

⋯ )

。

黔
一‘’

!
j
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上面的第一个方程为一阶齐次方程
,

其它方程跟它所不同的也只是右端项
.

由递推过程知
,

这些右端项也均为已知函数
.

将 (3
.

1) 代入 (1
.

1 0)
,

我们得到外级数解和边界层校正级数解所满足的定解条件分别

为
:

1 ) 外级数

一 y (0 ) (0 ) + c ly‘o ) (1 ) = a

一y (f ,

(0 ) + e , y‘f ) (1 )= 0

(, 一 1
,

2
, ,

二
,

} (3
.

6 )

2) 校正级数

。‘D ’(N ) = 刀一 〔一
c : y ‘o , (N 一 1 ) + y ‘0 , (N )〕

切‘, , (N ) = c Z切 (, 一 ’) (N 一 1 )一 [一 c Zy (f , (N 一 1 ) + y (
, )(N )〕

(r = 1
,

2
,

⋯ )

}
‘3

·

7 ,

由 (3
.

4~ 3
.

7 )
,

我们可依次求得 v‘0 , , 。‘0 ’, , “’, , “ , ; 夕‘2 , , 切‘2 ’,
·

⋯ 子是我们得到 T

(P
.

)的形式级数解如下
:

夕(点)= 兄
。, 梦‘f ,

(k ) + 。N 一 奋

兄
。f tD ‘尸 , (A)

.

一般地
,

我们只取有限项的和

罗‘p , (寿) = 乞
e ,y ‘f , (k ) + : N一 艺

。 , , ‘, , (k)
.

作为 (尸
。

)的近似解
.

为此
,

我们来估计余项

R (寿)~ 夕(k)一梦
(p )(吞)

.

以下我们假设尸< N 一 1
.

由下文我们可以看出尸取为一位整数就足够了
.

简单的计算表明R (旬满足如下问题

(L
o

R ) ,
~

君R (k + 1 ) + a (k
, 君)R (k ) 一

+ b (k
, 。)R (k一 1 ) = g (掩

, 君) (1《寿《N 一 1 )

B , R = 一 c ,。N 一 ’

兄
。 , 切‘, ,

(1 )
,
B : R = c Z。, ‘’二‘护’(N 一i )

,

其中g (掩
, 。)满足

:

对于适当小的
。。,

当o《
。《 e 。时

,

存在一个不依赖于
。的常数c0 使得

}夕(k
, 。)】(

c 。
·

尹
+ ,

关于 1《 k《N 一 1一致成立
.

为了根据 g( k
,

约
,

凡R
,

Ba R 得到关于 R 的拈计
,

我鑫1播要如下

引理
。

引理 给定问题 (P
。

)
。

假设系数
a 挤

, 。)
,

b(k
, 。)为关于

s
在区间[ 0

, 。。]上的 L ip , e hit : 函

数
,

且满足
a (1

,

o ) + b (i
,

o)e
:
笋 。

, a (2
,

o )铸 0
,

⋯
, a (N

,

0 )铸 。
,

(3
.

8 )

则当。
充分小时

,
(尸

.

)有唯一解
,

且存在一个不依赖于。的常数 c使得

11Y Il
x
《

c
·

m a x { !a }
,

I刀I
,

.f旅
r
}

, ,

这里 !}Y l
x 二m a x 。‘ * ‘ ,

!夕(k) }
,

If卜= 。 a x : ‘ , ‘二 一 : , . ‘e 、 : 。

}f(k
, 。) !

.

证明 我们将(尸
.

)写成矩阵的形式
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这里

A (: ) y == F (￡)
,

一 l

0
�八U八”.八U

月 (￡) 二

b ( 1
, 。)

O

C o

a ( 1
, 己)

b ( 2
, e )

巴

a ( 2
, 多)

a (N 一 1
, e ) 0

0 0 一 c : 1

..”�、
.

二二

⋯⋯
尸;l!

.

1,扭,‘百L

勺eell,JI住贾J�

、.产

召

y ( 0 )

夕( 1 )

y ( 2 )

y ( N 一 l)

y ( N )

f ( 1
, e )

f ( 2
, e )

j( N 一 1
,

‘

刀

厂l|十厂111十L

l工eF
�

f!
"

l卜,11..二L

一一
Y

由条件可知A ( o )可逆且存在一个不依赖于
。的常数几使得

l且 (。) 一月 ( o ) 1100 《
c 3 ·

。 ( o ( 城
e 。)

.

改写A (幻为

A (。) = A ( 0 ) [ E + A
一 ’( 0 ) (A (。) 一A ( 0 ) ) 1

。

由B a n a e h引理知
,

当。
( m in {( Z

c :

}刁
一 ’(。) l, )

一’, , 。}时
,

‘

欠(。)可逆
,

且

{!只
一 ‘(。) !{二《

- }A
一 ‘( 0 ) l}oo

(丁二 l诬订 (0 )
一

}
一

妇自任)
~

二刀而)
一

叮动
( 2 借A

一 ‘(o ) 甘。
.

从而

I Y I!
x
《 皿A

一 ’

( e ) 舰二 IF (。) 皿二

( 2耳月
一 ’

( 0 ) l二m a x { }a }

于是引理得证
.

由引理我们很易得到

定理 2 设 (P
。

) 中的系数
a ( k

, “)
,

b (k
, 。)

,

( 3
.

8)
.

则当
e
充分小时

,

(尸
.

)有唯一解

,

I刀}了仰f 11,

)
.

f (掩
,

习
、

为关于
。
的充分光滑的函数

,

且满足

夕(k ) = 乙
。f夕‘f , (k ) + 。N 一 告

公
。 , 。‘, , ( k) + R (h

, 。) ( 3
.

9 )

且存在一个不依赖于
。的常数

c
使得

·

一
1 ,

,

lR (k, 引《 c. 户
,

对o簇 k《N 一致成立
.

这里梦,) 和切‘幻 由 (3
.

4一3
.

7) 定义
.

解
.

’

‘

特别yt
。)为 (尸

,

) 的退化问题的
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注1 由(3
.

的我们看出当
。

, 。时
,

g (k), g (o , (k)
,

(掩护 N )
.

注2 我们可以把(3
.

钓右端第二项中关于
。

的高于尸次幕的项放到余项尸(k
, 。

) 中去
,

即可改写 (s
.

钓

, (k)一艺
: r
。‘

护 , (“) + 。N 一‘

尸 一 (刃 ·汤)

名
: 『

。“)(‘)+ 户(儿
, 。) (3

.

1 0 )

易知对于充分小的e存在一个不依赖于 e的常数‘使得

}户(k
. e )l( c4

·

。尸+ 1

对o《k《N一致成立
.

(3
.

1 1)

观察 (3
.

1 0~ 3
.

1 2 )
,

我们知道 李
‘0 , (k )二y ‘o ,

(k) (0《k《N 一 1 ) , 犷‘
。, (N ) = y ‘。’(N ) +

功‘
0)( N )

,

为梦(旬 (0 ( 掩( N )的零阶一致近似
。

若巳求得y( k) 的尸一 1 阶近似
,

则要求 y( k)

的P阶近似
,

我们只要通过 (3
.

4~ 3
.

7 )求出夕(
p )(k) (0《左《N )和。(p 一 ) (N 一 k) (0《k《P )

于是由下列各式定义的夕
(P) (k) 为y (旬的尸阶一致近似

: 、

甲‘p )(k) = 夕‘p
一’) (左) + 。p y (p )(k) (0( k( N 一P一 z )

,

甲(尸)(N 一P + k )二 歹(p
一 ’)(N 一P + k )

+ 。尸(v (p ) (N 一P + 掩) + 脚 (‘) (N 一P + 掩) ) (o簇k( P )
.

四
、

数 值 例 子

我们考虑如下差分方程
。夕(k + 1 )一 (0

.

1 1 + 2。)夕(k) + (0
.

1 + 。)夕(k 一 1 )

二 一 0
.

0 1 5 (1 《吞《 9)

一y (0 ) + y (1 ) / 1
.

1 二 , 0
.

1
,

一夕(9 )/ 1
.

1 + 夕(1 0 ) ~ 一 0
.

2 1/ 1
.

1

它退化为
· ‘

一 0
.

1 1夕‘
。)(k) + o

.

ly
(0 ) (寿一 i ) = 一 0

.

0 1 5

一v‘o , (0 ) + v ‘0 )(1 )八
.

1二 一0
.

1

(4
.

1 )

当
。, 0时

,

“《稼
‘0’
} (4

.

2 )

我们应用高斯消去法求解 (4
.

1 )
.

在表 1中
,

我们给出了 (4
.

1) 当“二 1 0
一 ’,

10
一 ’, 1 0

一 3 ,

10
~ 毛

时的精确解以及它的退化解
。

由表 l可以看出
,

当。
趋于零且k祷 10 时

,

(4
.

1) 的解趋于

它的退化问题的解
,

而k = 1。时
,

(4
·

1 )的解不趋于它的退化问题的解
·

因而(4
一

1 )在 k = 10

处出现边界层点
。

_

表2我们给出了 (4
.

1) 当
。
~ 0

.

1)1 时的退化解
,

零至三阶近似解以及精确解
。

由表 2可以看

出当逼近阶数增加时
,

近似解逼近于精确解
.

‘

因而这里的数值结果和我们的理论结果是符合

的
。
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表 1 解的渐近性态

。
(1 0)

￡留 10一1

1
.

2 816 6

1
.

2 997 1

1
.

3 160 0

1
.

3 3 016

1
.

3 4 15 1

1
.

3 4 836

1
.

3 4 689

1
.

3 2 86 4

1
.

2 T 500

1
.

146 2 3

0
,

85 0 2 1

全萨

1
.

2 8966

1
.

3 0 8 63

1
.

3 2 5吕8
,

1
.

3 41 5 8

1
.

35 5 8 7

1
.

3 6 8 8 6

1
.

3 8 0 6 7

1
.

3 9125

1
.

3匀8 82

1
.

3的8 8

1
.

0 6 4咬3

巴自1 0一3

1
.

2物昌4

1
.

3 0 943

1
.

3 2 6 74
_

1
。

3 42 48

1
.

3 5 6 79

1
.

3 6 980

1
.

3 8 162

1
.

3 92 3 8

1
.

4幻2 13

1
·

4 0 8 0 7
、

1
.

0 8 9 19

e留 10沁‘食

1
.

2 90 4 7

1
.

3 0 95 2

这
.

拟6 8 3

1
。

3 42 5 7

1
.

3 5 6 8 8

1
.

3 69 8 9

1
.

3 8 1 7 2

1
。

3 9 2 4 7

1
。

40 2 25

1
.

4 10 83

1
.

0 9 16 7

退
一

化 解

1
.

29 0 4 8

1
.

3 0 96 2

1
.

3 2 6 8 4

1
.

3 4 2 5 8

1
.

3 5 6 8 9

1
.

3 69 90

1
。

3 81 73

1
.

3 92 4 8

1
.

4 0 22 6

1
。

4 11 1 4

1
.

4 19 2 2

、,了、口产、1沙‘产、、了
、.产、月了、产、
.尹、
.

J
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表 2 近似解和精确解的比较 (e , 1。
一 , )

。
(10 )

三哑区爪三亘巫 二 阶 解
~ _ _ J ‘ ~

一
d

一

一一1
.

2 9048
.

! 1
.

2896 5 } 1
.

2896 6
.

1
.

3 0 9 5 2 } 1
.

3 086 2 1 1
.

3 08 6 3

1
.

3 2694 } 1
.

3 2 587 { 1
.

3 25 8 8

1
.

3 42 5 8 1 1
.

3 4 1 6 7 1 1
.

3 4 15 8

1
.

3 5 68 9 ! 1
.

3 5 6 86 { 1
.

3 5 5 8 7

1
.

3 699 0 } 1
.

3 6 88 5 { 1
.

3 6 8 87

1
.

3 8 17 3 { 1
.

3 8 0 6 8 { 1
.

3 8 0 6 9

1
.

3 92 4 8 1 1
.

3 9 14 4 { 1
.

3 9 1 4 5

1
.

4 0 22 6 { 1
.

4 0 12 2 } 1
.

3马8 5 3

1
·

4 1 1 14 { 1
·

3 8 0 3 8 { 1
·

3 808。

1
.

n 9 19 5 } 1
.

n 6 3 9 8 } 1
.

0 6 4 4 4

三 阶 解

1
.

28966
于

1
.

3 0 8 63

1
.

3 2 5B8

1
.

3 4 1 5 8

1
.

3 5 6 87

1
.

3 6886

1
.

3 8 0 69

1
.

3 9 1 20

1
.

3 98 4 4

1
.

3 8 0 8 8

1
.

0 6 44 3

精 确 解

1
,

邓马66

革
.

3 086 3
一

1
,

32 5 88

1
.

3 4 15 8

1
,

3 5 58 7

1
.

3 6 88 6

1
.

3 8 0 67

1
.

3 9 12 5

1
.

3 988 2

1
。

3 808 8

1
.

0 64 4 3
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